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《 理论 物理 学 教程 :( 共 十 卷 ) 是 一 部 享誉 世界 的 理论 物理 学 巨著 是 反 
映 经 典 物理 学 向 现代 物理 学 转变 的 里 程 碑 式 的 重要 著作 ， 于 1962 年 获得 列宁 
次 。 原 著 为 俄 文 ， 现 已 有 十 余 种 文字 的 分 卷 译本 ， 六 种 文字 的 全 卷 译本 。 本 教 
程 中 的 七 卷 是 由 诺 贝尔 物理 学 奖 获 得 者 、 苏 联 科学 院 院 士 、 伟 大 的 理论 物理 学 
家 Л. Д. 朗 道 和 他 的 学 生 、 苏 联 科学 院 院 士 、 杰 出 的 理论 物理 学 家 E. M. sË 
弗 席 效 在 20 世纪 40—50 年 代 陆 续 编 写 而 成 的 ， 男 外 三 卷 由 栗 弗 席 兹 和 俄 罗 
斯 科学 院 院士 Л. П. 皮 塔 耶 夫 斯 基 等 人 按 朗 道 的 计划 在 20 世纪 60 一 70 ЕК 


编写 完成 ， 后 经 不 断 补充 完善 ， 现 已 成 为 举世 公认 的 经 典 学 术 著作 。 本 套 教 程 
内 容 丰 富 、 立 论 明确 、 论 证 严 说、 物理 图 像 清晰 ， 涵 盖 了 理论 物理 学 从 微观 到 
宏观 的 各 个 领域 ， 各 卷 中 附 有 丰富 的 习题 及 解答 ， 是 学 习 理论 物理 学 的 必 备 参 
考 书 。 

本 书 是 《理论 物理 学 教程 .的 第 九 卷 ， 根 据 俄 文 最 新 版 译 出 。 本 书 讲述 物 
凝聚 态 的 量子 理论 ， 详 细 论 述 ( 玻 色 型 和 费 米 型 ) 量子 液体 理论 ， 并 着 重 于 
和 938 | 
£) 的 研究 ， 还 包括 晶 格 中 的 电子 和 物体 磁 理 论 的 一 般 课 题 ， 最 后 还 讨论 了 实 
介质 中 的 电磁 涨 落 理论 以 及 流体 力学 涨 落 理 论 。 本 书 可 作为 理论 物理 专业 的 
研究 生 和 高 年 级 本 科 生 教材 ， 也 可 供 科研 人 员 和 教师 参考 。 
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本 书 如 有 缺 页 \ 倒 页 、 脱 页 等 质量 问题 ,请 到 所 购 图 书 销售 部 门 联系 调换 。 
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在 为 本 书 准 备 新 版 时 ,非常 遗憾 的 是 我 的 合作 者 和 朋友 E. M. ЖЖЖЖ E. 
于 1985 年 辞世 了 . 于 是 ,我 不 得 不 独自 完成 此 项 工作 . 虽然 , 近 些 年 来 物质 凝聚 
态 理 论 取 得 许多 重要 进展 . 我 并 不 认为 需要 从 根本 上 改写 本 书 . 书 中 讲 到 的 理 
论 基 础 及 对 其 阐述 ,似乎 是 经 住 了 时 间 的 考验 . 另 一 方面 也 要 做 些 增补 和 修改 ， 

增补 $35" ЯН В. Л. Березинский ( 1970), Ј. MKosterlitz ， 
D. Thouless( 1972) 相 变 理论 的 . 此 理论 为 二 维系 统 中 的 过 程 建立 了 现代 概念 基 
Ж. 它 极 大 丰富 了 我 们 对 相 变 本 质 的 认识 ， 

讲述 磁性 的 第 七 章 做 了 重大 修改 . 特别 是 增补 $74" ,其 中 用 T. Holstein， 
H. Primakoff(1940) 方法 研究 反 铁 磁性 . 此 方法 对 磁性 微观 理论 有 重要 意义 . 因 
此 , 书 中 含 此 方法 显得 至 关 重 要 . 

近年 来 ,物理 学 领域 最 重要 的 成 就 之 一 便 是 发 现 高 温 超导体 . 然而 ,实验 物 
理学 家 和 理论 物理 学 家 虽然 加 们 努力 ,这 个 有 趣 现 象 的 本 质 仍 有 许多 不 明之 处 . 
а р ыы 在 这 种 情况 下 ,对 此 问题 我 
只 好 做 些 简 短评 论 . 


Л. II. 皮 塔 隘 夫 斯 基 
2000 年 6 月 


简单 说 来 ,提供 给 读者 的 这 本 《理论 物理 学 教程 》 第 九 卷 是 讨论 物质 凝聚 态 
的 量子 理论 的 . 本 卷 开始 于 对 量子 液体 一 一 正 色 液体 和 费 米 液体 理论 的 详细 和 扩 
Ж. 该 理论 是 J.J. DL П.Л. 卡 皮 查 的 实验 发 现 之 后 创建 起 来 的 ,是 当今 理 
论 物 理学 的 一 个 独立 分 支 . 这 个 理论 的 重要 性 ,与 其 归 因 于 在 液态 氨 同 位 素 中 
发 生 的 那些 有 趣 现象 ,不 如 说 由 于 量子 液体 及 其 谱 的 概念 实质 上 是 宏观 物体 量 
子 描述 的 基础 . | 

例如 ,为 了 深入 理解 金属 的 性 质 , 必 须 把 金属 中 的 电子 看 作 费 米 液 体 . 但 是 
电子 液体 的 性 质 因 晶 格 的 存在 而 复杂 化 ,因而 对 均匀 且 各 向 同性 液体 这 种 较 简 
单 的 情况 进行 预备 性 研究 , 乃 是 建立 理论 的 必需 步骤 . 金属 的 超 导 性 也 是 一 样 ， 
如 不 预先 了 解 较 简单 的 玻 色 液体 超 流 理论 , 便 难 于 清楚 地 把 金属 的 超 导 性 理解 
为 电子 液体 的 超 流 性 . | 

ЖЕТЖ, ЯКИНИ ЕЖ 32 Z R. £ S 5k bp 5 82. 这 绝 不 仅仅 
由 于 计算 格林 函数 的 图 技术 所 带 来 的 计算 上 的 方便 . 问题 首先 在 于 ,格林 函数 
能 直接 确定 出 物体 的 元 激发 谱 , 因 此 , 它 是 最 自然 地 描述 这 些 激发 性 质 的 语言 . 
所 以 ,对 于 方法 问题 , 即 宏 观 物体 的 格林 函数 理论 ,本 卷 相 当 注意 .虽然 ,方法 的 
基本 思想 对 所 有 的 系统 都 一 样 ,但 在 不 同 的 情况 ,图 技术 的 具体 形式 是 有 区 别 
的 . 因此 ,自然 要 以 各 向 同性 的 量子 液体 为 例 来 发 展 这 些 方法 ,这 里 ,方法 的 实 
质 以 纯正 的 形式 表露 出 来 ,没有 空间 非 均 匀 性 和 存在 几 种 粒子 等 等 引起 的 复杂 
情况 . 

根据 同样 的 原因 ,我 们 用 简单 的 、 具 有 微弱 相互 作用 的 、 各 向 同性 的 费 米 气 
体 模型 ,来 阐述 超 导 性 的 宏观 理论 ,而 避 开 由 于 存在 库仑 相互 作用 蜡 格 所 引起 的 
复杂 情况 . 

关于 本 书 讲述 唱 格 中 的 电子 和 磁性 理论 的 各 章节 ,我 们 再 一 次 强调 ,本 书 是 
理论 物理 学 教程 的 一 部 分 ,而 绝 无 代 痊 固 体 理论 教程 的 使 命 ， 按照 这 个 原则 ,这 
里 只 研究 最 一 般 性 的 问题 , 既 不 要 求 具体 实验 数据 的 利用 ,也 不 涉及 没有 明确 理 
论 基础 的 计算 方法 . 我 们 也 提醒 一 下 ,有 关 固 体 的 动 理学 性 质 的 内 容 与 本 卷 无 
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X ,该 部 分 拟 在 本 教程 的 下 一 卷 即 最 末 一 卷 中 研究 . 

最 后 ,在 本 书 中 也 氛 述 了 实物 介质 中 的 电磁 涨 落 理论 和 流体 动力 学 涨 落 悍 
№. 前 者 , 原 马 包含 在 第 八 卷 中 ， 现 在 把 它 移 到 本 卷 里 ,是 出 于 需要 运用 格林 函 
数 ,以 使 整个 理论 具有 简单 的 和 便于 应 用 的 形式 . 此 外 ,将 电磁 涨 落 和 流体 动力 
学 涨 落 放 在 同一 卷 里 研究 ,也 显得 自然 . 

Л.Д. 朗 道 不 在 本 书 的 实际 作者 之 列 . 但 是 ,读者 容易 看 出 ,在 本 书 的 正文 
中 多 么 频繁 地 过 到 他 的 名 字 , 因 为 这 里 所 讲述 的 大 部 分 成 果 是 属于 他 个 人 的 或 
同 他 的 学 生 们 合作 取得 的 。 同 他 共事 多 年 ,我 们 有 理由 相信 ,我 们 做 到 了 忠实 地 
反映 出 他 对 这 些 问 题 的 观点 一 一 当然 ,也 顾及 到 从 悲惨 地 中 断 他 的 事业 那天 以 
来 的 十 五 年 间 所 增添 的 新 问题 . | 
 & W E 3 m A. Ф. 安 德 列 耶 夫 (A. Ф. Андреев) „И.Е. 43 $ P£ 3Ë ( H. Е. 
Дзялошинский ) #1 И. M. # Я Ж & (И. M. Лифшиц) # ЖА, 4 41 A k 8 
所 研究 的 问题 经 常 进行 讨论 . 我 们 也 从 著名 的 A. A. 阿布 里 科 索 夫 (A.A. 
Абрикосов) „Л. П. 3, Ë # Х (Л. П. Горьков) Ж H. E. Jn £ $ ж & (И. E. 
Дзялошинский) 的 书 中 得 到 许多 益处 ,他们 的 书 由 是 物理 学 文献 中 讲述 统计 物 
理学 新 方法 的 首 批 著作 之 一 . 最 后 ,我 们 向 JI. П. 2 E #L (Л. П. Горьков) її 
Ю.Л. ЖЕ 9 (Ю. Л. Климонтович) 致 以 谢意 ,他 们 阅读 了 本 书 的 原稿 ， 
并 提出 了 许多 意见 . 


E.M. £ b f 3k JI. II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1977 年 4 月 


Ф A.A. 阿 布 里 科 索 夫 , Л.П. 艾 里 科 夫 H.E. 加 洛 辛 斯 基 . 统计 物理 学 中 的 量子 场 论 方法 . 北京 ， 
科学 出 版 社 ,1963. 英 译本 A, А. Abrikosov, L. P. Gorkov, Т. Е. Dzyaloshinski. Methods of Quantum Field 
Theory in Statistical Physies. Prentice-Hall, Englewood cliffs N. J, , 1963. 
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矢量 的 下 标 , 用 拉丁 字母 i,k,… 标 记 . 自 旋 的 下 标 ,用 希腊 字母 w,B,… 标 
记 . 所 有 两 次 重复 出 现 的 下 标 ,是 指 求 和 . 

“4 维 矢 量 "( 见 46 页 的 注解 ) ЖИХЕ+ЕХЬР, -... 

体积 元 为 dV ах. | 

量 值 从 上 或 从 下 趋 近 于 零 时 的 极限 , 标 以 +0 或 -0. 

算 符 用 带 尖 角 “ 的 字母 标记 ， 

ИЩИ ИЯ) ЛИ, Н' =Н-мм. ЖАЯ 7. 

НРА ЯНУ 8ç3d3NHX7WUW%IIUT II O НЕ РР, 


(Matsubara ) 绘 景 中 的 多 算 符 为 фм р“, 

格林 函数 为 G,D. жи Ям 

热力 学 量 的 标记 同 第 五 卷 一 样 , 其 中 有 :温度 为 了 ,体积 是 ,压强 是 书 , 化 学 
# и. 

磁场 强度 和 磁 感 强度 分 别 为 豆 和 了 吾 ; 外 磁场 是 名 . 

引用 本 教程 其 它 各 卷 的 节 和 公式 ,以 罗马 数字 按 卷 别 表 为 : ] 一 一 《力学 》， 
1988; I 工 一 一 《 场 论 》,1989; Ш 《量子 力学 》,1989 ; KW 一 一 《量子 电动 力学 》， 
1989; У 一 一 《统计 物理 学 | 》,1995; V 一 一 (流体 力学 》,1986; М {ЕЛ 
质 电动 力学 》,1982. 
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第 一 章 


正常 费 米 液体 


$1 费 米 型 量子 液体 的 元 激发 


当 温度 低 到 使 液体 原子 热 运 动 的 德 布 罗 意 波长 达到 与 原子 之 间 的 距离 可 比 
拟 时 ,液体 的 宏观 性 质 就 由 量子 效应 决定 . 这 类 量子 液体 的 理论 具有 重大 的 原 
则 性 意义 ,虽然 自然 界 中 只 有 两 种 这 样 的 客体 ,但 它们 才 真 正 堪 称 为 液体 ;这 就 
是 在 温度 约 为 1 ~2 K 时 液体 氨 的 两 种 同位 素 (:He 和 “He). 一 切 其 它 物质 , 当 
量子 效应 在 其 中 成 为 重要 效应 之 前 ,就 早已 凝 成 固体 了 . 在 这 方面 我 们 记得 , 根 
据 经 典 力学 理论 ,一 切 物体 在 绝对 零度 时 都 应 当成 为 固体 ( 见 第 五 卷 $ 64) ;而 
氨 , 由 于 它 的 原子 间 相互 作用 极其 微弱 ,直到 量子 现象 起 作用 的 温度 时 仍 保持 为 
”液态 ,并 且 在 这 温度 以 下 也 不 再 凝固 . 

计算 宏观 物体 的 各 个 热力 学 量 , 需 要 知道 物体 的 能 谱 ， 当 然 , 量 子 液体 是 粕 
子 间 相 互 作 用 很 强 的 一 种 系统 ,所 指 的 能 级 应 该 相应 于 整个 液体 的 量子 力学 定 
态 ,而 绝 非 那些 单个 原子 的 状态 .在 足够 低 的 温度 范围 内 计算 配 分 函数 时 ,只 应 
考虑 液体 的 弱 激 发 能 级 一 - 离 基态 不 太 高 的 能 级 . 

下 述 情况 ,对 于 全 部 理论 具有 原则 性 的 意义 ， 宏观 物体 的 任 一 弱 激 发 态 ,在 
量子 力学 中 可 以 看 做 是 单个 元 激发 的 集合 . 这 些 元 激发 的 行为 ,类 似 于 在 物体 
所 占 体积 中 运动 并 具有 确定 的 能 量 se 和 动量 p 的 一 些 准 粒子 . sa(p) 关 系 的 形式 
(或 所 谓 元 激发 的 色散 律 ) 是 物体 能 谱 的 重要 特征 . 我 们 再 一 次 强调 指出 ,元 激 
发 的 概念 是 来 自 对 物体 中 原子 集体 运动 的 量子 力学 描述 方法 ,而 绝 不 能 把 准 粒 
子 与 单个 原子 或 分 子 等 同 起来， 

量子 液体 原则 上 可 以 具有 不 同类 型 的 能 谱 . 根据 能 谱 的 不 同类 型 ,液体 将 
具有 完全 不 同 的 宏观 性 质 ， 我 们 首先 研究 具有 称 之 为 费 米 型 能 谱 的 液体 ， 这 种 
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费 米 液体 的 理论 是 由 Л. д. 朗 道 (1956 一 1958 ) 创建 的 . 在 $1 一 $4 中 叙述 的 
就 是 他 的 成 果 . 

费 米 型 量子 液体 能 谱 的 结构 ,在 某 种 意义 上 类 似 于 理想 费 米 气体 (由 自 旋 
Я 1/2 的 粒子 组 成 ) 的 能 谱 . 后 者 的 基态 ,相当 于 费 米 球 内 的 全 部 状态 都 被 粒子 
填 满 , 费 米 球 是 动量 空间 中 半径 为 pr 的 球 ,而 ps 与 气体 密度 NAV( 单 位 体积 内 
的 粒子 数 ) 的 关系 由 下 式 决定 : 


У `3(211)° Зп c 

(ML V $57). 3448 i f. JA P BLS BJ pR Pq BJ ЖЕ] p >ps 的 某 些 态 时 ,就 出 
现 了 气体 的 激发 态 . 

当然 ,液体 中 不 存在 单个 粒子 的 量子 态 . 但 是 ,作为 费 米 液体 能 谱 结 构 的 出 
发 氮 , 在 于 如 下 的 论断 : 当 逐 渐 “ 增 大 ”原子 间 的 相互 作用 , 即 由 气体 变 成 液体 
时 ,能 级 的 分 类 保持 不 变 . 在 这 种 分 类 中 ,气体 粒子 所 起 的 作用 转 给 了 各 元 激发 
( 准 粒子 ) ,后 者 的 数目 等 于 原子 的 数目 ,并 遵守 费 米 统计 . | 

还 应 立即 指出 ,显然 只 有 由 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 所 组 成 的 液体 才 可 能 有 这 
一 类 型 的 能 谱 ,而 玻 色 子 ( 自 旋 为 整数 的 粒子 ) 系 统 的 状态 不 能 用 遵从 费 米 统计 
法 的 准 粒 子 术语 来 描述 ,同时 应 当 强 调 , 这 种 类 型 的 能 谱 不 可 能 成 为 所 有 这 些 
液体 的 普 适 性 质 . 能 谱 的 类 型 也 依赖 于 原子 间 相 互 作 用 的 具体 性 质 . 这 种 情 
况 ,用 简单 的 论证 即 可 明了 :如果 相 互 作 用 的 结果 使 原子 结合 成 对 ,那么 在 极限 
的 情况 下 ,我 们 就 会 得 到 由 自 旋 为 整数 的 粒子 (分 子 ) 所 组 成 的 分 子 液体 ， 对 于 
后 者 ,显然 不 可 能 有 上 面 所 讨论 的 能 谱 . 

每 一 个 准 粒 子 都 有 确定 的 动量 p (我们 还 将 回来 讨论 这 种 说 法 何以 正确 的 
问题 ). 设 n(p) 是 准 粒 子 按 动量 的 分 布 函 数 , 其 归 一 化 条 件 为 

| пах с т = dp 
у’ (2пћ)? 

〈 这 个 条 件 以 后 还 将 确切 说 明 ). 上 面 提 到 的 分 类 原则 ,在 于 假设 给 出 这 个 分 布 
函数 便 单 值 地 确定 了 液体 的 能 量 ,并 且 基 态 对 应 于 半径 为 瑚 的 费 米 球 内 所 有 的 
态 都 被 占 满 的 分 布 函 数 ,而 半径 p, 与 液体 密度 的 关系 与 理想 气体 情况 时 一 样 ， 
是 同一 个 公式 (1. 1). 

必须 强调 ,液体 的 总 能 量 E 绝 不 可 以 归结 为 准 粒 子 的 能 量 之 和 . 换 句 话说 ， 


已 是 分 布 函数 的 泛 函 ,不 能 归结 为 积分 | nedr( 对 于 理想 气体 正 是 如 此 ,其 中 准 








Q 为 了 避免 误解 ,我 们 提前 说 明 所 讲 的 是 非 超 流 的 (或 所 谓 正 常 的) 费 米 液体 . 液 氮 同位 素 ; He 就 
是 这 样 的 液体 (附加 条 件 , 见 210 页 的 附注 )， 
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粒子 与 真实 粒子 一 样 ,彼此 间 没 有 相互 作用 )， 由 于 第 一 位 的 概念 是 了 ,因此 就 
出 现 了 在 考虑 准 粒子 相互 作用 时 如 何 确定 它们 的 能 量 的 问题 ， 

为 此 ,我 们 研究 分 布 函 数 作 无 限 小 改变 时 EE 的 变化 . 显然 , 它 应 当 由 变 分 
Sn 的 线性 表达 式 的 积分 来 决定 , 即 有 如 下 形式 : 


> = [a(p) Sndr7. 


НЕЕ Е Хх ЖЖ п ЖАН. 它 相 当 于 增加 一 个 动量 为 p 的 准 
粒子 时 系统 能 量 的 改变 ;也 正 是 这 个 量 ,起 着 准 粒 子 在 其 它 粒 子 的 场 中 哈密 顿 浮 
数 的 作用 . 它 同样 是 分 布 函数 的 泛 函 ,就 是 说 函数 = ( p ) 的 形式 依赖 于 液体 中 全 
部 粒子 的 分 布 . 

因此 我 们 指出 :在 所 讨论 的 类 型 的 能 谱 中 ,元 激发 在 某 种 意义 上 可 以 看 成 
是 在 其 它 原 子 的 自治 场 中 的 一 个 原子 . 但 是 ,这 种 自治 性 不 能 以 通常 的 量子 
力学 中 的 意义 来 理解 ,在 这 里 它 具 有 更 深刻 的 性 质 , 因 为 在 原子 的 哈密 顿 量 
中 ,要 考虑 到 周围 粒子 不 仅 影响 到 势能 ,而 且 也 改变 了 动能 算 符 与 动量 算 符 的 
关系 . 

至 今 ,我 们 撤 开 了 准 粒 子 是 否 存 在 自 旋 的 问题 ， 因 为 自 旋 是 量子 力学 的 量 ， 
对 它 不 能 作 经 典 性 讨论 ,因此 我 们 应 该 把 分 布 函 数 当 作 是 关于 自 旋 的 统计 和 矩阵 . 
而 元 激发 的 能 量 = ,在 一 般 情况 下 不 仅 是 动量 的 函数 ,而 且 也 是 与 自 旋 变 量 有 关 
的 算 符 ,后 者 可 用 准 粒子 自 旋 算 符 # 标记 ,对 于 均匀 并 各 向 同性 的 液体 (不 处 在 
磁场 中 ,本 身 也 不 是 铁 磁 性 的 ) , 算 符 $ 只 能 以 标量 # 或 ($.P) 的 形式 含 于 标量 
ИХ = 中 ;但 乘积 #.P 的 一 次 若是 不 允许 的 ,因为 自 旋 矢量 具有 轴 向 性 ,所 以 这 


个 乘积 是 一 个 天 标量 ， 平方 9=s(s +1) ,对 于 自 旋 * = 二 的 情形 ,归结 为 与 $ 无 


关 的 常数 ,而 标量 (8 - р)? =p'/4 也 是 如 此 ， 因 而 ,在 这 种 情况 下 准 粒子 的 能 量 
完全 与 自 旋 算 符 无 关 , 即 准 粒子 的 一 切 能 级 都 是 二 重 简 并 的 ， 

实质 上 ,说 准 粒子 有 自 旋 , 即 表明 存在 这 种 简 并 的 事实 ， 就 此 意义 可 以 断 
言 :在 这 种 类 型 的 能 谱 中 , 准 粒子 的 自 旋 恒 等 于 1/2 ,而 与 液体 中 真实 粒子 的 自 
旋 的 大 小 无 关 . 事实 上 ,对 于 任何 不 等 于 1/2 的 自 旋 来 讲 , 形 如 (3 . p)? 的 项 都 
将 使 (2s +1) 重 简 并 的 能 级 分 裂 成 (2s +1)/2 个 二 重 简 并 的 能 级 . 换 句 话说 , 函 
数 =(P) 将 出 现 (2s +1)/2 个 不 同 的 支 ,每 一 支 都 对 应 于 “ 自 旋 为 1/2 的 准 粒 
+”. 

前 已 指出 ,在 考虑 准 粒子 的 自 旋 时 ,分布 函 数 变 成 一 个 关于 自 旋 变 量 的 矩阵 
或 算 符 8(P)， 把 这 个 算 符 写成 显 形式 ,就 是 厄 米 统计 矩阵 n. (p) ,其 中 a,p 为 
GB +1⁄2 两 个 值 的 自 旋 矩 阵 的 下 标 . 对 角 矩 阵 元 决定 一 定 自 旋 态 中 的 准 粒子 
数 . 因此 , 准 粒 子 分 布 函数 的 归 一 化 条 件 ,现在 应 写成 
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г д 2 № _ ЧР 
Tr [а 4т= [п„ат =, ео 
(符号 Tr 代表 和 矩阵 按 自 旋 的 下 标 取 迹 ) Ф. | 

在 一 般 情况 下 , 准 粒 子 的 能 量 2 也 是 算 符 , 即 以 自 旋 为 变量 的 矩阵 , 它 的 定 


义 应 写成 





(1.2) 


s ЕТ [ 28йдт= | esnud (1.3) 
ЗП r ЯВ РА СЯ ВЕ 8 Ы А ДЕ ЖНУ ,就 是 说 ms 和 ep 归结 为 单位 矩阵 
пов = пв, 2в = E008， (1.4) 
那么 在 (1.2 及 1.3) 式 中 取 迹 便 简 单 地 归结 为 乘 以 因子 2: 
2 [ndr = >, 到 =2 | a8ndr. (1.5) 


容易 看 出 ;在 统计 平衡 中 , 准 粒 子 的 分 布 函 数 具有 费 米 分 布 的 形式 ,并 目 根 
据 (1.3) 式 定义 的 量 起 着 能 量 的 作用 . 实际 上 ,由 于 量子 液体 和 理想 费 米 气体 
的 能 级 分 类 特性 相同 ,液体 的 灶 S 与 气体 的 情况 一 样 ( 见 第 五 卷 $ 55) ,同样 定 


义 成 如 下 组 合 型 的 表达 式 : 
у= т {aln a (1-а) -A) | 4+. (1.6) 
在 总 粒子 数 和 总 能 量 都 恒定 的 附加 条 件 下 , 
S= T [ sadr -0 S= Tr [ š8ñar =0, 
对 (1.6) 式 取 变 分 ,我 们 得 到 所 求 的 分 布 : 
й = Te 和 2 人 +1] 1, (1.7) 
КН и 为 液体 的 化 学 势 . 
当 准 粒子 能 量 与 自 旋 无 关 时 ,(1.7) 式 表明 ”和 z 两 个 量 之 间 有 同样 关系 : 
| n=[e' 777 +1] 71. (1.8) 
当 温度 了 =0 时 ,化 学 势 与 费 米 球面 的 边界 能 量 相等 : 
м | то =2р=а(рь). (1.9) 


我 们 强调 指出 ,虽然 (1.8) 式 与 通常 的 费 米 分 布 在 形式 上 相似 ,但 它们 并 不 相 
同 ,因为 本 身 是 n 的 泛 函 ,严格 说 来 ,(1.8) 式 是 n 的 一 个 复杂 的 隐 秃 数 定 
Уж. | 

现在 我 们 回 到 原先 的 假设 :对 每 个 准 粒子 都 可 用 确定 的 动量 描述 ， 这 个 候 
设 成 立 的 条 件 要 求 :动量 的 不 确定 度 ( 与 准 粒子 自由 程 的 有 限 性 有 关 ) 不 仅 小 于 
动量 本 身 ,同时 也 小 于 分 布 的 “弥散 区 ”宽度 Ap, 在 这 个 区 域内 ,分 布 明显 地 仿 


Ф 此 后 ,下 标 重复 两 次 照 惯 例 理解 为 求 和 . 
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Вг“ ЕЕ" О, 
J; р <р,; 
== Е . 10 
9(р) =0(р) Е а (1.10) 


不 难看 出 ,如 果 分 布 函数 п(р) 只 在 费 米 球面 附近 很 小 的 范围 内 有 别 于 (1. 10) 
式 ,这 个 条 件 便 得 到 满足 . 事实 上 ,由 于 泡 利 原理 , 准 粒子 只 在 分 布 函数 的 “弥散 
区 ”内 方 能 相互 散射 ,并 且 由 于 散射 的 结果 ,它们 应 钼 迁 到 同一 区 域 的 自由 态 
Е. 所 以 ,碰撞 概率 正比 于 该 区 域 宽 度 的 平方 . 相应 地 , 准 粒子 能 量 以 及 动量 的 
不 确定 度 都 正比 于 (Ap) . 因此 , 当 Ap 足够 小 时 ,动量 的 不 确定 度 不 仅 小 于 pr， 
也 小 于 Ap. 

可 见 ,这 里 叙述 的 方法 只 适用 于 准 粒 子 分 布 函数 所 描述 的 液体 激发 态 ,这 个 
分 布 函数 仅 在 临近 费 米面 的 窄 域内 才 区 别 于 “ 阶 跃 ” 函数. 特别 是 ,对 于 热力 学 
平衡 分 布 , 只 在 足够 低 的 温度 时 才能 适用 . 平衡 分 布 的 弥散 区 (能 量 ) 宽度 与 了 
是 同一 数量 级 .而 与 碰撞 有 关 的 准 粒子 能 量 的 量子 不 确定 度 与 数值 h/r 是 同一 
数量 级 ,其 中 + 为 准 粒子 的 自由 飞行 时 间 , 因此 ,理论 适用 的 条 件 为 

ћ/т << T. (1.11) 
同时 , ЗЛА УЖ „НИЕ + 与 弥散 区 宽度 的 平方 成 反比 , 即 

r e T "2, 
所 以 , 当 T=0 时 显然 (1.11) 式 是 满足 的 . 对 于 粒子 间 相 互 作用 并 不 微弱 的 液 
体 ,所 有 的 能 量 参 数 与 边界 能 量 sy 同一 数量 级 ;在 此 意义 上 说 ,条 件 (1. 11) 与 条 
件 T << les1@ 是 等 价 的 . 

对 于 接近 在 T=0 时 “ 阶 跃 ”函数 的 分 布 ,在 一 级 近似 下 , 泛 函 = 可 用 其 在 
п(р) =0(p) 时 的 计算 值 去 代替 ， 于 是 s 成 为 动量 的 确定 函数 ,而 公式 (1.7) 便 
成 为 通常 的 费 米 分 布 . 

此 时 ,在 费 米 球面 附近 [函数 a(p) 在 此 处 才 有 直接 的 物理 意义 ] ,可 将 s(p) 
25 р-р ИЖ. 我 们 有 


8 – ёр=0(р- р), (1.12) 
_д= 
其 中 s: (1.13) 


是 费 米 面 上 准 粒子 的 “速度 ”. 在 理想 费 米 气体 中 , 准 粒 子 同 真实 粒子 一 样 ,有 


中 ”为 了 后 文 需要 指出 , 微 商 
0'(p)= -5(p-pr), 
事实 上 , 当 对 包含 P=zr 的 p 的 任意 区 间 进 行 积分 时 ,这 个 等 式 的 两 边 给 出 相同 的 结果 (等 于 1). 


О ”但 是 ,对 于 液态 " He, 实验 指出 理论 的 定量 适用 范围 实际 上 被 限制 在 温度 T<s0.1 K 的 范围 (此 时 
1e 1 ~2.5 К). 
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-三 ,因此 s 07. 与 此 类 似 ,对 费 米 液体 可 引入 一 个 量 


m` =pr/vr, (1.14) 
称 它 为 准 粒 子 的 有 效 质 量 ; 并 且 这 个 量 是 正 的 ( 见 $2 末 ). 

用 这 样 引信 的 物理 量 的 术语 ,可 以 将 理论 的 适用 条 件 写成 7 了 <<wvrps ,并 且 只 
有 动量 为 p Н ір -ps1 <<ps 的 准 粒子 才 有 实际 意义 . 我 们 再 一 次 强调 上 述 情 况 ， 
并 应 指出 ,这 种 情况 特别 赋予 ps 和 液体 密度 之 间 的 关系 式 (1. 1) 以 非 平凡 的 特 
性 ,因为 它 ( 对 于 费 米 气体 ) 的 明显 结论 是 基于 这 样 的 概念 :粒子 占 满 整 个 费 米 
球 的 各 态 , 而 不 仅 占 满 它 表 面 的 邻近 区 域 @. 

特别 是 ,有 效 质量 可 以 用 来 确定 低温 下 液体 的 粹 5 和 热 容 量 C. 对 这 两 个 
物理 量 可 给 出 与 理想 气体 公式 相同 的 形式 (第 五 卷 $58) ,在 这 里 只 需 以 有 效 质 
Ë т’ 代替 粒子 质量 т: 

S= C = WT, = 了 = [7 ) | (1.15) 

(S 和 C 两 个 量 ,由 于 与 了 成 线性 关系 而 相等 ). 事实 上 ,用 分 布 函 数 表述 的 粹 表 
达 式 (1.6) 对 于 液体 和 气体 都 是 一 样 的 ,而 在 计算 这 个 积分 时 ,仅仅 ps 附近 的 动 
量 区 域 起 主要 作用 ,在 这 个 区 域内 液体 中 准 粒子 的 分 布 函数 和 气体 中 粒子 的 分 





” 布 函数 由 同一 个 (1.8) 式 给 出 @. 


在 将 理论 展开 之 前 ,我 们 先 作 如 下 的 说 明 . 在 费 米 液体 中 引进 与 气体 粒子 
完全 类 似 的 准 粒子 概念 ,虽然 这 种 表述 方法 对 于 建立 系统 的 理论 最 为 方便 ,但 与 
此 相连 的 物理 图 像 却 有 缺陷 , 即 在 这 个 图 像 中 出 现 了 一 个 观察 不 到 的 被 准 粒子 
占 满 的 费 米 球 . 如 果 用 只 在 Tz0 时 才 出 现 元 激发 来 表述 , 便 可 能 消除 这 个 缺 
陷 . 在 这 种 图 像 中 , 费 米 球 外 的 准 粒子 和 球 内 的 “ 空 穴 "都 起 着 元 激发 的 作用 ,对 
于 前 者 [与 公式 (1.12) 的 近似 相对 应 ] 应 将 能 量 写 成 e =w(p -pr*) ,而 对 于 后 者 
能 量 应 写成 s =w(pr —p). 其 中 任何 一 种 情况 的 统计 分 布 ,都 由 化 学 势 等 于 零 
的 费 米 分 布 公式 给 出 (此 时 元 激发 的 数目 不 是 常数 ,而 是 决定 于 温度 的 量 @) ; 

n=[e” +1] '. (1.16) 
在 这 种 图 像 中 ,元 激发 只 能 成 对 地 出 现 或 消失 ,因此 动量 为 p > py #ll p < 六 的 元 
激发 的 总 数 恒 相等 . 


Ф (1.1) 式 的 证 明 需 要 运用 较 复 杂 的 数学 方法 ,以 后 将 在 $20 中 给 出 . 

@ 对 于 液态 He( 在 零 压 时 ) :pp/ 和 =0.8 x105 cm "1 ;m" =3.1m(?He) ;pr 根据 液体 密度 决定 ;m* 根 
据 热 容 量 决 定 . 

Э 我们 记得 (参看 第 五 卷 $ 63 ) ,在 这 种 条 件 下 , 准 粒子 数 N 闪 决定 于 热力 学 平衡 条 件 一 在 给 定 
温度 和 体积 下 ,作为 Ng 的 函数 的 自由 能 F 取 最 小 值 : (3F/3Ng ) rv =0; 但 这 个 微 商 是 “ 准 粒子 的 化 学 
势 "( 不 要 把 它 同 液体 的 化 学 势 jy 相 混 淆 ,x 定义 为 F 对 真实 粒子 数 NN 的 微 商 ).，. 


$2 准 粒子 的 相互 作用 - 了、 


` 





还 要 指出 ,这样 定义 的 元 激发 ,其 能 量 一 定 是 正 的 , 因 激 发 能 级 总 是 超 
过 系统 基态 能 级 . 而 根据 (1.3) 式 定义 的 准 粒子 能 量 则 可 以 是 正 值 ,也 可 以 
是 负 值 . 

尤其 是 ,对 于 温度 和 压强 均 为 零 的 量子 液体 ,st = 人 的 值 显 然 是 负 的 , 因 
此 接近 于 se 的 e 值 也 是 负 的 . 这 一 点 ,根据 T=0 和 p=0 时- 的 值 等 于 一 
个 正 值 便 可 以 明显 地 看 出 来 ,这 个 正 值 是 液体 汽化 一 个 粒子 所 需 热量 的 极 
限 值 ， 


$2 准 粒 子 的 相互 作用 
由 于 能 量 是 准 粒 子 分 布 铺 数 的 一 个 泛 了 泪 , 故 准 粒 子 的 能 量 随 分 布 函 数 的 变 


化 而 变化 ， 当 分 布 溺 数 对 “ 阶 跃 隔 数 "(1.10) 有 微小 偏离 in 时 ,能 量 改 变 应 取 
形式 


Še. (p) = [fom(psp’) п» (р’) ат’, (2.1) 
或 写成 更 符号 化 的 形式 : 
$2(р) = Тг [flp,p')sn(p') dr’, 
式 中 Tr' 代 表 按 与 动量 p' 相 对 应 的 一 对 自 旋 下 标 取 迹 ， 函 数 请 可 称 为 准 粒 子 的 


相互 作用 函数 (在 费 米 气 体 中 f=0). 按 函 数 广 本身 的 定义 , 它 是 量子 液体 总 能 
量 的 二 阶 变 分 徽 商 ,因此 对 于 变量 p,p' 及 其 相应 的 各 对 自 旋 下 标 是 对 称 的 : 


ив (p .p') = ae (P р). (2.2) 
考虑 到 (2.1) 的 变化 , 费 米 球面 附近 的 准 粒子 能 量 可 用 如 下 的 和 式 表征 : 
8(P) - ғ» =%(р -ре) +Tr' |/(p,p')88(p')dr'. (2.3) 


特别 是 ,对 热力 学 平衡 分 布 ,公式 (2.3) 中 的 第 二 项 决定 准 粒 子 的 能 量 与 温度 的 
关系 . 偏离 值 57¢' 仅 在 接近 费 米 球面 的 p' 值 的 薄 层 中 才 明 显 不 为 零 ,而 实际 准 粒 
子 的 动量 p 的 值 也 在 同样 的 薄 层 中 ， 因 此 ,实际 上 公式 (2.1) 和 (2.3) 中 的 函数 


“f/f(p,p') 能 够 用 这 个 费 米 球面 上 的 值 来 代替 , 即 假定 p=p' =pr ,所 以 f 仅 决定 于 
矢量 p 和 p 21. 
函数 的 自 旋 关系 既 与 相对 论 效应 ( 自 旋 - 自 旋 和 自 旋 - 轨道 的 相互 作 
用 ) 有 关 , 也 与 交换 相互 作用 有 关 . 而 后 者 最 为 重要 . 考虑 到 交换 相互 作用 , 准 
粒子 的 相互 作用 函数 (在 费 米 面 上 ) 取 下 列 形 式 ; 


Ef(p,p') =F(0) +007609), (2.4) 


其 中 о, о 为 作用 在 相应 的 ( 即 对 应 于 变量 了 ,的 ) НЕ FEB Е, Е 
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和 G 为 矢量 和 p' 夹 角 台 的 两 个 函数 DD， 这 个 表达 式 的 形式 同 交 换 相 互 作用 的 
特性 有 关 ; 它 与 系统 在 空间 的 总 角 动 量 的 取向 无 关 ;所 以 两 个 自 旋 算 符 只 能 以 标 
积 形式 出 现在 式 中 . 根据 (2.4) 式 定义 的 函数 瑚 和 G 是 量 纲 为 1 的 . 在 (2.4) 式 
左 方 为 此 引入 的 因子 是 费 米面 上 单位 能 景 间 隔 内 的 准 粒 子 的 状态 数 : 

24т 2 х4тру / dp 
de |... (218) (2), 





2 * 

p Рет 
或 Vp =— = ' (2.5) 
Thu тй 


因为 泡 利和 矩阵 的 迹 等 于 零 , 所 以 取 迹 Tr' 之 后 (2.4) 式 中 的 第 二 项 就 消失 
了 ,因此 Tr'f 已 经 不 依赖 于 og， 实际 上 , 当 考虑 到 自 旋 -轨道 相互 作用 和 自 旋 - 
自 旋 相 互 作用 时 ,也 同样 没有 这 样 的 依赖 关系 .问题 在 于 ,标量 函数 Tr'f 若 包 含 
自 旋 算 符 , 只 能 以 两 个 轴 矢 量 $ 和 p xp' 的 乘积 $. [p xp'] 的 形式 出 现 ($ 分 量 


平方 的 表达 式 , 可 以 不 去 研究, 因 目 旋 为 1/2, 表 达 式 归结 为 $ 的 线性 项 和 完全 
A $ 的 项 ). 但 是 ,这 个 乘积 对 时 间 的 反 演 不 是 不 变 的 ,因此 不 能 包含 在 不 变 








量 Tr'f 中 . 
今后 引入 使 用 更 方便 的 记号 . 
fe (P,P') =ó. /(p.p'), = тете (2.6) 
由 (2.4) 式 ,我 们 有 
ркт" 
2 27609) =2Е(9), (2.270) 
т ћ 


准 粒 子 的 相互 作用 函数 ,满足 于 由 伽利略 相对 性 原理 而 得 的 确定 的 积分 关 
Ж. 这 个 原理 的 直接 结果 是 ;单位 体积 液体 的 动量 同 其 质量 通 量 密 度 相等 . Ж 
粒子 的 速度 是 eyep ,因此 准 粒子 通 量 用 如 下 积分 给 出 : 


те а 22а. 
因为 液体 中 的 准 粒 子 数 与 真实 粒子 数 相同 ,所 以 准 粒 子 引 起 的 总 质量 迁移 显然 
可 由 准 粒子 数 通 量 与 真实 粒子 质量 т 的 乘积 得 出 . 因此 ,我 们 得 到 如 下 等 式 : 
а 98. 
т: padr = Те] то, Чт. (2.8) 


假定 ne = ns ,ss = e864, 对 (2.8) 式 两 端 取 变 分 利用 (2.1) 式 和 (2.6) 式 


Ф 用 明显 的 矩阵 形式 表 为 


PFm =F 
ar = Š zŠ, + Go gO ys (2. 4a) 


$2 准 粒 子 的 相互 作用 “ 9， 


的 符号 f, 我 们 得 到 
| psndr =m | snar +m JP) nsn'drdr = 





=m | asndr-m | Кр 


式 中 m =n(p')( 在 第 二 个 积分 中 交换 变量 的 标记 并 进行 分 部 积分 )， 因 为 in 
是 任意 的 ,由 此 得 到 符 求 的 关系 





p _9= _ Эт (р ) 
т др Јр?) др , s F Qz: (2.9) 
ХГ РИК РА Ж 
п(р’) =0(р’) 
微 商 9n'/9p ' 归 结 为 6 РЖ: 
д0(р) У _ P Е | 2 
p рор рв). (2.10) 


将 (1. 12) 式 中 的 函数 e(p) 代 入 (2.9) 式 ,然后 处 处 用 费 米面 上 的 数值 p, =p n 
代 换 动量 = pn ,并 用 ps; 除 等 式 两 端 , 便 可 得 到 真实 粒子 质量 m. 与 准 粒子 有 效 质 
量 之 间 的 如 下 关系 : 
1 
m Б 
其 中 do' 是 方向 上 的 立体 角 元 .如果 将 由 (2.7) 式 得 出 的 KB8) 代 人 上 式 , 则 这 
个 等 式 取 如 下 形式 : 





5 | (9) соз дао’ (2.11) 


— =1+Р( 9.) сов $, (2.12) 


式 中 横 线 表示 按 方向 平均 ( 即 按 do'/4m = sin 949/2 积分 ). 
我 们 再 来 计算 绝对 零度 时 费 米 液体 的 压缩 系数 , 即 算出 и? = 9P/apg 的 值 . 
液体 的 密度 o = тМ/У, МЫ 
12 У ӘР 


mN ar ` 
为 了 便于 算出 这 个 微 商 ,最 好 用 化 学 势 的 微 商 将 它 表 达 出 来 . 注意 到 化 学 势 只 
以 比值 N/V 的 形式 依赖 于 N 和 站 ,同样 ,在 了 = 常数 =0 时 ,微分 du = VdP/N， 
则 有 


Ф 当 7T=0 时 ,同样 $=0, 因 此 无 需 区 别 等 温 压 缩 系数 和 绝热 压缩 系数 . и 的 值 用 已 知 的 液体 中 声 
速 的 表达 式 来 确定 . 但 应 注意 ,在 T=0 时 ,实际 上 费 米 液体 中 根本 不 能 传播 普通 的 声音 一 一 见 $4 的 
开头 . 
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因此 wu = 一 一. (2.13) 
т ӘМ 
由 于 T=0 时 ,=er, 所 以 当 粒 子 数 改 变 SN 时 , 变 分 5 为 
дё; 
Зы = Јр» р) ndr +2278 ру. (2.14) 


表达 式 中 的 第 一 项 ,是 由 于 分 布 函数 的 变化 而 引起 的 能 量 &(р, ) 值 的 改变 .该 
式 的 第 二 项 则 是 由 于 总 粒子 数 的 变化 改变 了 边界 动量 的 值 :由 (1.1) 式 ,我 们 有 
SN = Иррб рь/т й. 因为 8 只 在 术 = 证 时 才 明 显 地 不 等 于 零 , 所 以 在 积分 中 把 
一 数 ,用 它 在 费 米 面 上 的 值 代替 之 后 ,我们 可 写成 


a= L [ao Гв 287 атаМ 
| An Чт’ == > [fdo | 5 了 = тау» 
将 此 式 代入 (2.14) 式 ,并 根据 aer/apy =pe/m 引入 т" ,我 们 得 出 


ш f mh 
C e uq А 2.1 
oN 20У рт Ү 0) 


最 后 ,由 (2. 11) 式 取 1⁄m' ,再 考虑 (1.1) 式 ,最 终 可 得 :; 
и? = Р» (=. 9) (а - cos 8) до”. (2.16) 
ВВ В (2.7) PS А9) Я (2. 12) 式 ,这 个 表达 式 可 以 变 为 


2 
u = 











3m° 





(2.17) 


函数 /应 该 满足 一 定 的 条 件 ,这 个 条 件 是 出 于 量子 液体 的 基态 具有 稳定 性 
的 要 求 . 液体 的 基态 对 应 于 准 粒 子 占 满 费 米 球 内 的 全 部 状态 ,该 状态 的 能 量 对 
于 球体 任 一 微小 的 形变 都 应 是 最 小 的 . 这 里 ,我 们 不 进行 全 部 的 计算 ,而 只 指出 
计算 的 最 终结 果 岂 ， 为 了 方便 地 表达 出 这 个 结果 ,将 (2.4) 式 中 的 函数 FR( 如 ) 和 
c(2) 按 勒 让 德 多 项 式 展 开 , 即 给 (3) 和 CC3) 以 如 下 形式 : 

Е(9) = З (21+1)Е,Р,( соз 9), 6(9) = У (21+1)С.РК сов 9) (2.18) 


(这 样 定 义 系数 F, С, 时 ;它们 与 乘积 FP, 和 СР, 的 平均 值 相同 )， 这 时 ,稳定 
性 条 件 可 写成 不 等 式 的 形式 : 
F +1>0, (2.19) 
G +1 >0. (2.20) 
将 1=1 时 的 条 件 (2.19) 同 有 效 质 量 的 表达 式 (2. 12) 相 比较 ,使 我 们 确信 有 效 
质量 的 正定 性 . 1=0 时 的 条 件 (2.19) 也 保证 了 (2.17) 式 的 正定 性 . 


Ф 参阅 H. Яя. Померанчук , ЖЭТФ ,35 ,524(1958). 英 译本 :Pomeranchuk I. Ya. Soviet Physics JETP 
8,361,(1959). 
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$3 费 米 液体 的 磁化 率 


自 旋 不 等 于 零 的 准 粒 子 ,一 般 说 来 也 具有 磁 矩 ， 自 旋 为 1⁄2 ЖАЯА 
是 Bol 磁 矩 的 z 轴 投影 等 于 +B). 准 粒 子 的 磁 和 矩 与 机 械 矩 (加 2) 之 比 即 和 常数 
2B/, 同 真实 粒子 的 这 一 常数 值 相等 :显然 ,用 任何 方法 将 粒子 的 自 旋 合成 为 准 
粒子 的 目 旋 时 ,这 个 比值 都 不 会 改变 . 

准 粒子 具有 目 旋 ,同样 会 导致 液体 具有 顺 磁 性 ,现在 我 们 来 计算 相应 的 磁 
化 率 . 

对 于 “自由 ”" 准 粒 子 来 说 , 它 在 磁场 H 中 获得 的 附加 能 量 的 算 符 是 -Bo…H. 
但 是 ,在 费 米 液体 中 必须 考虑 这 样 一 个 事实 , 即 由 于 准 粒子 的 相互 作用 ,其 中 每 
个 准 粒 子 的 能 量 还 因 在 磁场 中 分 布 函 数 的 变化 而 再 生变 化 . 因此 ,在 计算 磁化 
率 时 ,应 将 准 粒 子 能 量变 化 算 符 写成 


8ë = -Be H+Tr [fai'dr’, (3.1) 


而 分 布 函数 变化 本 身 , 是 通过 82 按 式 8ñ = (3n/9e)98Q 表达 出 来 的 ;因此 ,对 
于 5£ 我 们 得 到 方程 
дп’ 


58(р) = - Во - H + Tr' [Ро 
下 面 我 们 仅 在 费 米 球面 上 寻求 这 个 方程 的 解 . 设 解 的 形式 为 





ë(p')dr'. (3.2) 


8 = -Feo H, (3.3) 
ЖФ е 为 常数 . 对 于 阶 跃 函数 n(p') = 89(p') 我 们 有 

йе 

de' Е (= - єв), 


因此 ,对 ар’ = 42'/ ЖАНА Е ЖА ЕВИН. 将 (2.4) 式 中 的 函 
数 广 代入 后 ,并 注意 对 于 泡 利 矩 阵 有 
То =0, Т'(о о’) = 010 с’ =20, 
我 们 求 出 g =2 -gC() ,或 
2 
1+6(9). 
这 里 的 横 线 [ 与 (2. 12) 式 一 样 ] 仍 表示 按 方向 求 平均 . 





(3.4) 


Ф 在 计算 与 场 有 关 的 增 量 8n 时 ,可 以 不 考虑 化 学 势 的 变化 .在 各 向 同性 的 液体 中 ,宏观 量 и 的 变 


化 只 能 是 场 吾 的 平方 (在 计算 磁化 率 时 , 它 是 很 小 的 量 ) ,而 82 是 场 的 一 级 小 量 ， 还 要 指出 .由 于 液体 的 
磁化 率 是 个 小 量 , 所 以 在 这 里 可 以 不 区 分 液体 中 的 磁场 强度 和 磁感应 强度 . 
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磁化 率 X 由 单位 体积 液体 的 磁 矩 表示 式 确定 : 
хН = ВТ: | обйат =BTr | GŠ dr 
或 对 带 有 阶 脾 函数 n(p) 的 被 积 式 求 积分 后 得 : 


yH = - p РЕЙ Tro8ë(p,). 
27 h 
最 后 ,将 (3.3 一 3.4) 式 代入 上 式 并 注意 Тон) о =2H , 4821 
Е Врт" _ ЗьВ’ 
X HECG(1+@) ml+C)’ 
ЕН у 为 热 容量 线性 定律 (1.15 ) 中 的 系数 . y =3zB тп E Wk yE В 的 粒子 所 组 
成 的 简 并 费 米 气体 的 磁化 率 [ 见 第 五 卷 (59.5) ]. 因子 (1 + C) ”代表 费 米 气体 
与 费 米 液体 的 区 别 中 . 


我 们 指出 ,1=0 的 稳定 性 条 件 (2.20) УЖ Хх >0 是 一 致 的 . 
$4 + 


费 米 液 体 的 非 平衡 态 可 用 准 粒 子 的 分 布 函数 来 描写 , 这 个 分 布 函数 不 仅 与 

动量 有 关 而 且 也 与 坐标 和 时 间 有 关 . 函数 ip ,r,t) 遵从 如 下 的 动 理学 方程 ; 

22 = 814, (4.1) 
其 中 Sth 称 为 碰撞 积分 , 它 决定 在 给 定 的 相 体积 元 中 准 粒子 数 的 变化 ,这 种 变化 
是 因 准 粒子 的 相互 碰撞 造成 的 @. 

(4.1) 式 中 的 对 时 间 的 全 微 商 , 既 顾 及 到 庙 对 上 的 显 函数 关系 ,也 考虑 到 准 
粒子 的 坐标 ,动量 和 自 旋 变量 按 它 的 运动 方程 变化 的 降 函 数 关系 . 费 米 液 体 的 
特性 在 于 准 粒子 的 能 量 是 分 布 函数 的 泛 函 ,所 以 在 非 均 匀 液 体 中 Ем 
于 坐标 . 

对 于 跟 平衡 的 分 布 函数 m 偏 离 很 小 的 分 布 名 ,我 们 可 写 出 

ñ(p,r,t) =n (р) +8ñ(p,r,t). (4.2) 
此 时 , 准 粒子 的 能 量 8 = s。 + 88 ,其 中 so 相应 于 平衡 分 布 的 能 量 , 而 8ë H (2.1) 
式 给 出 ,所 以 





(3.5) 


95 _ 955 


95 _ 982 т, рг „98 (р, 
| (4.3) 


Ф 对 于 ?He:CE= -2/3. 

© 这 一 节 假 定 读者 已 熟悉 动 理学 方程 (krHerieckoe уравнение) 的 概念 ,就 此 意义 来 说 ,本 不 属于 
本 着 的 应 有 内 容 . 但 是 ,没有 动 理学 方程 (以 及 在 此 后 诸 节 中 的 应 用 ) 费 米 液 体 理论 的 描述 将 是 不 充分 
的 ， 在 这 里 我 们 只 需要 无 碰 擅 积分 的 方程 ,与 碰撞 积分 的 具体 形式 有 关 的 问题 将 在 本 教程 专 讲 物理 动 理 
学 的 另 一 卷 中 研究 . 


84 # ж -13. 


当 不 存在 外 磁场 时 ,s。6 和 no 都 与 自 旋 元 关 . 
元 对 时 间 г В ра ЭС, ТЕ dii/di 中 给 出 一 项 
0n _ 988 
at Ot 


用 名 与 坐标 及 动量 的 关系 给 出 两 项 
дп; $ дп 
r. op ` 
准 粒子 的 能 量 ¿ 起 着 它 的 哈密 顿 函 数 的 作用 . 根据 哈密 顿 方程 ,我 们 有 


А 
[4 


2 _ 98 
Р = = 


ё 
др’ р = ғ" 
因此 , 取 精 确 到 3 多 的 一 级 项 , 则 有 


957 0co Ən, 98é 


一 


ər op др авг’ 
最 后 , М ñ ЧЕМ Н Je ly Pt Я 44 Eñ Bj НОЧИ, НН T El 
的 对 易 子 给 出 : 


1-2,8). | (4.4) 
但 是 , 当 n Ж eo 与 自 旋 无 关 时 ， ОИСЕ ӧл 的 一 级 近似 项 . 


集中 上 述 各 项 ,我 们 得 出 方程 


д 9 
95% +9 дёп _ 82 Әп (4.5) 
of др or дг ар 


在 开始 应 用 动 理学 方程 之 前 ,我 们 先 讨论 一 下 它 的 适用 条 件 . 利用 (坐标 和 
动量 的 ) 经 典 方程 时 ,我 们 就 假定 了 准 粒 子 的 运动 是 准 经 典 性 运动 . 这 个 假定 ， 
实质 上 正 是 用 分 布 函 数 来 描述 液体 的 基础 ,该 函数 同时 依赖 于 准 粒 子 的 坐标 和 
动量 . 准 经 典 条 件 是 : 准 粒子 的 德 布 罗 意 波长 有 /ps 小 于 函数 n 有 显著 变化 的 特 
征 长 度 L. 用 非 均 匀 性 “ 波 矢量 ”"k ти 代替 工 ,我 们 可 以 把 这 个 条 件 写成 @ 

hk <<р,. (4.6) 
由 给 定 的 & 所 确定 的 分 布 函数 的 变化 频率 w ,其 数量 级 为 o ~ оК, АВ 然 满足 
条 件 
he << е}. (4.7) 
ha 与 温度 T 的 比值 可 以 是 任意 的 . 如 果 ho >> 了 ,那么 ho 这 个 量 就 相当 于 分 布 
函数 弥散 区 的 宽度 ;于 是 (4.7) 式 便 是 整个 理论 适用 的 必需 条 件 , 它 保 证 了 准 粒 
子 能 量 ( 与 它们 的 碰撞 有 关 ) 的 量子 不 确定 性 小 于 ho. 
现在 我 们 运用 动 理学 方程 来 研究 费 米 液体 的 振动 . 


Ф 根据 定义 (1.1) ,pe 具有 原子 间距 的 数量 级 ,因此 条 件 (4.6) 是 很 弱 的 . 
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在 低温 但 不 等 于 零 温 的 情况 下 , 费 米 液体 中 淮 粒 子 发 生 相 互 碰撞 ,并 且 它 们 
的 自由 飞行 时 间 + T? 在 液体 中 传播 的 波 ,其 性 质 主 要 决定 于 乘积 or 的 
大 小 . 

在 wr <<1( 实 际 上 等 价 于 准 粒 子 行程 1 其 小 于 波长 人 这 一 条 件 ) 时 ,在 每 个 
( 线 度 小 于 和 的) 液体 体 积 元 中 , 磁 撞 来 得 及 建立 起 热力 学 平衡 .这 就 是 说 ,我 
们 遇 到 的 是 以 速度 и = VsP/ap 传 播 的 通常 的 流体 力学 声波 . 在 or <<1 的 情况 
下 ,声波 的 吸收 很 小 ,但 от 增 大 时 吸收 也 随 之 增 大 ,而 且 当 от ~1 时 吸收 变 得 
很 强烈 ,以 致 声波 的 传播 成 为 不 可 能 外. 

使 от 继续 增加 并 达到 or >> 1 时 ,在 费 米 液 体 中 波 的 传播 重新 变 为 可 能 ， 
但 是 这 种 波 具 有 另外 的 物理 特性 . 在 这 些 振 动 中 准 粒 子 的 碰撞 不 起 作用 ,并 在 
每 个 体积 元 中 来 不 及 建立 热力 学 平衡 . 这 个 过 程 , 可 以 看 作 是 在 绝对 零度 时 发 
生 的 . 因而 将 这 些 波 称 为 零 声 . 

如 上 所 述 Ч or >>1 时 ,在 动 理学 方程 中 可 以 略 去 碰撞 积分 ,于 是 


9%й Sñ дп, 982 
— + 0 ——— -— — =0, 4. 
д? Ы ór op дг 82 


е = д=/ор 为 按 非 微 扰 能 量 е 计算 的 准 粒子 速度 (? = ооп, Е п р 方向 
上 的 单位 天 量 ) ;此 后 ,我们 略 去 = 的 下 标 0. 

在 7=0 时 ,平衡 分 布 函 数 m 是 一 个 阶 跃 函数 9(p) , 它 在 边界 动量 p =p; 处 
中 断 ，mo 的 微 商 





Ono _ ь 
op -nO(p -Pr) = -v6(e -er). 
假设 波 中 的 Sñ 与 时 间 和 坐标 的 关系 由 因子 exp[i(k .rwt)] 给 出 ,我 们 


将 得 出 动 理学 方程 的 如 下 形式 的 解 : 


51 =5(2-в,) В(п)е "7°. (4.9) 
这 时 ,根据 (4.3) 式 的 98evor ,方程 (4. 
(о –оъп • k)ó(n) =n - рту т, — ту [fn, n')b(n)do' (4.10) 


式 中 nn 和 nn' 为 p 和 p' 方 向 的 单位 矢量 ,而 积分 是 按 方向 n' 进 行 的 .- 

现在 我 们 来 研究 不 涉及 液体 自 旋 特 性 的 振动 ( 零 声 ). 就 是 说 ,不 仅 平衡 分 
布 函数 ,还 有 它 的 “ 微 扰 ”5n, 都 与 自 旋 变量 无 关 . 振动 时 ,分 布 函数 在 这 种 波 中 
的 变化 归结 为 边界 费 米面 ( 非 微 扰 分 布 中 的 球面 ) 的 形变 ,这 时 费 米面 仍然 是 被 


Ф 当 wr <<1 时 , 声 的 吸收 系数 y ~ o? m/pu? ,其 中 为 液体 的 烙 江 系数， 按 数量 级 , 则 有 ú ~ vi， 
п/р ~ орі ~ орт, ЇХ vp 为 准 粒子 速度 (与 温度 无 关 ) ,因此 nx T 2 (И. Я. Померанчук,1950). 这 时 yu/w 


— ото o T. 


$4 = 声 . 15. 


准 粒 子 占 满 的 和 未 被 占 满 的 状态 之 间 明 显 的 边界 . 函数 x(z) 是 这 个 表面 在 给 
定 的 n 方 向 上 的 位 移 值 (以 能 量 为 单位 ). 


因为 v(n') 与 自 旋 变 量 无 关 , 所 以 (4. 10) 式 中 的 Tr' 运 算 只 应 用 在 函数 了 


Е. 把 f 写成 (2.4) 的 形式 ,将 有 Try = (21° ’/рьт’ )Е(9). 于 是 , 算 符 o 从 方 
程 中 完全 消除 ,现在 方程 取 如 下 形式 : 


(w-k.v)v(n) kuala Ë, (4.11) 


我 们 选择 k 的 方向 作为 极 轴 ,并 以 角 9,9 хе п 的 方向 ,再 引入 波 传播 的 速 
ВЕ и = w/k 和 符号 s= шо , 则 可 写 出 最 终 得 到 的 方程 


(5 – соѕ 0)v(0,9) = cos о 29)» (0',6') Ч. (4.12) 


这 个 积分 方程 ,原则 上 能 够 确定 波 的 传播 速度 和 波 中 的 函数 p (n'). 我 们 
可 立即 看 出 ,对 于 非 阻 尼 振 动 (这 里 ,我们 仅 对 这 种 情况 感 兴趣 )s 的 数值 应 大 于 
1, 即 应 有 
Uo > 0р. (4.13) 
把 (4.12) 式 重 写 为 如 下 形式 , 便 能 了 解 这 个 不 等 式 的 来 源 : 


р(0,ф) = cos ө [2979 ‚Ф) do” 


cos 0’ 4т. 
ЛУУ + K ERS p= (5 -cos 9)v ЖА у. Ж s= о/о. <1 的 情况 
下 ,被 积 式 在 cos 0' =s 处 有 极点 ,为 了 使 积分 有 意义 ,应 在 复 变 量 cos 9' 的 平面 
上 , 按 一 定 规则 绕 过 该 极点 .这 种 环绕 给 积分 添 进 了 虚 部 ,因而 也 使 频率 w( 在 
给 定 实数 k 的 情况 下 ) 得 到 虚 部 ,而 这 表示 波 的 衰减 . 对 应 于 极点 的 等 式 cos 0 = 
or ,其 物理 意义 是 准 粒子 零 声波 的 切 连 科 夫 (depenxos) 辐 射 条 件 多 . 

作为 一 个 例子 ,我 们 研究 函数 (如) 变 成 常数 (用 FF, 表示 ) 的 情况 . 方程 
(4. 12) 右 边 的 积分 这 时 不 依赖 于 角 9,8; 所 以 待 求 的 函数 v 具有 如 下 形式 : 


cos 0 
s — cos 0` 


因此 , 费 米面 获得 了 沿 波 传播 方向 向 前 伸 长 和 沿 相反 方向 被 压 扁 这 种 旋转 面 的 
形式 . 这 种 各 向 异性 是 每 一 体积 元 中 液体 状态 的 非 平衡 性 的 表现 ,因为 在 平衡 
вл, 液体 的 一 切 性 质 应 是 各 向 同性 的 ,因而 费 米面 应 当 是 球面 . 为 比较 起 

见 ,我 们 指出 :普通 声波 对 应 于 半 和 S. Susa 





v= 常数 x (4.14) 


由 这 样 的 衰减 机 制 称 为 朗 道 蛆 尼 ,将 在 第 十 卷 有 关 等 离 体 振荡 问题 中 作 详 细 研 究 . 在 积分 中 环绕 
极点 的 规则 ,是 用 w+io 代 换 w( 即 s 一 s +io) ,这 种 代 换 的 意义 在 于 对 过 去 全 部 时 刻 ( 包 括 г - о ) 都 保 
证 了 扰动 的 有 限 性 . 
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度 一 起 振动 ) ,并 且 费 米面 作为 整体 而 移动 ,移动 的 大 小 与 波 内 液体 的 运动 速度 
有 关 ; 而 相应 的 函数 > 的 形式 为 v = вр; + 8 Ж х cos 0. | 
为 了 确定 零 声 波 的 传播 速度 и, ,将 (4, 14) 式 代 人 (4. 12 ) 式 ,我 们 求 得 
А cos 0 27sin 6dg _ | 
0], 5 — cos Ө 4т ` 


积分 结果 ,我 们 便 得 到 一 个 把 速度 ил АЕ Р, ра ЈИ K B) E: 
um (4.15) 


4 s H 39] о 时 ,方程 左边 的 函数 由 w 降 到 0 ,总 保持 正 值 . 由 此 可 以 得 出 ,上 
述 的 波 仅 在 F, >0 时 才能 存在 .所 以 我 们 强调 , 零 声 传播 的 可 能 性 与 费 米 液体 
中 准 粒子 的 相互 作用 特性 有 关 . 

当 F,—0 时 ,由 (4. 15) 式 得 出 ,s 按 如 下 规律 趋 于 1: 

s—-1=2e /е?, (4.16) 

这 种 情况 , 比 公式 (4.15) (假设 = 常数 = 局) 更 具 普遍 意义 : 它 相当 于 在 任意 
形式 的 函数 F ( 9) 时 近 理 想 费 米 气体 中 的 零 声 ， 实际 上 ,绝对 值 很 小 的 函数 
F( 台 ) 对 应 于 近 理 想 气体 ， 由 方程 (4. 12) 可 以 看 出 ,这 时 s 将 接近 1, 而 函数 v 仅 
在 角 9 很 小 的 情况 下 才 明 显 地 不 为 零 . 根据 这 一 点 , 当 只 研究 小 角 范 围 时 ， 
(4. 12) 式 右边 的 积分 中 可 以 用 函数 РОВ) Е 9 =0 时 的 值 去 代替 (3)( 当 0=0 
和 6' =0 ВЕ, МЕ 9 =0). 归根 到 底 ,我 们 又 重新 回 到 公式 (4.14) 和 (4. 16) 
[其 中 常数 代 之 以 (0) 10. 我 们 要 指出 ,在 弱 非 理想 气体 中 零 声 的 速度 是 普 
通 声速 的 V3 倍 ， 事 实 上 ,对 于 零 声 有 w = ,而 对 于 普通 声 , 我 们 由 (2. 17) 式 
(其 中 忽略 了 下 并 设 m` = m)3R 48 ш = pl /3m"2 = 2 /3. 

在 F(0) ЕН Н F ,方程 (4. 12) 的 解 不 是 单 值 的 ， 原 
则 上 ,这 个 解 允 许 有 不 同类 型 的 零 声 存在 ,它们 的 区 别 在 于 零 声 的 幅 >(6,e) 具 
有 不 同 的 与 角度 的 函数 关系 以 及 不 同 的 传播 速度 ， 这 时 ,除了 轴 对 称 解 v(9) 
外 ,还 可 以 存在 非 对 称 解 ,其 中 v 包含 方位 角 因 子 e*™”, 这 里 m 为 整数 (见习 
Ш). 我 们 指出 ,对 于 所 有 这 些 解 ,积分 | vdo =0, 即 费 米面 包围 的 体积 保持 不 
变 . 这 意味 着 振动 是 在 液体 密度 不 变 的 情况 下 进行 的 . 

在 绝对 零度 , 波 能 够 在 费 米 液体 中 传播 ,就 是 说 , 费 米 液体 的 能 谱 可 能 包含 
相应 于 动量 为 p = hk 和 能 量 为 e = ho = wp 的 元 激发 的 分 支 一 “和 零 声 量 子 ”. 
零 声 (具有 任意 给 定 的 上 ) 可 以 有 任意 (小 ) 的 强度 ,这 一 事实 ,用 元 激发 的 术语 





Q 相当 于 弱 非 理想 费 米 气体 中 零 声 的 振动 ,这 个 问题 首先 是 由 克利 蒙 托 维 奇 (IO. л. 
Климоитович ) 各 西林 B. П. Силин ( 1952) 研究 的. 


$5 费 米 液体 中 的 自 旋 波 . 17. 


来 说 ,表明 它们 能 够 以 任意 的 数目 填充 自己 的 量子 态 ; 换 名 话 说 ,它们 遵从 玻 色 
统计 ,并 构成 费 米 液体 能 谱 的 所 谓 玻 色 支 , 但 是 应 强调 指出 ,在 朗 道 理论 的 范围 
内 ,把 对 应 于 这 一 分 支 的 改正 量 引 入 费 米 液体 的 热力 学 量 那 可 就 错 了 ,因为 这 些 
热力 学 量 含有 温度 的 更 高 次 寡 ( 如 热 容量 中 的 T°) ,而 不 只 是 上 述 近似 理论 中 的 
前 几 级 改正 量 . | 

关于 零 声 的 吸收 问题 ,需要 研究 准 粒子 的 碰撞 ,这 已 不 属于 本 卷 的 内 容 . 


习 题 
£ F = F, + F cos 如 的 情况 下 , 试 求 零 声 的 非 对 称 波 的 传播 速度 . . 
Ш.Д F =F, +Р, [ cos 0cos 0' + зіп @sin @'cos( g -9p')] 的 情况 下 ,可 和 存在 具 
有 исе "形式 的 解 . ЖЕ, y =f(0)e", КЛ (4. 12) КЖ dp' 求 积分 ,我 
们 得 到 
(5 – cos 0)f = сов Osin of в” 0'f( 0’) ав’, 


因而 ， о Ф х 0 00060 


s — cos 0 
将 这 个 表示 式 代 回 原 方程 , 便 得 到 关系 式 
Г sin gcos 040 _ 4 
о 5-80 Ё. 


此 式 确 定 了 传播 速度 与 的 关系 .等 式 左 边 的 积分 ,是 :的 单调 下 降 函 数 . 因 
此 , 当 s=1 时 它 达 到 最 大 值 . 算出 s=1 时 的 积分 后 ,我 们 发 现 上 述 形 式 的 非 对 
ЖЖ ТА Е >6 的 条 件 下 传播 0. 


$5 ЯЖ АЛЕ 


除了 上 节 研 究 过 的 与 自 旋 无 关 的 解 v(n) 之 外 ,方程 (4.10) 还 有 如 下 形式 的 解 ; 
Р= с pu (n) (5.1) 
在 此 公式 中 , 准 粒子 分 布 函数 的 变化 依赖 于 它们 的 自 旋 投 影 ， 这样 的 波 可 称 为 
自 旋 波 . 
将 (5.1) 式 代入 (4.10) 式 ,再 取 (2.4) 式 中 的 函数 ,并 注意 到 Tr'o (оо) =20, 
Ион: 


(5 – соѕ 0)#(0,@) = cos ө | с(9)ө',')92-. (5.2) 


Ф 对 于 液体 He, 利 用 公式 (2.12) 和 (2. 17) ,根据 已 知 的 m* яи ЕНДЙ Н.Е, =10.8,Е = ` 
6. 3( 在 零 压 下 ). 


. 18. 第 一 章 正常 费 米 液体 


ХВ, РКЕ а 的 每 一 分 量 , 我 们 都 得 到 一 个 方程 , 它 不 同 于 (4.12) 式 的 只 是 
ЖЕМС. 因此 ,在 $4 中 所 做 的 一 切 进一步 的 计算 ,都 能 应 用 于 自 旋 波 册 . 
在 有 磁场 时 , 费 米 液体 中 能 够 传播 男 一 种 类 型 的 自 旋 波 (B. П. Силин, 
1958). 这 里 ,我 们 仪 限 于 研究 k=0 的 振动 ,这 时 SA 不 依赖 于 坐标 . 
当 存 在 磁场 豆 时 ， 未 被 振动 徽 扰 ”的 准 粒 子 的 能 量 及 其 分 布 函数 都 与 自 旋 
有 关 . 这 些 相互 间 的 依赖 关系 可 用 下 列 公 式 表 达 ( 见 8$3): 
2, =e (p)-B,e Н, В, =В/(1 +6), (5.3) 


ал 
й, =п,(р) -Bo Н =n (p) +8(е-е)Вс ` Н.. (5.4) 


式 中 so(P) 是 无 磁场 时 的 能 量 ; 下 标 0 再 次 提醒 这 些 表述 项 与 平衡 液体 有 关 . 
我 们 再 来 寻求 以 波 的 形式 表示 的 分 布 函数 的 微小 变化 部 分 ,其 形式 为 


ӧл =5(5-в;)0 p(n)e 
与 此 对 应 的 准 粒 子 能 量 的 变化 : 


£ =o ° [z y6( 0) S° ае 


现在 ,在 动 理学 方程 中 应 当 考 虑 带 有 对 易 子 | 6, 让 的 项 (4.4); 对 与 坐标 无 
天 的 分 布 函数 ,方程 取 如 下 形式 : 


| 508 +—-12,4| -0. (5.5) 
精确 到 8ñ 的 线性 项 , 则 有 
{2,1} = -В, |o - H,8ñ] +B. 8(z -esscr Н), 
这 里 的 几 个 对 易 子 由 下 式 定 义 : 


loa, b] =21іс • [a xb], 


其 中 a,b 为 任意 矢量 [ 见 第 三 卷 (55. 10) 式 ] ;结果 动 理学 方程 变 为 如 下 形式 : 
ia (n) = ін xp (n), (5.6) 

式 中 符号 的 意义 为 
р(п) =р(п) + ап") (9) 50. (5.7) 


在 一 般 情 况 下 ,方程 (5.6) 的 解 可 以 展开 为 球 函 数 Y (0,о) (910 Н) 
Ж. 展开 式 的 每 一 项 是 具有 固有 频率 w, ,的 一 定 类 型 的 振动 . 

其 中 的 第 一 个 频率 wm 是 对 应 于 人 = 常数 的 振动 ;并 且 р =A(L1 +C) ,于 是 方 
程 ($.6) 归 结 


Q 在 液体 He 中 ,Ge =6(9) <0( 见 12 页 上 的 注释 四 ). 因此 ,在 这 种 液体 中 不 可 能 传播 这 样 的 波 . 
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1 фе = 2н хи, 


Же 2А РУ (иН). 将 方程 分 别 写 成 分 量 形式 (在 垂直 于 HH 的 平面 
ру) ,并 列 出 这 个 方程 组 的 行列 式 ,我 们 求 得 频率 : 

woo = 28H/h. (5.8) 
应 注意 ,B EW k ASK ТРИ. 因此 ,频率 ww 完全 与 液体 的 特性 无 关 ， 而 所 
有 其 它 频 率 om 的 值 均 与 函数 G(9) 的 具体 形式 有 关 . 


56 粒子 间 有 斥 力 的 简 并 化 近 理 想 费 米 气体 


本 节 我 们 将 研究 简 并 化 近 理 想 费 米 气体 的 性 质 ， 这 个 问题 具有 重要 的 研究 ` 
方法 上 的 意义 ， 虽然 ,作为 平衡 系 ,自然 界 中 并 不 存在 这 样 的 气体 ， 因为 温度 为 
绝对 零度 时 ,一 切 气体 都 要 凝聚 . 但 是 ,作为 寿命 足够 长 的 介 稳 物体 ,可 以 存在 
稀薄 费 米 气体 下面 讲 的 理论 中 用 到 的 近似 ,其 特点 是 在 远 小 于 寿命 的 时 间 内 
КАЛЛУК. 

弱 非 理想 气体 的 条 件 是 分 子 力 的 作用 半径 7 小 于 粒子 间 的 平均 距离 1 ~ 
(VAN)“. 对 于 粒子 动量 为 p 的 情况 ,条件 r, << 1 及 不 等 式 

pr /h <<1 (6.1) 
均 成 立 , 实际 上 ,对 于 简 并 化 费 米 气体 可 按 公式 (1.1) 佑 算 边 界 动量 m ,根据 该 
‚рр - (МУ) <<1/r,. 

在 此 ， 我 们 只 讨论 粒子 对 的 相互 作用 ， 并 且 为 了 简单 起 见 , 认 为 这 种 相互 作 
用 ZX(r) 与 粒子 的 自 旋 无 关 . 我 们 的 目的 是 应 用 量子 力学 的 微 扰 论 计算 热力 学 
量 按 r, /1 НЕЕ JF BJ BU JU. 这 里 出 现 的 困难 是 ,粒子 间 的 相互 作用 能 在 小 距 
离 上 增加 过 快 , 微 扰 论 (所 谓 玻 恩 近似 ) 对 于 粒子 的 碰撞 实际 上 是 不 适用 的 . 然 
而 ,这 个 困难 可 用 下 述 方法 避 开 . | 

fE“ в” 满足 条 件 (6.1) 即 谓 慢 ] 碰 撞 的 极限 情况 下 ,质量 为 mm 的 粒子 的 相 
互 散 射 幅 趋 于 固定 极限 - a, 这 个 极限 在 玻 恩 近似 下 由 下 列表 达 式 给 出 [ 见 第 三 
卷 (126.13) 式 ]: | 

з= в, 0, = | UO), (6.2) 
并 且 这 个 极限 符合 于 ( 自 旋 为 1/2 的 ) 粒 子 对 的 * 态 ; 常 数 & 称 为 散射 长 度 D. H 
为 这 个 量 完全 决定 碰撞 的 性 质 , 所 以 它 同 样 也 决定 气体 的 热力 学 性 质 . 


Ф 表达 式 (6.2) 没 考虑 量子 力学 的 粒子 全 同性 . 自 旋 为 1/2 的 全 同 粒子 ,在 慢 碰 撞 的 极限 情况 下 ， 
散射 只 在 自 旋 反 平行 时 发 生 , 并 且 在 立体 角 do 内 (质心 系 内 ) 的 散射 微分 截面 是 do =4a?do; 沿 半球 对 do 
求 积分 得 到 总 截面 :r =8ara:( 见 第 三 卷 $ 137). 
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我 们 因此 有 可 能 运用 下 述 所 谓 重 整 化 方法 . 在 形式 上 将 真实 能 量 U(r) 用 
另 一 个 有 同一 a 值 但 允许 应 用 微 扰 论 的 函数 来 代替 . 计算 一 直 进行 到 ( 即 近似 
到 ) 最 终结 果 只 在 散射 辐 中 含 U 时 为 止 ,这 个 结果 总 会 与 真实 的 相互 作用 导致 
的 结果 一 致 

一 般 说 来 ,真实 的 相互 作用 半径 ,其 数量 级 与 散射 长 度 a 相同 . 对 于 作为 畏 
助 概念 而 引入 的 虚构 的 场 U(7) , 玻 恩 近似 的 适用 条 件 就 是 e << mn。 理论 展开 的 
真实 的 小 参量 ,当然 是 apry/ 撕 

以 下 我 们 不 仅 要 用 到 ОБ. 之 间 的 一 级 玻 恩 近似 关系 [公式 (6.2) ] ,而 且 
也 要 用 到 二 级 玻 恩 近似 关系 .为 了 找到 这 个 关系 ,我 们 提醒 一 下 ,如 果 在 恒定 微 


扰 VV 的 作用 下 ,系统 的 某 一 跃迁 概率 在 一 级 近似 中 用 和 矩阵 元 Vi 确定 ,那么 在 二 
级 近似 中 Vo 将 代 之 以 
Vi, V.o 
Vo. Ы 2 Е, _ E. 

这 里 是 按 无 微 扰 系统 n< 0 的 各 量子 态 进行 求 和 的 ( 见 第 三 卷 $43). 在 这 种 情 
况 下 ,我 们 所 讨论 的 是 双 粒 子 碰 樟 的 系统 ,粒子 的 相互 作用 U(r) 就 是 微 扰 。 对 
于 粒子 动量 变化 为 p,,ps 一 一 p' ,ps;( 并 且 p, +p, =p! +р) МАЕ, Е 
矩阵 元 为 





, 1 —ip - r 
{руси pi UIpia pm) = {Ure "а, (6.3) 


式 中 p=p; -p, = - (pi -pi:); 由 于 相互 作用 与 自 旋 无 关 , 粒 子 自 旋 投 影 (用 下 
标 e, ,az 表征 ) 在 碰撞 时 不 变 . 动量 为 零 时 ,Vw 起 着 矩阵 元 ОУ 的 作用 . 因此 ， 
由 一 级 近似 过 湾 到 二 级 近似 时 ,应 以 下 式 来 代替 : 


2 2 ,2 2 _ 
и+у У [P P: P] | | ed 
У 5 2т 


(АЛЕ p op. hl р. ep p.k fü). 因为 在 这 种 情况 下 ,假设 粒子 的 动量 很 
小 ,所 以 可 用 动量 p =0 时 的 矩阵 元 的 值 代替 求 和 式 中 一 切 主要 项 中 的 矩阵 元 . 
做 完 这 一 步 后 , 便 得 到 下 列 散 射 长 度 的 表达 式 @: 


2 





_ m U 2m 
“47 下 [2 ту > рі tp, -Pp' 一 PP |， 
因此 ,在 同样 精度 下 则 有 


4T7h a 4 т? а 2т 
т |1 - ПР mes =. З 
т р Pi fp, -p , -Р› 


(6.4) 


U, = 


Ф 在 所 有 中 间 公 式 中 ,我们 写 出 的 是 按 粒子 动量 的 离散 谱 求 和 ,这 些 粒 子 都 包含 在 有 限 的 体积 下 
中 ;最 终 计算 时 , 按 惯例 是 用 对 Ури АЖ. 
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(6.4) 式 中 求 和 式 的 发 散 性 ( 当 p'i ,ps 很 大 时 ) 与 以 常数 值 的 矩阵 元 代替 一 切 矩 
阵 元 有 关 ,但 这 个 发 散 并 不 要 紧 , 因 为 进一步 利用 这 个 表达 式 计 算 系 统 的 能 量 
时 ,反正 会 得 到 大 动量 不 起 作用 的 收敛 的 表达 式 . 我 们 知道 , 慢 粒 子 的 散射 长 度 
a 与 粒子 能 量 无 关 . 公式 (6.4) 乍 一 看 来 与 动量 p. ,p, 有 关 . 但 事实 上 这 种 依赖 
关系 只 包含 在 散射 幅 的 虚 部 [适当 规定 求 和 方法 便 会 出 现 这 种 情况 一 一 比较 第 
三 卷 (130.9) 式 ]. 对 这 一 虚 部 可 以 不 必 理 上 ,因为 我 们 早 就 知道 ,最 终结 果 总 
是 实 的 ;这 个 问题 ,我 们 还 将 在 $ 21 中 讨论 . 

在 这 一 节 里 ,我们 将 研究 粒子 间 具 有 斥 力 相互 作用 特性 的 费 米 气 体 模 型 ;对 
于 这 种 相互 作用 ,a >0. 气体 正 是 在 这 种 情况 下 才 具 有 $51, $2 中 所 描述 的 那 
种 费 米 型 的 能 谱 . 

系统 由 具有 成 对 相互 作用 的 粒子 ( 自 旋 为 1⁄2 的 ) 所 组 成 其 哈密 顿 量 用 二 
次 量子 化 方法 可 写成 如 下 形式 : 


2 
г) д. 1 7 , ^ + A + ^ A 
H = > ар, ба 2 У (рта, „рза, | Ор, а; „Ра, ) ё, ма, д, айр (6.6) 


( 见 第 三 卷 $64). 这 里 аята, зр. ВЕ ВИИ o (а= +.) 的 自由 粒 


子 的 产生 和 淹没 算 符 . (6.6) 式 中 的 第 一 项 相应 于 粒子 的 动能 ,而 第 二 项 相应 于 
粒子 的 势能 ;在 第 二 项 里 ,是 按 粒 子 的 全 部 动量 值 和 自 旋 投 影 值 求 和 ,并 遵从 在 
碰撞 时 的 动量 守恒 定律 . 

根据 粒子 具有 微小 动量 的 假设 ,我 们 再 次 用 和 矩阵 元 在 动量 为 零 时 的 值 : 
(Оа, ,0a:1710a ,0a,〉= U,/V 代替 (6.6) 中 的 矩阵 元 . 其 次 我 们 注意 到 ,在 费 米 
统计 中 由 于 算 符 6 。,a。 的 反对 易 性 , 算 符 乘积 对 下 标的 置换 是 反对 称 的 ; 乘 
积 ан. а. ВН ВЕНА. 结果 ,(6.6) 式 的 第 二 个 求 和 式 中 所 有 含 相同 成 对 
下 标的 а, ,az 项 都 相互 抵消 了 (在 物理 上 ,这 与 已 指出 过 的 情况 有 关 , 即 在 慢 碰 
撞 的 极限 情况 下 ,只 有 自 旋 相反 的 粒子 才能 相互 散射 ). 

因此 ,系统 的 哈密 顿 量 取 如 下 形式 : 

Н = > а. НЕ. а’ аа &,,, (6.7) 

Аф а,, =4„., 41, =4,,, Ж, Ш РЖ + БОРИ +1/2 和 
- 1/2. 

这 个 哈密 顿 量 的 本 征 值 可 用 通常 的 微 扰 论 算出 来 ,并 且 (6. 6) 式 中 的 第 二 
项 可 以 看 作 是 对 第 一 项 的 小 修正 . 第 一 项 已 有 对 角形 式 , 它 的 本 征 值 等 于 


2 
Е = Ë п, (6.8) 
> 2m ” 
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这 里 we 为 状态 P,a ИНН ЖФ. 
相互 作用 能 的 对 角 矩 阵 元 给 出 上 式 的 一 级 修正 : 


U 
Е) = 了 > п.п, (6.9) 


п, =m ,等 等 | 
为 了 找 出 二 级 修正 ,我们 利用 微 扰 论 的 熟知 公式 
| 了 | 


(2) _ 
ТА Е, Е. 





其 中 下 标 n,m 标志 非 微 扰 系 统 的 状态 . 
经 简单 的 计算 (运用 算 符 6。 ,6 已 知 的 矩阵 元 ) 得 出 如 下 结果 : 
U, < n.n-(1-ni,.)(1-n;,._) 
у ,2, (рі tp, -pi р) /2т ` н, 
此 式 的 结构 是 十 分 明显 的 :跃迁 p,,p, 一 p',p; 的 矩阵 元 的 平方 与 状态 p. ,p， 
的 占有 数 及 状态 р! ,p; 的 空位 数 成 正比 . 
(6. 9—6. 10) 式 中 的 积分 UV 应当 用 真实 的 物理 量 ( 即 散射 辐 )a 表示 出 来 . 
在 二 级 项 中 U6 可 按 (6.2) 式 计算 ,而 在 一 级 项 中 则 需要 用 更 精确 的 公式 (6. 5). 
将 计算 值 代 入 ,我 们 得 到 对 a 的 一 级 修正 


Е 52 ni. n, _ (6.11) 
| 21,22 
和 二 级 修正 : 
ра) 2mE- nn_{[(l-n,)(l-n_.)—-1] 
le рі tp, -p'- p 


(为 简单 起 见 ,我 们 在 中 间 的 公式 里 引信 了 气体 粒子 的 “耦合 常数 ”@p = 
Ата) 将 分 子 中 的 表示 式 展 开 , 我 们 会 看 出 分 子 中 四 个 n 乘积 的 项 可 以 相 


” 消 , 因 为 这 些 项 的 分 子 对 于 p,,p, 和 p' ,ps 的 置换 是 对 称 的 ,而 分 母 是 反对 称 的 ; 
但 对 这 些 变 量 求 和 却 是 按 对 称 方式 进行 的 ， 所 以 ,最 后 我 们 得 到 : 
2mg” n n,- (ni, +n;_) (6.12) 
У ры Pi tp р-р ' 
这 个 求 和 式 已 经 收敛 (其 中 当 p— = 时 ,所 有 的 mm 一 0)， 

运用 已 得 的 公式 ,首先 可 以 计算 基态 的 能 量 ， 对 此 ,应 当 假 设 : 费 米 球 内 


g EZ. а 


Ф 假设 粒子 具有 确定 的 自 旋 投 影 值 ,我 们 即 假定 统计 和 矩阵 nao 也 获得 对 角形 式 ; 这 时 ， 
a = + ИЖЕ. 
加 “散射 辐 重 整 化 后 ,这 个 量 就 绝 不 与 公式 (6.2) 中 的 常数 以 相同 了 ! 
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[р <р = 有 (3m N/V)”] 所 有 的 nj。 都 等 于 1, 而 费 米 球 外 的 mw。 都 等 于 零 . 因此 
我 们 指出 :虽然 在 起 初 的 哈密 顿 量 中 算 符 乘积 人 .6 的 本 征 值 给 出 了 气体 粒子 
本 吴 状 态 的 占有 数 , 但 借助 微 扰 论 将 哈密 顿 量 对 角 化 之 后 ,就 与 准 粒 子 的 分 布 
РА ЖА ( 10] И 72717,15 Н n,, 表 征 ) 有 关 了 . 
注意 到 > п, = > п, =N/2, 由 (6.11) 式 得 到 一 级 修正 
E =в№/4У. 
在 公式 (6.12) 中 ,我们 对 


3 


— (p. +p, -p! -р,) рр; d °p! фр; 


(2т#)” 
取 积 分 代替 求 满足 条 件 р, +p, = р! ний 
4mg V SC Pi +p, -Pi 一 P2) 


Е) =. d'p д?р, а?р "р А 


ғ2 


(2т#)” pi +p2 一 5:3 -р› 
而 且 是 对 疡 ,pz ,记过 Pr 的 区 域 进行 积分 的 . 算出 积分 中 便 得 到 如 下 的 基态 能 量 
的 最 终结 果 : | 





у 3Pr 10 pra 4(11 - 22) /pra 
. [1 ст све не | ]. 
式 中 括号 前 的 量 为 理想 费 米 气体 的 能 量 ( 黄 克 逊 ,杨振宁 ,1957 ) . 
绝对 零度 时 气体 的 化 学 势 ,可 定义 为 微 商 :uy = (9EZeoN),; 用 边界 动量 p 
示 的 化 学 势 具 有 如 下 形式 : 
; 4 рка 4(11 -2ln2) /Pra \? 
= [1+ КТ РЕ. ) |. 
根据 朗 道理 论 的 一 般 原理 ,元 激发 谱 e(P) 和 准 粒 子 的 相互 作用 函数 
f. (P,P')@ 可 以 用 总 能 量 对 准 粒 子 的 分 布 函数 的 一 级 和 二 级 变 分 来 确定 .如果 
ЖЕЕ Е 写成 按 p 和 а 取 离 散 和 的 形式 , 则 根据 定义 有 


1 | | 
ŠE = > є.(р) ёп, ТА Jf (Р.Р )ën,,Šn,,... (6.15) 
pa а,р'а 


(对 能 量 取 变 分 后 ,n,. 应 当 用 下 述 数值 来 代替 :在 费 米 球 内 等 于 1 ,在 球 外 等 于 
零 )， 然 而 不 必用 这 种 方法 去 计算 准 粒子 的 有 效 质量 m* ,因为 它 可 以 用 更 简便 
的 方法 求 出 来 ( 见 下 ). | 

为 了 计算 函数 f.,,(p ,p') (在 费 米面 上 ) ,我 们 对 (6. 11 一 6. 12) 的 求 和 式 进 
行 两 次 微分 ,然后 令 p =p' =р,. 进行 这 一 简单 的 计算 后 ,并 将 求 和 变 成 积分 ， 
可 得 


(6.13) 


(6.14) 


Ф 实际 上 , 按 另 一 种 顺序 进行 计算 , 即 首先 计算 函数 /是 比较 简单 的 ( 见 下 文 )， 
加 ”本 节 中 的 矩阵 fw.(p,p') 是 两 对 下 标 (a,B Жу.) ОХЕ РЕ, gs(p,p') 元 素 的 集合 . 
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4тд? ӧ(р+р'-р, -Pb,) 
ыы , ') 一 & 一 Í ` a 
4 (2т#)* 2р? –р? рї 
ӧ(р+р, -р -р,) +$(р +р, –-р-р,) 
М (р +р, -P р.) ( I 2 d'p dp, , 
2(р, - p.) 


f..(p.,p') =f-_(p.p') = 
_ 2me” 8(P+Pi-P -p2) +8(р’+р, -р -р,) 
 (2тв)" рї – рз 
这 两 个 公式 中 的 积分 ,由 于 积分 重 数 少 而 比较 简单 . 
最 终 的 结果 应 当 是 (2.4) 的 形式 , 它 与 自 旋 量子 化 轴 的 选择 无 关 . 
(2.4) 的 最 后 形式 由 下 列 公 式 给 出 : 


Фр 1 Фр. . 








2 ah l 
n. 

m пті . 8 ,DO 
2sin > 1 — sin 一 一 


2 


>x ‹ 


20 9 1 +з Э 
Ў.а = ПЕ Сов 











2 
а о Зы 
2 
式 中 如 为 拓 量 ps 与 pt: 间 的 夹 角 (A. А. Абрикосов, И. M. Халатников ,1957 ) Ф. 


因而 对 公式 (2. 12) 取 积分 便 得 到 准 粒 子 的 有 效 质 量 , 它 等 于 


9 
1 + sin — 
2 
и. ае Още |. . (6.16) 








m _ 8 _ apr ү? 
| (6.17) 
由 公式 (2.17) 可 以 求 出 气体 中 的 声速 : 
| 2 _ РЕ 2 ар; 8(11-2ln2) /apr\ 
u | pe 152 | " ) | (6.18) 


然后 将 wm/N( 这 里 以 N/V 代替 py 的 表达 ) 对 dN 求 积分 ,根据 (2. 13) 式 我 
们 可 求 得 气体 的 化 学 势 ,这 时 对 dN 再 积分 一 次 便 得 到 基态 能 量 的 表达 式 
(6.13). 

公式 (6.13) 是 气体 能 量 按 “气体 特征 参量 "7 = рра/Ё ~ a ( МУ) BJ 5 8 JF 
的 前 几 项 . 采用 类 似 的 即使 是 非常 繁琐 的 计算 ,还 能 得 到 一 些 随后 的 展开 项 . 
因为 在 费 米 气体 的 情况 下 ,三 重 碰撞 对 能 量 的 贡献 是 比较 高 级 的 近似 .在 三 重 
碰撞 的 粒子 中 ,至 少 有 两 个 粒子 具有 相同 的 自 旋 投 影 ; 这 时 对 于 这 两 个 粒子 系统 
的 坐标 波 函 数 应 当 是 反对 称 的 . 这 就 是 说 ,这 些 粒子 相对 运动 的 轨道 角 动 量 至 


Ф (6.16) 当当 = 时 将 变 为 对 数 发 散 . 这 种 情况 与 所 作 的 忽略 有 关 , 更 精确 的 研究 证 明 ,虽然 
9 = т 的 值 确实 是 函数 的 疝 点 ,但 函数 在 这 一 点 不 趋向 无 穷 大 而 趋 于 等 ( 见 210 页 的 注解 ). 公式 (6. 16) 
Ж 0 = = 附近 不 适用 ,这 对 今后 的 应 用 是 无 关 紧 要 的 ,因为 在 应 用 中 出 现 的 积分 在 该 点 是 收 全 的 . 
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少 等 于 1(p - S). 相应 的 波 函 数 与 * 态 的 波 函 数 相 比 ,包含 多 余 的 ИЕН 
宕 ( 见 第 三 卷 8$833) ,因此 ,这 种 碰撞 的 概率 应 该 包含 多 余 的 六 ,也 就 是 说 与 不 遵 
从 泡 利 原理 的 粒子 “ 正 ?碰撞 的 概率 相 比 ,要 减弱 到 (pa/ji)? ~ зр. Ни, = 8 
碰撞 对 能 量 的 贡献 只 在 含有 体积 的 -7Y-22 的 那些 项 中 . 换 句 话说 ,能 量 展开 
式 至 数量 级 
NE 

为 止 的 所 有 的 项 [ 即 在 (6.13) 式 中 已 写 出 的 项 之 后 再 加 三 项 ] , 均 可 单 任 一些 粒 
子 对 的 碰撞 特征 量 表达 出 来 . 但 是 ,在 粒子 对 的 碰撞 特征 量 中 不 仅 有 慢 碰 撞 [ 如 
(6.13)] 的 :散射 辐 , 而 且 也 有 它 对 能 量 的 微 商 以 及 p 散射 辐 . 


В 
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上 一 节 所 用 的 方法 显得 烦琐 ,在 微 扰 论 的 高 级 近似 中 实际 上 已 不 再 适用 . 由 
于 在 实际 的 物理 问题 中 ,粒子 之 间 的 相互 作用 绝 不 是 微弱 的 ,因而 这 种 方法 的 缺陷 
就 更 加 突出 . 于 是 ,为 了 阐明 宏观 系统 的 各 种 普遍 性 质 , 需 要 研究 微 扰 论 级 数 的 无 
穷 项 的 集合 . 有 一 种 类 似 量 子 场 论 中 所 采用 的 数学 技术 可 以 克服 这 类 困难 . | 

这 种 数学 工具 的 具体 形式 与 需要 运用 它 的 宏观 系统 的 性 质 有 重要 关系 . 本 
章 的 以 下 玫 节 ,将 阐述 绝对 零度 时 费 米 液体 的 数学 工具 的 发 展 9. 在 这 里 讲述 
的 目的 ,不 仅 在 于 把 方法 实际 应 用 到 给 定 的 客体 上 ,而 且 也 要 表明 这 个 工具 大 体 
是 怎样 建立 的 . | 

作为 这 个 工具 的 原始 资料 ,是 二 次 量子 化 的 少 算 符 ,它们 的 性 质 在 量子 力 
学 中 已 经 讲 过 ( 见 第 三 着 §64, $65). 现在 我 们 要 用 到 作为 时 间 显 函数 的 海 森 
伯 绘 景 中 的 算 符 . 所 以 ,将 阐述 这 种 绘 景 中 少 算 符 的 某 些 性 质 . 

我 们 研究 由 自 旋 为 1⁄2 的 粒子 所 构成 的 系统 . 根据 这 种 情况 ,应 给 峭 算 符 
加 上 表明 自 旋 投影 值 的 下 标 . 此 下 标 取 遍 +1⁄2. 按 以 前 的 做 法 ,我 们 将 用 希腊 
字母 表示 自 旋 下 标 ,而 列 出 两 个 重复 下 标 表示 求 和 . 


根据 一 般 规则 ( 见 第 三 卷 § 13) , 海 森 伯 绘 景 中 的 任何 物理 量 算 符 六 i) ,都 可 
以 按照 如 下 形式 用 ( 薛 定 谓 绘 景 中 ) 与 时 间 无 关 的 该 物理 量 算 符 表示 出 来 @; 


Ф В. М. Галицкий 和 A. Б. Мигал( 1958) 系统 地 建立 了 这 种 数学 工具 . 

© 为 了 把 公式 写 得 简单 ,我 们 将 广泛 地 采用 量子 常数 疡 =1 的 单位 制 ( 因 此 动量 具有 em -的 量 纲 ， 
而 能 量具 有 s 的 量 纲 )， 要 从 这 种 单位 制 变 到 通常 的 单位 制 ,公式 中 所 有 动量 P 和 能 量 E 都 应 代 之 以 
P/E 和 /i， 在 这 一 革 里 就 特别 要 采用 这 种 单位 ， 
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f (t) _ ei fe ій 
式 中 万 为 系统 的 哈密 顿 量 . 
但 是 ,此 处 将 对 这 个 定义 作 些 适当 的 修改 . 因为 ,在 不 给 定 系统 的 粒子 数 N 
而 给 定 化 学 势 р 的 情况 ,用 量子 统计 学 研究 系统 的 状态 比较 方便 ， 这 时 ,系统 处 


+ T =0 时 的 基态 可 定义 为 算 符 H' 具 有 最 小 本 征 值 的 状态 . 
Н’ =Н-и№ (7.1) 
(而 不 是 给 定 NN 的 那 种 H). 实际 上 ,系统 ( 当 给 定 凡 值 时 ) 处 于 能 量 为 E, 和 粒子 
数 为 N, 的 状态 的 概率 是 : 
k, - uN, Е, 
еер ( т") =ер(- 7) 


[ 见 第 五 卷 (35.1) 式 ]; 这 里 五 ' 为 算 符 H' 的 本 征 值 ,我 们 看 到 , 当 7T=0 时 ,只 是 
E' 为 最 小 值 的 状态 QQ. 
所 以 ,可 用 公式 





V(t,r) =e" (rye -到 
| "í " (7.2) 
+ (tr) =е р (rye M" | 


来 定义 海 森 伯 绘 景 中 的 少 算 符 . 我 们 将 用 大 写字 母 罗 来 表征 海 森 伯 绘 景 中 的 
算 符 ,而 用 小 写字 母 y 表征 醉 定 读 绘 景 中 的 y 算 符 . 
薛 定 刘 绘 景 中 的 少 算 符 满足 熟知 的 对 易 规 则 而 对 于 取 不 同时 刻 上 和 心 的 
海 森 伯 算 符 的 对 易 子 , 却 不 能 以 普遍 形式 算出 来 . 但 是 当 上 =z 时 , 海 森 伯 算 符 的 
对 易 规 则 与 薛 定 刘 算 符 的 对 易 规 则 是 相同 的 .例如 ,根据 规则 
у Ст) (r') + (т) р (г) =8.8(r- r), 
可 以 得 到 类 似 的 规则 ; 
Pr) (tr) + 2 (Er) (r.r) = 
ер (г) (r) +4: (гб. (г))е-" = 
=5.:8(г-г’), ° (7.3) 
所 以 ; 


P(t) Ф, Gr) +G) (rr) =0, 
ñ А А И (7.4) 
Я Сог) (ur) + $; (гог) Ф (гг) =0, 


Ф Ман, О НОИ Е. 
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将 定义 式 (7.2) 对 时 间 取 微 商 ,我 们 求 得 海 森 伯 算 符 满足 的 方程 : 

15. (ег) = Аф (1,г) - P (вк) й" (7.5) 
[ 见 第 三 卷 (13.7) 式 ]. 

对 于 任何 守恒 量 算 符 ( 即 同 哈密 顿 量 可 对 易 的 算 符 ) НЕЕ 
绘 景 是 等 同 的 . 例如 ,哈密 顿 量 本 身 、 粒 子 数 算 符 (当然 粒子 数 也 是 守恒 量 ) 都 是 
这 类 算 符 . 这 些 算 符 用 薛 定 刘 算 符 或 用 海 森 但 算 符 表达 都 一 样 . 于 是 ,粒子 数 
算 符 | 


Ñ= [фф Са | 7) (tr) da. (7.6) 
相互 作用 粒子 系统 的 哈密 顿 量 为 
Й Й а О риа +... 
В' = - >= | Š: (г.г) АУ (1,г) х - им, 
pO) = | $: (ак) UY (r) Dr) а?а, (7.7) 
e. | $; G, ати (r-r) b G.) b, r) atado. 


这 里 Я’ 为 自由 粒子 系统 的 哈密 顿 量 ; VU 为 自由 粒子 与 外 场 UO (г) 


互 作用 算 符 ;Y2 是 粒子 对 的 相互 作用 算 符 ,其 中 2 Cr-m) 是 两 个 粒子 的 相互 
作用 能 ;省 略 的 各 项 是 三 重 及 三 重 以 上 的 相互 作用 [ 见 第 三 卷 (64. 25) 式 ]. 为 
简单 起 见 ,假定 所 有 的 相互 作用 都 与 粒子 的 自 旋 无 关 . 


(7.5) 式 中 H' 与 多 ,的 对 易 子 ,可 以 用 规则 (7. 3 一 7.4) 算 出 ;其 间 出 现 的 6 
函数 被 积分 消除 了 . 结果 得 到 了 如 下 形式 的 关于 多 .(1,r) 的 “ 醉 定 请 方程 ”: 


$. (1,7) - ( - l au +U (p) Ф, Gr) + 


2т 
+ [аи (r-r) Фа) а о 9. (ат) +. (7.8) 
在 所 讲述 的 方法 中 ,宏观 系统 的 格林 函数 概念 起 着 基本 作用 . 它 由 下 式 定义 O: = 
G. (X, ,X,) = (Тр (Хх): (X,)). (7.9) 


为 简略 起 见 ,今后 用 并 表征 时 刻 上 和 点 的 径 矢 > 的 总 体 . 角 括号 (…) 表 征 按 系 
统 基态 的 平均 值 (代替 较 烦 琐 的 对 角 和 矩阵 元 记号 (01…10) ). 记号 了 是 编 时 乘 
积 的 标志 :7 后 的 算 符 应 按时 间 в, ,所 增长 的 次 序 从 右 向 左 排列 .同时 ,在 费 米 子 


中 ”这 个 定义 类 似 于 量子 电动 力学 中 精确 的 格林 函数 (传播 子 ) 的 定义 ( 见 第 四 卷 $S 103, $105). 
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的 情况 下 ,置换 一 对 算 符 应 随 之 改变 乘积 的 符号 (与 原先 书写 乘积 时 的 排列 
相 比 较 ). 用 显 形式 表达 , 即 为 
G(X, ху ko (X,)), 1 >t,; (7.10) 
КУ, (Х,)9.(Х,)), h <t. 
现在 我 们 来 指出 格林 函数 某 些 明 显 的 性 质 ， 如 果 系 统 不 是 铁 磁 的 ,也 不 处 
于 外 场 中 , 则 格林 函数 的 自 旋 关 系 归 结 为 单位 矩阵 : 
G. (X,,X,) =6,,G(X.,X,) | (7.11) 
(任何 其 他 形式 的 依赖 关系 均 需 标 出 空间 中 的 选 定 方 问 自 旋 量子 化 的 z 
轴 ) 必 .由 于 时 间 的 均匀 性 ,时 刻 志 和 纪 仅 以 差 的 形式 1 =, -六 出 现在 格林 函数 
中 ,此 外 ,如 果 宏 观 系 统 在 空间 是 均匀 的 ,那么 两 点 的 坐标 也 仅 以 差 的 形式 
г=г, 7, 出 现在 格林 函数 中 . 换言之 ,在 这 种 情况 下 
G (X, ,X,) =ó G(X), X = X, - X,. (7.12) 
我 们 强调 一 下 ,微观 均匀 性 的 意思 是 :假定 物体 不 仅 本 身 的 (宏观 ) 平 均 密度 是 
均匀 的 ,而 且 物 体 的 粒子 在 空间 不 同 的 (微观 ) 位 置 的 概率 密度 也 是 均匀 的 . 这 
种 物体 正 是 液体 和 和 气体 (但 不 是 固态 晶体 ). 由 于 它们 是 各 向 同性 的 ,所 以 
G(t,r) =G(t, -7). 说 到 这 里 我 们 再 一 次 强调 ,这 时 函数 G(t,r) , 按 其 本 身 的 定义 
绝 不 是 上 的 侦 函 数 . 就 这 个 意义 上 说 ,t,/ 和 ,在 差 1=i, -六 中 的 次 序 是 很 重要 的 . 
系统 中 粒子 坐标 的 密度 矩阵 ,定义 为 平均 值 : 


pa (rir) = (ÜZ (т, $. (в... (7.13) 





知道 了 这 个 矩阵 ,就 能 求 出 关于 单个 粒子 的 任何 量 的 平均 值 . 实际 上 , 令 请, 为 
某 个 “ 单 粒子 ” 算 符 , 即 形 为 


Fa = 》 ft2 (7.14) 

的 算 符 , 式 中 fi? 是 只 作用 在 一 个 (第 a 个 ) 粒 子 的 坐标 和 自 旋 的 算 符 ,而 求 和 是 

遍及 系统 的 全 部 粒子 . 用 二 次 量子 化 的 工具 可 以 把 这 个 算 符 (在 海 森 伯 绘 景 中 ) 
写成 

F. G) = | Bi Gr) f $, Ст) Фә (7.15) 


[ 见 第 三 卷 (64.23) 式 ]. 由 此 可 见 ,F 的 平均 值 可 用 密度 和 矩阵 的 术语 表示 成 如 下 
形式 : 


四 ”这 个 说 法 需要 解释 . 自 旋 分 量 殉 , 是 一 阶 逆 变 旋 量 (在 这 个 意义 上 说 , 若 采 用 带 有 上 标 a 的 记号 
业 更 为 合适 ). ПЛМ $; 是 协 变 旋 量 . 所 以 Cg 是 二 阶 混合 旋 量 .二 阶 单位 混合 旋 量 就 是 84. 
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(F) = МУ) =N | [ры (rn) ,,-, dx, (7.16) 

式 中 f) 为 作用 在 坐标 +, 的 算 符 ( 应 当 在 算 符 作用 之 后 ,而 在 积分 之 前 取 7, = 
和 | 
根据 (7. 10) 式 ,密度 矩阵 可 用 格林 函数 表达 为 

pa (Ti "о ) = быв зи +0,г,). (7. 17) 


今后 凡 取 +0 形 的 函数 宗 量 记号 , 均 指 宗 量 有 从 大 于 方面 趋 于 志和 值 的 极限 . 取 
这 个 极限 可 以 保证 小 算 符 的 正确 次 序 , 它 与 (7. 13) 式 乘积 中 算 符 的 次 序 相 同 . 

对 于 微观 均匀 系统 ,密度 矩阵 只 依赖 于 差 r Г - r, , 214 15 Ë 旋 无 关 时 ‚Вов = 
ó, p , ЗЕ Н. 


p(r) = -C(t= _0,r). (7.18) 
这 里 ,根据 (7.12) 式 ,引用 函数 G( X, - X) = СОХ) КЕ G. (X. ,X,). š r, = r, 


时 ,并 按 自 旋 变量 取 迹 之 后 ,(7.13) 式 中 的 算 符 的 乘积 变 成 更 * p. (系统 中 粒子 
数 密度 算 符 ). 所 以 ,物体 的 平均 密度 


7 =2Np(0) ее (ке Bp 05 (7.19) 


(г ЛУР РА). 这 个 等 式 把 7 了 =0 时 的 化 学 势 y(6 同 j 的 关系 是 将 后 
者 作为 参量 ) 与 粒子 数 密度 NAV 联系 起 来 了 . 
函数 р(г, ,r,) 的 傅 里 叶 展 开 ,确定 了 粒子 按 动量 的 分 布 山 


N(p) =N | обл, ,Ty end (x —x,) = 





= -i[ Ci,7) № 


这 就 是 单位 体积 内 具有 一 定 的 自 旋 投 影 值 并 且 动 量 在 d° p/ ( 2= ) 区 间 内 的 
粒子 数 . 我 们 强调 ,这 里 所 说 的 是 真实 粒子 ,而 不 是 准 粒子 (后 者 在 所 讲述 的 工 
具 中 还 没有 出 现 1). 这 里 引用 记号 N(p) 以 区 别 于 准 粒子 的 分 布 函数 n(p). 

今后 ,我 们 通常 要 和 动量 表象 中 的 格林 泛 数 打交道 , 它 定 义 为 函数 G(t,r) 


e P `r d° y, (7.20) 
0 


Ф ”我们 提醒 一 下 ,( 见 第 三 着 $ 14) , 单 粒子 的 密度 矩阵 是 如 下 的 积分 : 
plris72) = |" (та „ЧС г, ,9)94, 


式 中 4 ( +,q) 为 整个 系统 的 波 函 数 ,其 中 ?表示 一 个 粒子 的 径 矢 ,而 为 其 余 所 有 粒子 的 坐标 的 总 合 , 因 此 
是 对 q 积分. 密度 矩阵 的 博 里 叶 分 量 与 下 式 相 同 : 


j | |9 r,q)e? ` "124, 
因而 得 到 密度 卸 阵 与 粒子 按 动 量 分 布 的 关系 . 
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按 г КЕНО: 
_ eiCP 7-4" 924?р 
G(t,r) = | сор) си (7.21) 
G(o,p) = Сте "did (7.22) 
粒子 按 动 量 的 分 布 ,是 通过 这 个 函数 并 由 公式 
N(p) = -i Бај. С(о,р)е` “9 (7.23) 


表达 . 这 个 公式 是 将 (7.21) 式 代入 (7.20) 式 得 到 的 . 它 的 归 一 化 表 成 公式 : 
i dwd p A 

(2m)” У’ 
这 就 是 在 动量 表象 表述 的 条 件 (7. 19 ). 分 布 М(р) 自然 正确 地 归 一 为 : 


2 | мр) y = 


ТЕТ, А 
我 们 指出 ,(7.23 一 7.24) 式 的 积分 所 取 的 极限 等 价 于 复 变量 w 平 面 内 的 一 
定 绕 行规 则 . 因为 有 :<0 的 因子 e "ЕЕ „НЕ o 上 半 平 面 内 无 限 远 的 半圆 
周 来 封闭 积分 路 线 ( 实 轴 ) ,于 是 积分 便 由 函数 G(w,p) 在 这 个 半 平 面 内 的 诸 极 
点 的 留 数 所 决定 . 
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就 微观 均匀 系统 来 说 ,对 于 具有 一 定 能 量 和 动量 值 的 定 态 ,容易 求 出 海 森 伯 
y 算 符 的 矩阵 元 与 时 间 和 坐标 的 关系 . 
我 们 用 通常 的 指数 因子 给 出 与 时 间 的 关系 : 


(пі (2,ғ) 1») = е" (п |у (л) іту. (8.1) 


В, н РЕНА у AE J НЕ НЕ У), P M 
„= Е-Е =E -Е, -и(М, -М,). 


根据 少 算 符 的 一 般 性 质 , 算 符 W lš # 5: rh ñj y 3 zb 1 ( I ф" 使 粒子 数 增加 
1). 所 以 ,在 矩阵 元 (8.1) 中 N. =N。-1, 因 此 ， 

Wn = E(N)~E (N+1) +u, (8.2) 
这 里 ,处 于 相应 态 中 的 粒子 数 是 以 宗 量 形式 表示 的 . 

为 了 求 出 对 坐标 的 依赖 关系 ,我 们 指出 :由 于 系统 的 均匀 性 , 当 相对 于 系统 
移动 任 一 距离 + 时, 它 的 算 符 的 矩阵 元 不 会 改变 . 但 是 ,这 并 不 意味 矩阵 元 根 
本 与 坐标 无 关 . 因为 y,, (7) 与 在 一 个 给 定 的 r=0 点 的 值 y,, (0) 的 区 别 涉及 两 
个 原因 :一 是 与 相对 于 系统 本 身 移动 的 距离 r- 有关 ;其 次 与 观察 点 向 空间 另 一 处 
的 位 移 有 关 ,这 时 也 改变 波 函 数 的 相位 . 为 了 消除 波 函 数位 相 的 这 个 变化 ,我 们 
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把 系统 移动 一 矢量 -r+, 也 就 是 把 平移 算 符 
T( -г) = er: P 
作用 到 系统 的 波 函 数 上 [ 式 中 P 为 系统 的 总 动量 算 符 ; 见 第 三 卷 (15. 13 ) 式 ]. 
经 这 些 运算 之 后 ,观察 点 又 回 到 起 始 的 空间 位 置 ,但 仍然 相对 于 系统 移动 了 矢量 
г. 和 插 阵 元 对 于 这 种 变换 的 不 变性 ,可 用 下 列 等 式 表 达 : 
(nly, (0) Іт) = (nle"'P"# (r)e ” "Im5. (8.3) 
如 果 系 统 处 于 n 和 m 态 上 具有 确定 的 动量 РТР, ,那么 
(nly, (0) 1m》= elkm "(п (г) т), 
因而 ， 
(пі, (t,r) т) = em hm) (ny (0) ту, (8.4) 
(nl $` (t,r)lm) = (ml (i,r) Іп) °, 
式 中 大 = P, - P... 
НА АТИ Е 5 Et 2 [|] у Е, ЖЖ 
物理 意义 更 明显 了 . 
由 于 函数 G(i,r) 的 “不 连续 ”定义 ,在 计算 G(w,p) 时 应 把 (7.22) 式 中 对 dt 
的 积分 分 为 由 - © 到 0 和 由 0 到 wo 两 个 积分 . 在 第 二 个 积分 里 ( 即 上 = 五 -t>0 
时 ) ,根据 矩阵 乘法 规则 将 定义 (7. 10) 展 开 ,我 们 有 : 


G(t,r) -二 Cu。 -也 У (01$. (Х,)1т) (тиф (X,) 10) 


( 按 系 统 的 全 部 量子 态 求 和 ). 将 (8.4) 式 代入 此 式 ,并 注意 到 在 基态 时 P =0, 
我 们 求 得 : 
Сбт) = -— > Кон. (0) Im) Ресто, ° (8,5) 
АН оо, = Е, (N) -E (N+1) +џ. 
在 (7.22) 式 中 [其 中 G(i,r) 由 (38.5) 式 确定 ] 对 空间 取 积 分 ,可 以 在 求 和 式 
的 每 一 项 中 得 到 8 函数 5(p -P,). 而 对 di(t >0) 积 分 时 ,为 了 保证 收敛 , 需 给 
о 增添 一 个 无 限 小 的 正 虚 部 , 即 以 o +i0 代替 o). 于 是 得 到 : 
= ; А _Р 
Jee = > 10014.00) т) те 


同样 ,可 以 算出 对 4 由 -om 到 0 的 积分 . 当 上 <0 时 ,代替 (8.5) 式 ,有 
G(t,r) => у [Ст (0) 10) [енот , (8.6) 


中 ”这 种 手续 类 似 于 量子 电动 力学 中 计算 格林 函数 的 方法 (对 照 第 四 卷 $75). 
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Не, = Е, (М-1) - Е (№) +u. 现在 算出 由 -wm 到 0 的 积分 ,并 将 两 个 积分 
加 在 一 起 ,可 得 : | 


_ (21) А.5(р-Р,) 
ор 2 > о - E. (N +1) +0“ 
В, 5(р+Р,) I 
"Do (М -1) -| s 
式 中 的 记号 
A, = 010,00) 1т) |, B, = | (ті, (0) 10) |°. (8.8) 
x W JE РАК ВУЛЕ РАФ. 
我 们 引信 激发 能 的 记号 : | 
set) =E (N+1)-E (N), =) =E (М) -E.(N-1). (8.9) 


它们 由 一 定 粒 子 数 的 系统 的 激发 能 级 与 多 一 个 或 少 一 个 粒子 系统 的 基态 能 
级 之 差 来 确定 . 上 标 ( + ) 和 ( - ) 表 示 这 些 能 景 : 
ë >ц, et") <и. (8.10) 
实际 上 ,只 要 注意 到 E(N+1) -E,(N)= ƏE,/əN =u(T =0 时 的 化 学 势 ) ,就 可 
以 写 出 ,例如 : 
st) =E (N+1)-E(N+1)+E(N+1)-E(N)~ 
=[E (N+1) -E,(N+1)] +u. 
但 根据 基态 的 定义 , 方 括 号 (其 中 两 个 能 量 都 属于 粒子 数 相 同 的 系统 ) 中 的 差 是 
正 的 ,因而 得 出 е, >р. 以 后 我 们 还 要 研究 定义 (8.9) 的 意义 ， 
ЕЖА (ЕЯ о 的 函数 ) 各 项 的 分 母 中 ,用 添加 土 i0 来 表示 各 该 项 极点 的 
移动 ,这 等 价 于 按 下 列 规则 @ 出 现 的 8 函数 型 的 虚 部 : 
1 
x + 10 


把 这 个 规则 应 用 到 (8.7) 式 ,我 们 便 求 出 格林 函数 的 实 部 : 


А„8(р-Р,) В,ӧ(р+Р,,) 
ReG(w,p) u а а (8. 12) 


ПАТЪН ВОЗ E pu Е Е st) -и>0, АННЕ et) - ш <0): 





=-P 一 下 im8(z)， (8.11) 


Ф 量子 场 论 中 类 似 的 展开 式 , 称 为 Kallan _ Lehmann 公式 (对 照 第 四 着 $104, $ 111). 
”对 照 第 三 卷 (43.10) 式 . 记号 表示 当 将 形 如 f(x)/(x+0) 的 表达 式 取 积分 时 ,该 积分 应 理解 
为 主 值 的 意义 ; 
ИСТЕ 


第 二 项 是 从 上 边 ( 或 从 下 边 ) 沿 半圆 周 环绕 极点 x= -~ 让 (或 x=i0) 时 产生 的 . 
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-4T У А,ё(р -— P. )8(o +h е1), Чо > 0; 


ImG(o,p)=  , ТТ 
4т У B,š(p + P)6(w + — Ee, ) , 当 w <.0. 


(8.13) 
由 此 可 见 , 总 有 
signImG(w,p) = - sign о. (8.14) 
现在 我 们 也 要 指出 当 w 一 % 时 函数 EC(o,P) 的 渐 近 行为 . 根据 (8.7) 式 有 


С(а,р) ~ >. [4.8(P -P,) +В.5(р+Р.)]- 
容易 证 明 ,1/w 的 系数 等 于 按 r, -7r, 展 开 
СФ. т): (вол) + (вр) (ак) =5( = r,) 


的 傅 里 时 分 量 , 即 等 于 1. 因此 
G(o,p)—1/e, *H |o l— o . (8.15) 
动量 表象 中 的 格林 函数 的 主要 性 质 是 : 它 的 各 极点 只 能 位 于 w = е, - М 
各 点 上 ,这 里 es, 是 用 上 述 方法 确定 的 系统 的 离散 激发 能 . 其 中 每 一 个 能 量 都 对 
应 于 系统 一 定 的 动量 值 P, ,这 表明 格林 函数 的 每 一 个 极点 项 中 都 存在 相应 的 5 
函数 . 
然而 这 里 使 我 们 感 兴趣 的 是 宏观 物体 的 格林 杯 数 . 就 是 说 , 当 给 定 有 限 的 
比值 NAV 时 ,要 研究 体积 了 和 粒子 数 N 都 趋 于 无 穷 大 时 的 极限 情况 . 在 该 极限 
情况 下 ,系统 能 级 间 的 距离 趋 于 零 ,这 时 函数 G(w,p) 的 极点 将 汇合 在 一 起 ,并 
ИЙИ о + 内 时 ,该 函数 才 有 虚 
. 但 是 有 些 激发 例外 ,在 这 些 激发 中 宏观 系统 的 总 动量 忆 可 以 只 用 具有 确定 
aa 2(Pp) 的 一 个 准 粒子 来 描述 (注意 系统 处 于 基态 时 P=0); ХЕЕЕ 
对 应 于 格林 函数 的 各 孤立 极点 . 
. 如 果 动 量 p 是 由 阁 干 个 准 粒 子 的 动量 组 成 的 , 则 系统 的 能 量 就 不 能 由 р 单 
值 地 确定 ,因为 系统 给 定 的 动量 可 由 诸 准 粒子 的 动量 以 不 同 的 方式 组 成 ,并 且 这 
些 准 粒 子 的 总 能 量 取 遍 一 系列 的 连续 值 ;而 对 所 有 这 些 状态 求 积分 便 消除 极点 . 
所 以 , 准 粒 子 的 色散 律 [B. Л. Бонч - Бруевич ,1955 ] 决 定 于 方程 
G (ce -pp) =0. (8.16) 
我 们 着 重 指出 ,按照 (8.9) 式 求 激 发 能 的 方法 ,正好 相当 于 朗 道 理论 中 准 粒 
子 能 量 的 定义 . 事实 上 ,能 量 差 e'… 是 给 系统 增加 一 个 粒子 时 能 量 的 变化 ;我 们 
把 所 有 这 种 变化 都 归属 为 一 个 准 粒 子 , 就 可 根据 (1. 3) 式 求 出 2. 同样 ,es E 
从 体系 中 取出 一 个 粒子 时 能 量 的 变化 ,因此 se, "是 被 取出 的 准 粒 子 能 量 ， 所 以 
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自然 是 e4”<h, 因 为 在 朗 道理 论 中 , 准 粒子 只 能 从 费 米 球 内 部 被 去 掉 山 . 
由 于 所 有 列 入 展开 式 (8.7) 中 的 激发 态 , 都 是 从 基态 上 增添 或 去 掉 一 个 粒 


子 ( 具有 六 自 旋 ) 而 得 到 的 ,显然 ,对 于 费 米子 系统 ,格林 函数 的 极点 只 能 确定 


费 米 型 的 元 激发 谱 . 玻 色 支 怎 样 确定 ,将 在 下 面 的 $18 中 论述 . 

借助 具有 e 与 p 的 一 定 关系 的 准 粒 子 概念 来 描写 宏观 体系 的 能 谱 , 只 是 一 
种 近似 的 描写 , 它 的 精确 度 随 ls -人 1 的 增 大 而 下 降 . 对 独立 的 准 粒 子 图 像 的 偏 
离 ,是 格林 函数 的 极点 在 复数 域内 移动 时 出 现 的 ,这 时 s(P) 变 成 复 的 . 根据 量 
子 力学 的 一 般 规 则 ( 见 第 三 着 $134), 复 能 级 表示 系统 激发 态 的 寿命 7 是 有 限 
НУ (т -1/Па sl) . 数值 Im £ 本身, 是 描述 准 粒 子 能 量 值 的 “弥散 ”程度 (能 级 
宽度 ) 的 . 当然 这 种 解释 仅 在 恕 部 充分 小 即 1Im el << 1e -nl 的 条 件 下 才 有 意 
Х. 在 $1 中 曾 说 过 ,这 个 条 件 实际 上 对 于 系统 的 弱 激 发 态 成 立 , 因 为 |Im < | < 
l/rx (p~pr) ,同时 Re(e -м) < Ip 一 pr 

Im е 所 需 的 正 负 号 ,由 格林 函数 虚 部 的 符号 规定 来 保证 . 其实, 这 个 函数 在 
自己 的 极点 附近 具有 如 下 形式 : 

Z 
ш+и-=(р)’ 
并 且 和 常数 Z>0, 这 是 由 展开 式 (8.7) 中 系数 4, ,B, 的 正定 性 得 出 的 ;与 量子 电动 
力学 一 样 ,Z 通常 叫做 重 整 化 常数 . 格林 函数 的 虚 部 为 


` Im С= 28 = 
|w + — | 


注意 ,该 表达 式 与 数值 w=e -人 有 关 , 把 它 的 符号 与 规则 (8. 14) 作 对 比 , 便 得 出 
Ime<0 当 Ree>h, 


С(о,р) = (8.17) 


8.18 
Ime>0 3 Ве є <и. 


实际 本 应 如 此 ,因为 在 (8.9) 式 中 的 es 和 es 两 种 情况 下 ,Im = 的 这 种 符号 相 
应 于 给 激发 态 能 量 E 补 加 一 个 正确 的 负 虚 部 . 

关于 格林 函数 的 解析 性 质 ,我 们 在 $36 中 还 要 讨论 ,那里 ,一 开始 便 对 任意 
温度 的 一 般 情况 来 研究 这 个 问题 . 
$9 理想 费 米 气体 的 格林 项 数 

为 了 举例 说 明 上 一 节 所 讨论 的 普遍 关系 ,我 们 来 计算 理想 费 米 气体 的 格林 
РЖ. 


中 ”应当 注意 ,在 准 粒子 能 量 em" 的 定义 中 ,系统 激发 能 级 是 带 负 号 的 ， 与 此 相关 还 有 :这 些 准 粒子 
的 动量 p = -下 ,这 一 点 由 展开 式 (8.7) 的 相应 项 的 6 函数 8(p + P. ) 中 便 可 看 出 . 


- 36. 第 二 章 7=0 时 费 米 系统 的 格林 函数 


巷 定 请 费 米 少 算 符 ,总 可 以 按 函 数 少 .(r,c) 的 完全 集合 展 成 如 下 形式 ; 
ф.(г) = У &„ф„(г,о). (9.1) 


函数 y,。(r,o) 是 动量 为 p, 自 旋 投 影 为 o 的 自由 粒子 的 自 旋 波 函 数 , 即 按 平 面 
该 


(го) =V u (c )e"' (9.2) 
的 集合 展开 [i (o) 是 用 条 件 ии" = 归 一 化 了 的 自 旋 幅 ]; 这 样 选取 的 函数 
小 ,与 系统 中 粒子 的 真实 相互 作用 无 关 . 


但 是 ,对 于 无 相互 作用 的 粒子 系统 ,也 可 以 把 海 森 伯 由 算 符 写成 显 形式 . 在 
这 种 情况 下 ,由 检定 刘 绘 景 过渡 到 海 森 伯 绘 景 ,可 归结 为 对 (9.1) 中 求 和 式 的 每 
一 项 引入 相应 的 时 间 因 子 : 


更 (t,r) 一 ар (гс) ехр | (2-и) |. (9.3) 


这 一 点 是 不 难 证 实 的 ,只 要 注意 到 海 森 伯 算 符 的 矩阵 元 对 i—f 的 任何 跃迁 都 应 
包含 因子 exp[ -i(Ei — E, )t] ,这 里 Ei ,Ej 分别 为 初 态 和 末 态 的 能 量 ( 在 这 种 情 


况 下 ,就 是 哈密 顿 量 П-и 的 本 征 值 ). 对 于 在 pa 态 中 粒子 数 减少 1 的 路 
迁 ,能 量 差 E' - ;=p?/2m -4, 因 此 上 述 要 求 便 得 到 满足 . 

但 是 ,更 为 方便 的 不 是 按 定义 (7. 10) 并 用 (9. 3) 式 来 直接 计算 格林 函数 ,而 
是 首先 将 这 个 定义 归 之 与 其 等 价 的 微分 方程 ,为 此 ,将 函数 G U (X, - X.) t £S 
商 ,此 时 要 考虑 该 函数 在 i, = 点 是 不 连续 的 . 实际 上 根据 定义 (7. 10) ,函数 的 
跃 变 


_ G 


«В Ре ав ЕТ 


Св) 
= -i (ит, ) 9 (a, ‚Г. ) +7; (t г) Ф, (t, "52 
或 由 于 (7.3) 式 由 


[Св] = - 6 (r, -г, ). (9.4) 
ЕЖА НУ , Н РЕЛЕ ВАЖНЫ [С 1504, -与 ) 的 项 ， 所 以 
2с, - ку, Vs (X,)) —i6 8(r, -—r,)8(t, -1,). (9.5) 


对 于 目 由 粒子 系统 , 海 森 伯 乡 算 符 满足 方程 


se is ae 
Di _ 2т а Иа 


[对 照 (7.8) 式 ]. 将 这 个 微 商 代入 (9.5) 式 ,并 再 运用 定义 (7. 10) ,我 们 便 得 到 





Ф 我 们 强调 一 下 ,这 个 路 变 的 大 小 根本 与 粒子 的 相互 作用 无 关 ! 


$10 费 米 液体 粒子 按 动量 的 分 布 . 37. 


Mr K ВИ ХНУ Jy : 


(二 + 人 +] 6 (r) =5(1)8(г). (9.6) 


这 里 已 假定 С =6.С“, В G 的 上 标 (0) 代 表 粒 子 之 间 不 存在 相互 作用 . 
现在 我 们 对 此 方程 进行 傅 里 叶 变 换 : 


(о -2 tp J G° (w,p) =1. 
H 4 98 ZE 16 $K PR ХНУ ,应 给 w 增加 一 个 无 限 小 的 虚 部 ,以 使 G 的 虚 部 具有 
正确 的 符号 [适应 于 (8.14) 式 ]: 


2 本 
(0) TT. а 
G (о,р) = [о 5 +, +0 sign o | š (9.7) 


这 个 表达 式 的 极点 是 在 w +u = e(p) =p /2m 的 附近 ,其 根据 是 :在 理想 气体 中 ， 
准 粒子 与 真实 粒子 是 一 致 的 .理想 费 米 气 体 的 化 学 势 Jy =p;/2m， 对 于 弱 激 发 
态 ,p 近似 于 ps ,因此 可 使 p/2m~ +u, (p -pe) 《其 中 wv =pr/m) ,于 是 对 这 些 
态 可 将 格林 函数 重 写成 如 下 形式 : — 
С° (о,р) = [о -о(р-ру) +10 + ѕівп o]  . (9.8) 
当 函 数 6“ 参 与 任何 积分 时 ,其 分 母 存在 无 限 小 的 虚 部 只 当 接 近 极 点 [ 即 当 
o= (р -pi)] 时 才 重 要 . 在 这 个 意义 上 ,可 以 把 (9.7) 式 中 的 sign o 换 成 
sign(p -pr) ,并 将 6 写成 如 下 形式 : 
С (о,р) = [о -р/2т + +10 · sign(p —p,+)] `. (9.9) 
这 种 代 换 的 重要 性 在 于 在 (9.9) 式 中 СЕЯТ о 在 整个 平面 内 唯一 解析 的 
”函数 ,并 且 可 以 运用 解析 函数 论 方法 去 计算 积分 . 
这 样 ,为 了 计算 积分 (7.23 ) (粒子 按 动量 的 分 布 ) ,在 不 等 于 零 的 负 上 情况 
下 ,我 们 用 上 半 平 面 内 无 限 远 的 半圆 周 来 封闭 积分 路 线 (o 的 实 轴 ) (之 后 可 以 
№:=0). 积分 
1 dw 
ИЕ Е -p'/2m +u +10 - sign( p — pr) 
现在 可 以 用 被 积 式 在 上 半 平 面 内 极点 的 留 数 来 决定 . 当 p >ps 时 ,这 种 极点 就 不 
存在 了 ,因此 N(p) =0. 如 果 p <ps, 则 我 们 求 得 N(p) =1 对 于 理想 费 米 气 
体 的 基态 ,本 应 是 这 样 . 


$10 ” 费 米 液体 粒子 按 动量 的 分 布 


关于 费 米 液体 的 格林 函数 ,当然 不 能 像 对 费 米 气体 所 做 的 那样 算出 一 般 形 
式 来 . 但 是 ,在 $1 中 已 断定 费 米 液体 具有 所 描写 的 能 谱 类 型 ,表明 费 米 液体 的 
格林 函数 在 





«За, 第 二 章 T=0 时 费 米 系统 的 格林 函数 


@ =e(p) —= u (p -pr), OF = py/m` (10.1) 
附近 有 极点 . 换言之 ,可 以 把 它 表 为 下 列 形式 ; 
С(ш,р) = 2 +g(w,p), (10.2) 


式 中 g(o ,p) М (10. 1) АВ АН Ж. 对 (8. 17) 式 已 指出 ,系数 Z( 函数 
G 在 极点 的 留 数 ) 是 正 值 . 

由 表达 式 (10.2) ,能 够 得 出 关于 液体 粒子 (不 是 准 粒 子 !1) 按 动量 分 布 性 质 
的 有 趣 的 结论 . 这 就 是 我 们 沿 费 米 球 敬 的 两 侧 算 出 分 布 匡 数 (р) (ЗЕЕ, 
只 与 的 绝对 值 有 关 ) 的 数值 之 差 , 即 求 出 当 g = +0 时 差 数 

N(pr -q) - М№р +q) 
的 极限 值 . 

ЩЖ (р) ЧИЖ ЖР Ж 
(7.23 ) 式 的 积分 表达 出 来 (图 1). 由 于 函数 
g(w,p) 是 有 限 的 ,可 以 预见 它 的 积分 之 差 当 
q—0 时 将 趋 于 零 . 因此 ,只 研究 (10.2) 式 中 各 
极点 项 积分 之 差 也 就 是 够 了 . 由 于 在 积分 时 分 
母 中 i 项 只 在 极点 附近 才 是 重要 的 ,所 以 $9 
中 已 指出 ,可 将 sign о 换 写 成 sign(p -ps). 于 


М) 





` 图 1 
是 我 们 有 
A dw 
N(ps -q) - N(ps +q) = il. . — 


(НР Е BJ R yr E СОВУ, АТД t= -0 的 因子 e “可 以 从 积分 中 略 去 ). 
现在 用 无 限 远 的 半圆 周 ( 随便 哪个 半 平 面 内 的 半圆 周 ) 来 封闭 积分 路 线 ,我 们 求 
得 整个 积分 等 于 Z 并 与 4 无关. 因此 有 
N(pr -0) - №р, +0) = Z (10.3) 
ГА. Б. Мигдал ‚1957 ]. 
上 面 我 们 已 经 指出 ,Z >0. HT N(p) s1,BY UU (10.3) К = В 
0 <Z<1 (10.4) 
(并 且 仅 在 理想 气体 的 极限 情况 下 才能 达到 Z =1 的 值 ). 
因此 ,了 =0 时 费 米 液体 中 粒子 按 动量 的 分 布 ,如 在 气体 中 的 情况 一 样 在 费 
米 球 面 处 有 跃 变 ,并 且 从 球 内 向 球 外 方向 减 小 . 但 是 ,与 气体 情况 不 同 的 是 ,路 
变 的 值 是 小 于 1 的 ,甚至 当 P>Ppr 时 ,函数 W(P) 仍 不 等 于 零 ,如 图 1 中 的 实 线 曲 
线 所 示 ( 虚 线 相 应 于 气体 ). 


$11 由 格林 函数 计算 热力 学 量 
知道 了 系统 的 格林 函数 ,就 足以 描写 它 的 热力 学 性 质 . 当 了 =0 时 ,这 些 性 


$12 相互 作用 绘 景 中 的 儿 算 符 . 39. 


质 可 以 用 系统 的 能 量 (与 基态 能 量 Е) 与 密度 N/V 的 关系 表达 出 来 . 
解 方程 (8.16) 之 后 便 确 定 了 准 粒 子 的 色散 律 =。(p) ,这 种 关系 可 以 利用 
等 式 
e(pr) = 人 (11.1) 
求 出 . 由 于 р, 5 МУ 的 关系 是 已 知 的 ,根据 (1.1) ， 
pr=(3m) (М/И), (11.2) 
ЗБ (11.1) Е ТЖ z ( N/V) [尽管 这 是 隐 范 数 形式 ,因为 一 般 说 来 色散 律 
=(рр #28 џ]. 当 T=0( 因 此 $=0) 时 ,化 学 势 j = (9E6/9N)y; 将 上 述 等 式 
取 积 分 ,我 们 可 得 待 求 的 能 量 


Е, = | „(25) ам (11.3) 


(У N =0 В, ВЖЕ, =0). 

描写 7=0 时 热力 学 性 质 的 另 一 种 方法 是 计算 热力 学 势 .根据 普遍 的 定 

义 ( 见 第 五 着 $24) ,热力 学 势 Q = E — TS -jpN = - PY, 它 的 微分 0 = — Sa? - 
Nau; 当 T=0 时 ,也 有 5=0, 于 是 这 两 个 表达 式 归结 为 

0=Е-и\, (11.4) 

40 = – Ма. (11.5) 

我 们 记得 ,依据 热力 学 势 0 的 意义 , 它 描写 体积 /为 常数 时 系统 的 性 质 

通过 格林 函数 表示 0 的 一 种 简易 方法 ,是 运用 NAV 与 G 的 (7.24) 式 关系 

将 (7.24) 式 的 N 代入 (11.5) 式 ,并 对 ди 进行 积分 ( 当 了 = 常数 时 ) ,因为 当 j = 
0 时 仍 有 2 =0, 我 们 得 到 

Оки) =2iv |" ди lim ССо,р)е бо 


о (11.6) 


$12 相互 作用 绘 景 中 的 小 算 符 


相互 作用 粒子 系统 的 格林 函数 ,当然 不 能 以 一 般 的 形式 计算 出 来 . 但 是 有 
一 种 数学 方法 (类 似 于 量子 场 论 中 的 图 技术 ) 可 以 按 粒 子 相互 作用 能 的 寡 级 数 
形式 将 它 算 出 来 . 并 且 级 数 的 每 一 项 都 通过 自由 粒子 系统 的 格林 函数 和 相互 作 
用 算 符 表达 出 来 . 

除了 算 符 的 海 森 伯 绘 景 之 外 ,我 们 还 引入 另 一 种 绘 景 ,在 这 种 绘 景 里 算 符 与 
时 间 的 关系 不 决定 于 系统 的 真实 哈密 顿 量 

Я’ = Н’® , p< R° _ Ñ + V 
(站 是 相互 作用 算 符 ) ,而 决定 于 自由 粒子 的 哈密 顿 量 В’. 
Ü. (#,г) =ехр(1Й'®) 1) ф(г)ехр( - if). (12.1) 


. 40. 第 二 章 T=0 时 费 米 系统 的 格林 沙 数 


我 们 将 用 下 标 0 来 标记 该 绘 景 ( 即 所 谓 相互 作用 绘 景 ) 中 的 算 符 和 波 函 数 ,以 示 
区 别 . 如 将 格林 函数 通过 算 符 9, (代替 海 森 伯 算 符 多 ) 表达 出 来 ,我们 便 做 到 了 
ВСК G 这 一 目的 的 第 一 步 . | 
在 这 一 节 里 ,我们 用 记号 @( 或 wp) 代表 “占有 数 空 间 ” 中 的 波 函 数 (以 区 别 
于 坐标 波 函 数 全 或 y) ;二 次 量子 化 算 符 就 作用 在 这 些 波 函数 上 . Фон 
绘 景 中 的 波 函 数 , 它 与 时 间 的 关系 决定 于 波动 方程 
i = (RO y (12.2) 
在 海 森 伯 绘 景 中 ,所 有 时 间 关 系 都 转 到 算 符 上 ,而 系统 的 波 函 数 则 与 时 间 无 关 : 


$= 常数 . 在 相互 作用 绘 景 中 , 波 函 数 四, 依赖 于 时 间 ,但 这 种 依赖 关系 只 与 系统 
中 粒子 的 相互 作用 有 关 ,并 决定 于 方程 


io =, (#)Ф, (1) (12.3) 
式 中 
Г, =ехр( 11") #) Vexp( -1'® 1). (12.4) 


它 是 这 个 绘 景 中 的 相互 作用 算 符 [ 简单 地 把 更 换 成 7,8 (7. 6 一 7.7) 形 式 的 
算 符 过 滤 到 这 个 绘 景 中 ]. 注意 ,只 要 根据 (12. 1) 式 变换 算 符 , 即 相应 于 按照 


Ф, =exp(iH' Vp, = (12.5) 


”变换 波 函 数 ( 见 第 三 卷 § 12) , 便 不 难得 到 方程 (12.3). [考虑 到 (12.2) 式 ,并 对 


上 式 取 微 商 则 得 方程 (12.3)@1]. 
基于 方程 (12. 3) , 函数 Ф, (i) 在 两 个 无 限 接近 时 刻 的 值 由 下 列 等 式 相 
联系 : 
Do(t+8t) =[1 -idt: V(t)] Bo(t) =ехр{ ~idt: V, (4) 5, (i). 
相应 地 ,$B 在 任 一 时 刻 1 的 值 可 以 通过 某 一 初始 时 刻 r. (r, <1t) 的 值 表达 成 
Ф,(1) = (2,1) Ф, (t), (12.6) 


式 中 S(1,10) = || exp{ -is V. (в) 1. (12.7) 


t; = to 


并 且 ,此 乘积 中 请 因子 显然 是 按时 间 增长 的 次 序 从 右 向 左 排列 的 ;对 加 和 上 之 
间 一 切 无 限 小 区 间 бг 的 乘积 是 有 极限 的 . 如 果 У, (г) 是 普通 的 函数 , 则 这 个 极 
限 将 简单 地 归结 为 


Ф 方程 (12.3) 与 第 四 卷 的 方程 (73.5) 是 相同 的 ,在 下 面 求解 方程 的 过 程 中 还 将 重复 第 四 卷 $73 
的 叙述 . | 
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exp{ - (0,00) а}. 
但 这 种 归结 要 根据 不 同时 刻 因 子 的 可 对 易 性 ,后 者 指 的 是 :由 (12.7) 式 中 的 乘 


积 过 渡 到 指数 中 的 求 和 . 对 于 算 符 У, (1) , 则 没有 这 种 对 易 性 ,因而 不 可 能 归结 
为 通常 的 积分 ,代替 积 分 式 可 以 把 (12.7) 式 写成 符号 形式 : 


806,00) = Texp{ - 3 Ў, (2) 4 (12.8) 
这 里 T 是 与 (12.7) 式 相同 顺序 中 因子 的 编 时 排列 符号 ， 即 由 右 向 左 表示 时 间 增 
长 的 顺序 . 
算 符 $ 是 么 正 的 ($-: =8* ) ,并 具有 明显 的 性 质 ; 
S(r5,t,)ŠS(t, t) =Š(t,,t,), 
$- ‘(1,8 )5- (а) =5- (ó). (12.9) 
为 了 简化 以 下 的 讨论 ,我 们 作 一 个 纯 形式 上 的 假定 (不 反映 在 最 后 结果 


中 ) , 即 相互 作用 Ӯ, (2) АЭ] г = - оо 到 有 限 的 时 间 浸 渐 地 “引入 ”, 并 在 := 
+o 上 时 又 浸 渐 地 “除去 ”. 这 样 , 当 二 -om 到 引入 相互 作用 之 前 , 波 函 数 Ф, (t) 
与 海 条 伯 波 函数 Ф 是 一 致 的 . 在 (12.6) 式 中 , 令 避 = -om ,可 得 


(ti) =Š(t, -®)Ф. (12.10) 
因此 ,建立 了 两 个 绘 景 波 函 数 之 间 的 关系 ,我 们 也 就 确定 了 算 符 的 变换 规律 ,其 
中 包括 小 算 符 的 变换 规律 : 
=S (r, -ю )P S(t, – о). (12.11) 
由 于 Š 的 么 正 性 ,所 以 算 符 多 * 也 按 同 样 规律 变换 . 
现在 我 们 把 格林 函数 用 相互 作用 绘 景 的 东 算 符 表 达 出 来 @. 令 , >t, р 
Ga (X,,X,) = -i( p. (в) (0,)) = 
= -i(Š`!(t, -®) $ (t )Š(t -— e )Š (r, — ә) x 
x Ph (2,) 500, -®)). 
根据 (12.9) 式 ,我 们 有 
Ян, -® (в, o) =ŠS(i,5)ŠS(r, o )ŠS (в, -ю) = 
| = S(t ,t,), 
$ (н, -wm)=8 (в, -®)5-1( в) (ә) = 
=5'(®,-®)95( 1). 


Q 这 个 推导 重复 了 第 四 卷 3103 中 的 讨论 . 
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将 它们 代入 前 一 个 表达 式 , 则 得 
G. (X, ‚Х,) = 1457 ( Wm вае )Š( "° п), (t) SH ,tb ) ka (&)5( ,-%)). 
把 算 符 Š 理解 为 (12.7) 式 的 乘积 时 ,我 们 看 到 ,平均 值 表达 式 中 从 第 二 个 因子 


起 的 所 有 因子 都 是 按 由 := - 到 := 的 编 时 顺序 从 右 向 左 排列 的 . 因此 可 以 
写成 
G. (X,,X,) = -i(S TE W(t ) Pot,)5]). (12.12) 
式 中 的 记号 
$ = 8, -wu)= Texp{ -i Я, (га. (12.13) 
当 旺 < 如 时 ,计算 方法 与 上 述 算法 的 区 别 只 在 于 记号 的 不 同 , (12. 12— 
12. 13 ) 式 的 最 后 结果 ,对 任意 的 ,都 是 正确 的 . | 
以 上 所 作 的 变换 与 系统 在 什么 状态 上 进行 平均 是 无 关 的 . 但 是 ,如 果 对 基 
态 进行 平均 [如 (12. 12) ] ,变换 还 可 以 继续 推广 ， 对 此 我 们 指出 , 浸 渐 引入 或 浸 
渐 除去 相互 作用 ,如 同 任何 浸 渐 微 扰 一 样 都 不 能 引起 量子 系统 发 生 能 量 改变 的 
跃迁 ( 见 第 三 卷 $41). 因此 ,处 于 非 简 并 态 ( 基 态 也 是 这 样 的 态 ) 的 系统 ,仍旧 


留 在 原来 状态 ， 换言之, 算 符 $ 作用 在 波 函数 @ = Ф,(- о) Е НФ 
以 (对 状态 无 关 紧要 的 ) 一 个 相 因 子 一 一 算 符 5 在 基态 的 平均 值 : $6 = (5) Ф. 
№ B'5-! =(S)@' 也 是 如 此 ， 这 样 ,我 们 最 终 得 到 了 通过 相互 作用 绘 景 的 算 
符 所 表达 的 如 下 格林 函数 公式 外: 

iG (X, ,X,) 01 ФОХ) 0,81). (12.14) 


按 这 个 绘 景 的 意义 ,(12.14) 式 是 对 自由 粒子 系统 的 基态 进行 平均 的 . 事实 


上 , 算 符 包 的 性 质 与 无 相互 作用 时 海 森 伯 算 符 多 的 性 质 相同 . 而 海 森 伯 波 函 数 
Ф 与 时 间 无 关 , 因 此 它 与 1= - < (这 时 不 存在 相互 作用 ) 时 的 自身 值 相合 .所 
以 ,例如 


(ТФ. ОХ) М(Х.) =16% (X, ,X,) (12.15) 
就 是 无 相互 作用 粒子 系统 的 格林 函数 . 
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(12.14) 型 的 符号 表达 式 的 意义 ,在 于 有 可 能 容易 写 出 按 乡 的 者 展开 的 数 


Ф 应 当 指出 ,(12.14) 式 中 关于 符号 有 一 个 约定 ;虽然 符号 了 在 公式 中 出 现 两 次 (一 是 以 显 形式 ,二 
是 包含 在 S 的 定义 中 ) ,但 实际 上 乘积 中 所 有 因子 都 应 按 统一 的 编 时 顺序 排列 . 
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列 之 各 项 . 例如 
(7%. (0 #8) - 
ха 本 „| аз (TŠ, (X) ФХУ, (t): ). 
(13.1) 


而 ($) 的 表达 式 不 同 于 上 式 的 地 方 , 仅 在 于 了 乘积 记号 后 没有 因子 9. 8 


们 已 经 指出 过 ,相互 作用 绘 景 中 的 算 符 六 (1) 是 将 (7.7) 式 中 所 有 的 Ў 它 
而 得 出 的 . 因此 ,计算 (13. 1) 展开 式 数列 的 各 个 项 ,归结 为 计算 自由 粒子 不 同 数 
量 的 少 算 符 的 了 乘积 对 基态 的 平均 值 . 

这 些 计算 ,在 很 大 程度 上 是 借助 图 技术 规则 而 自动 进行 的 ,不 过 这 些 规则 与 
被 研究 的 物理 系统 的 性 质 有 重要 关系 . 这 一 节 所 叙述 的 图 技术 是 关于 非 超 流 费 
米 系统 的 . 其 中 假定 相互 作用 是 粒子 成 对 式 的 ,并 与 自 旋 无 关 . 相应 的 相互 作 
用 算 符 为 : 

Ў (0) -> б от) ољ) Un гуф Gr.) $, (rir, )d x d x,. 
(13.2) 

式 中 U(r, -7,) 为 两 个 粒子 的 相互 作用 能 [我 们 省 咯 了 YY 各 的 上 标 (2)]. 

借助 维 克 定 理 可 以 算出 少 算 符 乘积 的 平均 值 , 该 定理 的 内 容 是 @; 

任意 数目 成 对 算 符 V B 它 * 乘 积 的 平均 值 , 等 于 这 些 算 符 一 切 可 能 的 成 对 
平均 值 ( 收 缩 ) 乘 积 之 和 . 每 一 对 算 符 的 先后 次 序 与 原始 乘积 中 的 一 致 . 求 和 式 
中 每 一 项 的 符号 决定 于 因子 ( - 1)”, 这 里 PP 是 算 符 的 置换 次 数 ,进行 这 些 置 换 
是 使 所 有 被 平均 的 算 符 都 并 排 在 邻接 的 位 置 上 . 

只 有 包含 一 个 算 符 多 和 一 个 算 符 k: 的 收缩 才 不 为 零 , 因 为 在 对 角 和 矩阵 元 
中 ,一 切 被 算 符 多 消灭 的 粒子 应 重新 被 算 符 t 产生 ， 由 此 可 见 ,在 一 些 少 算 符 
的 乘积 中 如 果 只 包含 相同 数目 的 算 符 РЖ * ,该 乘积 的 平均 值 才 能 不 等 于 零 . 

将 维 克 定 理应 用 于 了 乘积 的 平均 值 , 则 该 平均 值 就 能 通过 成 对 的 了 乘积 的 
平均 值 [根据 (12. 15) 式 , 即 通过 自由 粒子 格林 函数 ] 表达 出 来 . 下 面 计算 相互 
作用 粒子 系统 格林 函数 的 一 级 修正 . 


我 们 预先 指出 ,按照 维 克 定 理 将 公式 (12. 14) 分 子 中 的 表达 式 展开 时 ,例如 
会 出 现 如 下 形式 的 一 些 项 : 


(ТУ, X1) Bi (Х,)) (8) =iG 9) (X, ,X,) (8) (13.3) 


Q 为 了 不 中 断 叙 述 ,我 们 把 这 个 定理 的 证 明 放 在 本 节 之 末 . 
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在 这 些 项 中 ,一 对 (相对 于 $) 的 “外 部 ”y 算 符 之 间 是 收缩 的 ,而 (5) 的 表达 式 


( 它 的 展开 式 的 每 一 项 中 ) 只 含 “内 部 ” 算 符 之 间 的 收缩 ， 因 子 (5) 可 被 (12. 14) 
式 中 的 分 母 完 全 约 去 ,因此 所 有 这 些 项 简便 地 给 出 了 “无 微 扰 的 格林 函数 
iç. 


在 (13. 1) 式 中 保留 展开 式 的 前 两 项 ,将 (13.2) 式 代 人 并 变换 变量 ,我们 得 


到 
iG (X, ,X,) 一 iC6 +160. 
式 中 
GW = - > (TÜ, (X,) P ( X,) x 
x |. did3xs d Фу (2л, ) bz (tr Ur г), (tT) bo (r.r,)). 
为 了 把 公式 写 得 更 紧凑 一 些 ,我们 引入 记号 
| U(X, -Х,) =U(r, —r,)8(t, -t,), (13.4) 
于 是 中 | 


бы’ = = > | (ТУ, ГА $; LA Ф.Ф, ? U, d X,d*X, » 
хф аХ = dtd° x. 
Z Y kia E yay EBR 32 ,我 们 分 别 写 出 算 符 ,并 画 出 所 有 需要 收缩 的 方式 : 
С) тесаено — ——— 
( P, V, W, p; DDD W; W Ч, + W, W; Wi Ч, DD, + 
Wa w 
NS рат 
А + P,P PP PD. 
——— — м; 
—_— 


根据 上 边 所 述 , 含 多 多 * 收缩 的 各 项 已 被 略 去 .成 对 收缩 的 (用 弧 线 联结 
的 ) 算 答应 置换 到 彼此 邻接 的 位 置 . 例如 ,所 写 出 的 第 一 项 表示 下 列 乘积 : 
(TY ) (TY: $.) (TY Y,), 
而 最 后 一 项 表示 
- (TF, Ф) (TE: Ф, у (ТФ, ). 
不 同宗 量 小 算 符 的 收缩 ,可 根据 下 列 式 子 代 换 : 


Ф 此 后 ,为 了 简化 特别 烦琐 的 表达 式 的 书写 ,我们 约定 略 去 于 的 下 标 , 而 用 数字 下 标 1,2,… ,来 标 
ПЖ х 和 自 旋 下 标的 总 体 : 
到 =У, (Х,), =, Х,), 
Gu =б(Х,,Х,), О = U(X, -Х,). 
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ЧР: = (TÜ, $; ) =i6G5,, Ф.Ф, = -ic ,等 等 

相同 宗 量 y 算 符 的 收缩 , 乃 是 理想 气体 中 粒子 数 的 空间 密度 (用 n” 标 

记 ) ,该 密度 可 理解 为 化 学 势 的 函数 由， 
(°) =п (п) бы (13.5) 
所 以 可 得 | 
0 = 二 人 id DC - capa - Сре? + 
+i) GG + 1209260026002], 

这 四 项 两 两 相等 ,它们 的 区 别 仅 在 于 积分 变量 X 和 X. ji S 7. 因 之 因子 
1/2 消失 ,所 以 格林 函数 的 一 级 修正 只 包含 两 项 ， 


іСі) = | И [т Си’ бы’ - Сз бы Ge |9,4“ Х,. (13.6) 
借助 如 下 的 费 曼 图 可 以 用 图 解法 方便 地 表示 出 这 些 项 的 结构 : 
和 
2-5, (13.7) 
1 4 2 | 3 4 2 


在 这 些 图 中 , 实 线 4 一 2 表示 收缩 图, 更 ' ( 即 函 数 iG) ;数字 表示 变量 X,#ll Х, 
ВО ,收缩 的 算 符 与 这 些 变量 有 关 ,而 箭头 的 方向 与 收缩 中 从 多 + 到 多 的 方向 一 


致 . 依赖 于 相同 变量 的 两 个 算 符 的 收缩 更 * 包 ( 即 粒子 数 密度 п) ,相应 地 用 
“自身 封闭 的 " 实 线圈 图 表示 .虚线 3 --- 4 表示 因子 U,,. 图形 的 各 内 点 ( 线 的 
交点 ) ,是 指 按 它 们 标记 的 所 有 变量 取 积 分 ， 图形 “外 端点 "标记 的 变量 (X, 和 
X,) 仍 是 自由 的 . 

例如 ,由 (13.3) 式 得 出 的 各 一 级 项 ,将 用 被 分 解 为 两 个 独立 部 分 一 “直线 
ВС) 和 实 线 封闭 圈 图 表示 : 


仔细 考虑 算 符 的 收缩 方式 和 相应 的 图 形 结构 ,就 能 了 解 普 遍 规 则 的 来 历 ,因为 在 
微 扰 论 的 一 切 级 中 ,(12. 14) 式 中 因子 (S) ”的 作用 归结 为 :只 需 考 虑 有 两 个 外 
线 的 “相连 "图形 ,这 些 图 形 不 包含 “不 相连 的 "无 外 线 的 圈 图 .后 者 与 图 形 的 其 


Ф 这些 收缩 总 是 出 自 于 同一 个 相互 作用 算 符 了 中 的 步 算 符 . 因此 ,在 这 些 项 中 多 * 总 是 排 在 ФН 
左边 . 
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它 部 分 均 不 相连 ( 既 无 实 线 相连 也 无 虚线 相连 ) (对 照 量 子 电 动力 学 中 类 似 的 情 
况 一 一 第 四 卷 $ 100). | 

在 (13.6) 式 中 消去 系数 1⁄2 反映 了 一 个 通则 :无 须 考虑 出 现在 (13. 1) 展开 
式 中 各 级 项 的 因子 1/n!, 也 无 须 考虑 来 自 (13.2) 式 中 系数 1⁄2 的 因子 2- 
的 确 ,n 级 图 形 每 个 都 包含 着 п 条 虚线 i---k， 消 去 因子 lAn! E HT il Y + 
同 的 项 ,这 些 项 是 沿 所 有 n 条 虚线 置换 一 对 指标 i,k 而 得 到 的 ,消去 因子 2" 是 
由 于 在 每 一 条 线 两 端点 之 间 都 有 i,k 的 置换 . 

现在 我 们 来 说 明 在 动量 表象 (不 是 坐标 表象 ) 中 计算 格林 函数 时 既定 的 图 
技术 规则 ,这 在 物理 学 最 为 有 用 . 

借助 储 里 叶 展 开 式 (7.21 一 7.22) 可 以 实现 癌 动量 表象 的 过 入 我 们 将 展开 
式 写 成 “4 РАФ 

_ipr dP 


CO0D = | (Ре, 


式 中 “4 维 动量 "P= (w,p) ,PX =otr-p ° r. 用 类 似 的 方法 同样 可 以 把 相互 作用 
势 展开 成 : 





G( P) = с) eat x, (13.8) 





_ _ -io d 0 
U(X) =8(t) U(r) = [uco Q i (13.9) 
其 中 Q = (4,49); ПА UVU(Q) 与 三 维 展 开 式 的 分 量 一 致 : 
U(0)=U(g) = {V(r)e "dx. (13.10) 


由 于 V(r) 是 偶 函 数 ,显然 w( -q) =U(q). 

我 们 对 一 级 修正 Ch = Cs (X, ~-X,) 进行 这 种 展开 ， 为 此 ,给 等 式 (13. 6) 
ЗЫ ехр[іР(Х, -X,)] 并 将 该 式 对 d (X, - X, ) #12y. 

在 第 一 项 内 写 出 


eT1-X2) _ „ЇР - Xs) е!? (3-2). 
变换 积分 变量 ,于 是 得 到 
in'® | G (X, -Х,) "1-9 4*(Х,-Х,) x 


x | G (x, —¥,) er 44 (Х, —- X, ) Ju, -Х,)9*(х, -Х,). 


ВИРАЖ GO (P) Gi (P) ,第 三 积分 等 于 U(0) = | U(r) dx, 即 U(q) 在 


q =0 的 值 . 
采用 类 似 的 方法 ,在 第 二 项 内 写 出 


Ф 为 了 叙述 和 表达 的 方便 ,我 们 利用 了 4 维 的 术语 ,再 强调 一 次 ,这 里 它 与 相对 论 不 变性 无 任何 关 
系 ! 
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OP 22) — о - 13) РО д0) iP(X4 -A2) 
ХХ, - X, ,X, - X, ,X, -的 积分 之 后 ,可 得 
-69(P) | e CA UX) dX, GH (P). 


其 余 的 积分 ,利用 两 个 函数 乘积 的 傅 里 叶 分 量 公式 ,通过 函数 GD 和 U 的 傅 里 
叶 分 量 表达 出 来 中: 
ЈА) ed = ЈАР, )g( P - ра, уе (13.11) 
НИ, теж — 8 E FE ,我 们 最 后 求 得 ; 
іС‹ (Р) = іп 0(0)С%9 (Р)С% (Р) 一 
- [e Pep) PUp-p) Se (13.12) 
(13.12) 式 中 右 方 每 一 项 都 对 应 于 确定 的 费 曼 图 , 则 表达 式 (13. 12) 可 写成 
如 下 形式 : 





| Р-Р! 
і и x 
JG Ву аа г ИЕ е 
ыы Р Р Р P, P 
(а) (b) 


各 线 的 交点 称 作 图 形 的 顶点 . 每 个 图 形 都 有 2n 个 顶点 , КЕ n 为 微 扰 论 的 
级 . 在 每 个 顶点 上 都 汇聚 两 条 实 线 和 一 条 虚线 .每 条 实 线 在 箭头 指示 的 方向 上 
描述 “4 维 动量 "P( 并 且 , 沿 诸 实 线 的 每 一 连续 序列 ,箭头 的 方向 不 变 ). 52 E 
线 是 用 来 标记 4 维 动量 Q 的 ,而 且 对 于 这 些 线 ,箭头 可 以 约定 取 任 何 (任意 ) 方 
ЊО. 在 图 形 的 顶点 上 满足 “4 维 动量 守恒 定律 ” :顶点 的 人 射线 的 4 维 动量 之 和 等 
于 出 射线 的 4 维 动量 之 和 . 顶点 也 标 出 确定 的 自 旋 下 标 a. 每 个 图 形 都 有 两 条 外 


Q ”为 了 证 明 这 个 公式 ,需要 将 傅 里 叶 展 开 形 式 的 函数 AX) 和 8(X) 代 入 该 公式 的 左边 : 
4 4 
Ју) 8(X) вах = ЈР, ) (Р) е" Рх ае а 23 
(2T) 
按 下 列 公 式 对 4 和 求 积 分 : 
| ed = (2m)48(4 (Р), 


其 中 “4 维 ”8% 函数 定义 为 “4 - 矢量 "P 各 分 量 的 8 函数 之 积 . ВИНИТ 85° (Р-Р, - P,) ЖЕ d“ P, 
的 积分 消 掉 ,于 是 我 们 得 出 了 (13. 11) 式 的 右边 部 分 . 

@ 4 维和 拓 量 0Q=(go,q) 的 “时 间 ” 分 量 ,一 般 说 来 不 等 于 零 ,但 函数 U(Q@) 根 据 定义 (13. 10) 与 go 是 
无 关 的 ,虚线 方向 的 约定 ,与 偶 函 数 U( - Q) =U(Q)# X. 
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线 ( 人 射线 和 出 射线 ) ,外 线 的 4 维 动量 是 待 求 的 格林 函数 Gs(P) 的 宗 量 ; 出 射 和 
入 射 的 外 线 同时 也 标记 该 函数 的 自 旋 下 标 a 和 8. 图 形 其 余 的 线 称 作 内 线 ， 

相应 于 每 个 图 形 的 各 项 ,其 解析 表述 法 可 按 下 列 规则 进行 : 

1) 顶点 a 和 8B 之 间 的 每 条 实 线 对 应 于 因子 iG (P) ,每 条 虚线 对 应 于 因子 
-iU(Q). 具有 一 个 顶点 的 封闭 圈 图 相当 于 因子 п (ш). 

2) 在 每 个 顶点 上 满足 4 维 动量 守恒 定律 . 将 内 线 中 其 余 不 确定 的 4 维 动 
量 对 dP/(2mw)“ 进 行 积 分 . 在 每 个 顶点 上 对 一 对 自 旋 哑 下 标 ( 从 相 邻 接 的 С 
因子 中 各 取 一 个 ) 进行 求 和 . 

3) iC。 图 的 公共 因子 等 于 ( -1) ,这 里 亏 是 图 形 中 含有 多 于 一 个 顶点 的 实 
线 封闭 圈 图 的 数目 . 

最 后 一 个 规则 的 来 由 如 下 所 述 ， 顶 点数 下 >1 的 封闭 圈 图 ,来 源 于 如 下 形式 
的 少 算 符 的 收缩 : 

Е 02 V, 
这 里 所 有 收缩 分 别 等 于 ic ,…,iC,_ se 而 最 后 一 个 收缩 等 于 - iG). = 5 — 


个 顶点 的 圈 图 ,它们 的 正确 符号 在 按 规则 1) 引 人 m” "时 已 考虑 到 了 . 
作为 实例 ,我们 汇总 画 出 确定 格林 函数 二 级 修正 的 图 形 ; 


= = => дь 
= b=. 
чь 








P 一 一 < ~ 77 P 2— — ЗАВ 
(a) (b) 
«> () % 
| | | 
о ан < > сы 


`... 


() (13.14) 
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最 后 ,我 们 再 来 讨论 维 克 定 理 , 并 给 出 它 适 于 “宏观 极限 ”"( 即 当 系 统 密度 一 
定时 V— o ,或 当 系统 密度 一 定时 Моо ) 的 证 明 , 这 在 统计 物理 学 的 应 用 上 恰 
恰 是 重要 的 ， 

例如 — < 少 算 符 乘积 的 平均 值 : 


($, Ф Ф) = > ЖЖ (а, 1,0,0, ) ехр( -- °.) (13.15) 


ИИ НН ХАВИ НУ ЗЕ 22 ра 3 Pn TD. ]. 
在 这 个 求 和 式 中 ,只 有 含 动量 值 相同 且 数目 相同 的 算 符 人 和 à; 的 项 才 不 为 零 . 
其 中 有 些 项 ,动量 成 对 地 相等 ,如 p, =р. Тр, =р,. 这 些 项 相应 于 成 对 的 收缩 : 


—— 
У Yo Vo, Pos 
r 
ү их cá, a, )(@„4,, )ехр( --*) 


在 极限 V— 时 ,对 p, 和 es Me ”dpidp(2m) 的 积分 ,这 时 消 
去 了 体积 ,而 使 表达 式 仍 保持 有 限 . 在 (13. 15 ) 的 求 和 式 中 ‚Р, = P, = P; =р,№) 
各 项 也 不 为 零 ; 这 些 项 构成 了 下 列 形式 之 和 ，; 
= > (2,0,0, 4, ) exp(*…) 

但 是 ,将 求 和 变 为 积分 之 后 还 剩 下 一 个 因子 1/V, 于 是 在 极限 V— о 时 表达 式 变 
ДУ. 2. 

显然 ,这 个 结果 具有 普遍 性 :在 极限 Уо 时 ,y 算 符 乘积 的 平均 中 只 有 成 
对 收缩 的 结果 才 不 变 为 零 . 

我 们 指出 ,在 上 述 证 明 中 实际 上 并 没有 真正 对 基态 进行 平均 ,因此 这 个 证 明 
在 对 系统 的 任何 量子 态 求 平均 时 仍 是 正确 的 9. 
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上 一 节 表 述 的 图 技术 规则 具有 重要 性 质 :图 中 的 公共 系数 与 图 的 级 无 关 . 
由 于 这 个 性 质 ,图 中 每 个 “图 元 素 ” 都 具有 确定 的 解析 意义 ,而 与 其 出 现在 什么 
样 的 图 中 无 关 , 因 此 图 元 素 可 以 预先 独立 地 计算 出 来 . 并 且 可 以 预先 计算 出 某 


Ф 但 是, 如 果 对 基态 求 平均 , 则 维 克 定理 就 不 限于 在 宏观 极限 时 成 立 在 统计 学 中 相应 的 定理 的 证 
明 与 量子 电动 力学 中 (第 四 卷 8$878 ) 的 证 明 是 一 致 的 ， 它 们 之 间 唯 一 的 区 别 是 基态 不 同 :在 真空 中 没有 粒 


子 ,而 在 理想 气体 中 粒子 占 满 半径 为 ps 的 费 米 球 ， УР р >р тина, а, 来 说 ,这 
种 区 别 根 本 无 关 紧 要 ,因此 可 以 将 证 明 逐 字 地 移 置 到 这 里 . 对 于 p < ps 粒子 的 算 符 , 需 要 事先 变换 标记 : 


4; =, ,2, = 中 ,也 就 是 说 由 粒子 变 为 空 穴 ,而 处 于 基态 的 空 穴 在 费 米 球 内 是 不 存在 的 . 
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些 具 有 一 定数 量 端点 的 图 元 素 之 和 ,然后 再 把 这 个 “单元 "组装 入 更 复杂 的 图 
F. 这 是 图 技术 最 重要 的 优点 之 一 . 
有 一 种 “单元 ”, 它 也 有 重要 的 独立 意义 , 即 所 谓 的 自 能 函数 加 .为 了 得 出 这 
个 概念 ,现在 来 分 析 一 下 格林 函数 图 中 一 切 不 能 靠 切断 一 条 实 联 线 而 分 为 两 部 
分 的 图 形 ， 例如 ,一 级 微 扰 论 的 两 个 图 形 (13. 13) 和 二 级 微 扰 论 的 图 形 
(13. 14a 一 e) 都 属于 这 种 图 形 . 所 有 这 些 图 形 都 有 同样 的 构造 :每 个 端点 有 一 个 
因子 іб ,还 有 一 个 称 作 自 能 函数 的 内 部 部 件 ( 忆 的 函数 )， 所 有 可 能 的 内 部 部 
件 之 和 , 称 作 精确 的 或 完全 的 自 能 函数 ,又 称 质 量 算 符 ;我 们 以 - iZ. ( P) 2 
т Е. 
自 能 函数 的 全 部 图 形 对 格林 函数 的 贡献 等 于 
iÇ (P)[ -— iX (P)]iG (Р) =1С'9 (P)X(P)G (P)8,. (14.1) 
式 中 除 Ce = G'?8 F, E] F tB u] S ii 
5.(Р)=6„У(Р). (14.2) 
完全 格林 函数 (图 中 以 粗 实 线 表示 ) 由 下 列 无 穷 级 数 之 和 给 出 : 


-二 — +—(O— + —(—— —-+-.::. (14.3) 


图 中 小 圆 表示 精确 的 自 能 函数 ( - 15). 这 个 级 数 (从 第 三 项 起 ) 的 每 一 项 乃 是 
图 形 的 集合 ,这 些 图 形 还 能 截 成 彼此 间 曾 以 一 条 实 线 相连 的 两 个 、 三 个 等 等 
部 件 . 

如 果 从 级 数 (14.3) 的 第 二 项 开始 将 各 项 中 的 一 个 小 圆 连同 其 右边 的 一 条 
2“ ИЕ”, ДЗ НУ ЖЕ ЕЕ Sr 5 36 4822 392 4838. 这 就 是 说 : 


— = — + —(—— (14.4) 
将 这 个 等 式 写成 解析 形式 ,如 : 


б = С + СУС, (14.5) 
或 除 以 СС: 
БЕ NP EE 
ССР) 6% (Pp) 24Р): i) 
我 们 指出 ,3 的 虚 部 的 符号 与 Im Ç 的 符号 相同 ,根据 (8.14) 式 有 
sign Im S(w,p) = - sign о. (14.7) 


这 个 等 式 是 考虑 到 Im G 与 In c 的 符号 相反 由 (14.6) 式 得 出 的 ,依照 (9.7) 
式 ,Im G°) 1 =0. 

因此 ,计算 G 归结 为 计算 5, 这 只 和 需 研 究 少数 图 形 . 这 个 图 形 数 还 可 以 再 减 
少 ,因为 剩余 图 形 的 部 件 会 立刻 相 加 成 很 简单 的 表达 式 . 


中。 对照 量 子 电动 力学 中 类 似 的 定义 ,那里 将 这 个 函数 称 作 紧 致 自 能 函数 (第 四 卷 103, $ 105). 
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就 是 说 我 们 从 决定 (粒子 间 是 成 对 相互 作用 ) 的 全 部 图 形 集合 中 分 离 出 
各 种 “分 校 " 图 ,这 些 “ 分 校 " 图 是 用 一 条 虚线 连接 到 各 外 线 上 的 :它们 之 和 以 >, 
标记 . 所 有 这 些 图 形 都 包含 在 如 下 形状 的 一 个 骨架 图 形 之 中 心 : 


С). Q аа) 
一 -一 上 一 一 


3 的 其 余部 分 用 Хе. 这 样 ,在 一 级 和 二 级 图 形 中 ,属于 第 一 种 的 图 形 如 下 : 


一 (一 - ° г У И 0 (14.9) 


(a) (b) (с) 


-~ а | 
s. 
(a) 


(b) (c) 
< (14.10) 


(d) (e) 


(14.8) 图 形 中 的 粗 圈 相应 于 系统 的 精确 密度 n(u)[ 与 此 类 似 ,(13.13a) 图 
形 中 的 细 轿 相应 于 理想 气体 的 密度 a) (р)]. 因此 由 定义 (14.8) 可 得 
-iX, = -in(y) U(0), (14.11) 
所 以 
У =n(gu)U(0) + X,. (14.12) 
于 是 需要 特别 计算 的 只 有 马 中 的 图 形 . 
准 粒 子 的 色散 律 由 方程 (8. 16) 定义 . 在 方程 中 将 CE 用 了 表达 出 来 ,按照 


(DD ”如 同 量子 场 论 ,将 粗 线 和 单元 组 成 的 图 形 称 作 骨架 图 ;每 个 这 样 的 图 都 等 价 于 无 穷 多 个 不 同 级 
”的 一 般 图 形 的 一 定 集合 . 
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(14. 6) 式 并 取 (9.7) 式 的 G"” ,我 们 得 到 该 方程 的 下 列 形式 ， 


деу) - Р = 3(e -pp). (14.13) 
在 费 米 球 界面 上 , B р = p, ËJ , WE T B Et и 相等. 由 此 可 见 
ш -X(0,p,) s: | (14.14) 
结果 色散 律 方程 ( 当 p 的 值 接近 py 时) 取 如 下 形式 : 
e(p) ш = (р -рь) + (е -ppr) -FOpr). © (14.15) 


应 当 强 调 , 这 里 ps 是 相互 作用 粒子 系统 边界 动量 的 精确 值 ， 该 值 受 关系 式 
pr/3™ = 制约 ,这 里 n 是 精确 密度 n(u) ,而 不 是 (13.5) 式 中 的 近似 密度 п. 
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研究 了 四 个 海 森 伯 尔 算 符 的 了 乘积 对 基态 的 平均 中 : | 
Ки = (T, ФФ Ф), (15.1) 
我 们 便 得 到 图 技术 其 它 一 些 重要 概念 ， 上 述 函 数 称 作 双 粒 子 格林 函数 [因而 区 
别 于 所 谓 单 粒 子 格林 函数 (7.9)]. 
为 了 运用 微 扰 论 和 建立 图 技术 ,需要 重新 改 用 相互 作用 绘 景 中 的 yy ВА. 


如 讨论 函数 G 时 的 情况 一 样 ,这 将 使 得 在 了 肝 积 记号 下 出 现 因 子 5: 
天 34 12 ТФ. Ф, Ф 95). (15.2) 
(5) 


在 零 级 近似 下 ( 即 当 $ =1 时 ) 该 表达 式 可 分 解 成 用 G' 函数 表示 的 两 个 收缩 乘 
积 之 和 : 
Ки» = 630 бы’ - бр’ би’. (15.3) 
以 下 将 要 在 动量 表象 中 讨论 以 这 种 形式 定义 的 双 粒 子 格林 函数 的 性 质 . 
对 于 均匀 系统 ,函数 Kx 实际 上 只 与 四 个 独立 自 变 量 之 差 ( 例 如 和 - X,, 
X, _ X, , X, - X, ) 有关. 在 动量 表象 中 ,这 个 性 质 表现 在 : 按 所 有 变量 Х,, н ‚ X, 
展开 的 每 个 傅 里 叶 分 量 均 含 一 个 8 函数 : 


Í Ки exp [ (Р.Х, +Р.Х, - P,X, - P,X,) }4*Х, ---4*Х, = 
= (2%) 5“ (P, +P, -Р, -Р.)К вв Рь,Р.;Р,,Р.). (15.4) 
Ф 我 们 还 利用 简化 记号 ;这 里 下 标 1,2,… 标 记 4 维 坐 标 及 自 旋 下 标的 集合 :Х,а,Х,В, …( 见 44 页 


的 注解 ). 完整 地 写 出 来 是 
Кул 12 = Корб X,,X,;X, ,X,) 
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此 式 不 难 证 明 , 只 要 注意 到 : 
Р.Х, + PX, -Р.Х, - P,X, = 
= P, ( X, -Х,) + P,( X, - X,) - P, ( X, -Х,) - A,( P, + P, _ P, -P,), 
并 对 万 -Х,,Х, -Х,,Х, - X, , X, s Ry В. ПЕН, 18 E У 
式 可 写成 : 
Ku y | к,.„(Р, ,PusPi,P, +P, -已 ) хехр{ - i[ P, (X, - 
d*P аР, а*Р, 
(2т) ” 
用 这 种 形式 定义 的 函数 К (P,,P. P, ,P,) ,我 们 将 称 作 动量 表象 中 的 双 
粒子 格林 函数 ; 它 的 宗 量 以 如 下 等 式 相约 束 : 
Р, + P, = P, + P, 
在 零 级 近似 ,对 于 上 述 函 数 [与 (15.3) 式 对 应 ] ,有 
KA a (P; Pi Pu Ps)e 
=(2m) [8° (Р, -P,)GO (Р) (Р,) -8O(P -Р.) С (Р) (Р) 1. 
- (15.6) 


-Х,) + P,( X, - X,) - P, ( X, - X,)]! (15.5) 


шж КУЛА 7 AK PS 3 38 TA ЖП. 

. 在 微 扰 论 的 高 级 近似 中 出 现 的 一 些 项 ,是 对 这 些 单 粒子 函数 的 修正 . 但 是 ， 
此 外 也 出 现 一 些 不 属于 G 函数 乘积 的 项 . 正 是 双 粒 子 格林 函数 的 这 个 部 分 具有 
独立 意义 . 为 了 把 它 分 离 出 来 ,我 们 将 K 表示 成 如 下 形式 : 

人 ,P,) = (2т)“ [5 (P. -P,)G,, (P, )G,.,( P.) Eš 

-8 (P -Р.)6.„(Р.)б.„(Р,)] + 

+G, (Ру) бд, (Ру) Ша, pp, (Ps P, ;P, ,P,)G a ( P, )G,,.,( P,). (15.7) 
以 这 种 形式 定义 的 函数 一 称 作 项 角 函 数 . 

根据 定义 (15.1) ,在 空间 -时 间 表 象 中 的 双 粒 子 格林 函数 ,对 于 交换 第 一 
对 宗 量 或 第 二 对 宗 量 即 交 换 1 和 2 或 交换 3 和 4( 连 同 自 旋 下 标 ) 是 反对 称 的 . 
由 此 可 得 动量 表象 中 格林 函数 和 顶 角 函数 类 似 的 对 称 性 质 : 

Г ee 人 (Pa ,PP ,P,) = - Г, .„(СР,,Р.;Р,,Р,) = 
= -Г,,„(Р,,Р,;Р,,Р,) (15.8) 

如 采 研 究 一 下 展开 双 粒 子 格 林 函 数 表达 式 (15.2) 时 产生 的 各 图 之 特点 , 则 
定义 函数 TL(15.7) 式 的 末 项 ] 时 分 离 出 的 四 个 6 因子 的 意义 就 变 得 明显 了 . 
以 下 的 讨论 还 假定 粒子 之 间 是 成 对 相互 作用 的 . 

在 零 级 近似 ,函数 天 用 下 图 表示 : 
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P, =P, P, =P, 
4 一 一 一 一 
—— —— 
P, = P, P: =P 


这 些 图 对 应 于 (15.6) 式 的 两 项 . 在 一 级 微 扰 论 中 有 如 下 类 型 的 图 由 : 








人 
—— > 


它们 是 对 (15.6) 式 的 每 个 独立 因子 的 修正 . 但 是 ,此 外 还 出 现 未 分 成 两 个 独立 


部 分 的 图 : 
T Í P , ——r— Р, 
iro) - 7 | (15.9) 
P, ——— Р, P, ——— Р, 


这 里 四 个 箭头 P,,…,P, 相 应 于 (15.7) 式 最 后 一 项 中 的 四 个 6 因子 ,而 图 的 
“内 ”部 定义 了 (第 一 级 的 ) 顶 角 函数 一 一 (15.9) 图 等 式 左 边 的 小 圆 . 将 这 些 图 
展 成 解析 形式 ,得 ， 

ГО СР, ,PPi,P) = -86,8sU(P, - P,) +88, 0(Р, -Р.). 

更 高 级 的 图 包含 三 种 修正 :1) 对 两 条 未 相连 的 实 线 的 进一步 修正 ,2) 对 (15.9) 
各 图 外 线 的 自 能 型 修正 ,3) 还 有 一 种 修正 ,用 来 构成 子 图 以 代替 (15.9) 图 上 的 
虚线 ;一切 可 能 的 这 些 子 图 之 和 便 给 出 精确 的 顶 角 函数 这. 现在 以 骨架 图 之 和 
将 双 粒 子 格林 也 数 图 示 出 来 ; 


P P 
Р.=Р, P,=P, \ ; 
ва“ —<ж === 
ja + (15.10) 
 —q———p  —— 
P =P, P,=P, 
P, P, 


粗 线 表示 精确 的 G 函数 ,而 小 圆 代表 项 角 函 数 ， | 
在 各 级 微 扰 论 中 计算 顶 角 函 数 时 ,应 按照 $13 所 说 的 图 技术 规则 进行 ,而 
且 应 当 研究 四 条 外 线 的 图 (而 不 研究 在 计算 函数 G 时 的 两 条 外 线 的 图 )， 对决 





Ф ”如 单 粒子 格林 函数 的 情况 一 样 ,定义 (15.2) 中 的 因子 ($) -! 可 消去 不 相连 的 实 线圈 图 . 
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定 图 的 共同 符号 规则 3) ,应 当 补充 下 述 规定 :如 果 外 线 1 与 4,2 与 3( 人 代替 1 与 
3,2 与 4) 是 以 实 线 连续 依次 连接 的 ,那么 图 就 改 为 相反 的 符号 . 
作为 例子 ,我 们 把 确定 二 级 微 扰 论 中 项 角 消 数 的 图 画 出 来 : 


(15.11) 


k РИ Р. 
+ O + | 十 и +(3-—4) 


(с) (d) (e) 


自 能 函数 与 顶 角 函数 (5 与 厂 ) 不 是 不 相关 的 ;它们 之 间 以 一 定 的 积分 方程 
(所 谓 戴 森 方 程 )O 相 联系 . 

为 推导 戴 森 方程 ,我们 可 利用 方程 (9.5) ,该 方程 (该 处 曾 指出 ) 在 考虑 到 粒 
子 相互 作用 时 也 成 立 . 但 是 与 $9 中 的 推导 相 比 ,其 差别 在 于 现在 算 符 满足 
方程 (7.8). 在 此 方程 中 略 去 含 外 场 的 项 ,并 将 其 中 的 微 商 3 旬 /95 代入 (9. 5) 
式 ,得 : 


1 


9 А 
(ак tam +0) G. (X, - X, ) - Ó 6 (Х, = X.) = 
=i | (TB; (ху) ИСХ, - X.) $, (X,) aX, 5 $,(Х,) $; (X,)) = 


- [Ки Xs ,XsX, „Х,) Ursd’X,. (15.12) 
因为 K 可 以 按照 (15.7) 式 通过 古 表 达 出 来 ,所 以 这 个 等 式 原则 上 解决 了 所 提 
出 的 问题 . 下 面 要 做 的 只 是 再 把 它 转 到 动量 表象 . 为 此 ,给 等 式 (15.12) 乘 以 
exp[ iP(X, -Х,) ], К, „Я И, 45% (15.5) #1 (13.9) 的 形式 ,并 对 
d (Х, -Х,) ЖЛ. 这 样 ,对 4 维 坐标 求 积 分 给 出 8 函数 ,后 者 将 因 对 4 维 动 
量 的 积分 而 消 掉 . 最 后 得 到 ; 


中 ”该 方程 类 似 于 量子 电动 力学 中 的 戴 森 (Dyson) 方 程 ( 见 第 四 卷 107). 
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[6®*-'(Р)б(Р) -1] 8. = 
а*Р,а*Р, 


15.13 
т Жү ( ) 





= - 训 天 aye( P, ,P., P, + P, -P,P)U(P - Р,) 


式 中 С‘ (Р) H (9.7) Аа. 
ЕЖ Н Г 38 К. 将 (15.7) 式 代入 (15.13) 式 ,最 后 便 得 出 下 列 形式 
НУ ЖЕ ТЕ: ` 
5С (Р) -б`'(Р)] =ë Кее 





= 0(0)п(м) 6. +15 „| UC(P - Ре і 


$ В ‚Р, ;Р, +P, - P,P)G( P,)G(P,)G(P, + P, - P) х 

d Pd P, 
x U( P - P,) 8 >° 
(2) 
这 里 п(р) 为 系统 的 精确 密度 , 它 是 系统 化 学 势 的 函数 ; 这 个 因子 是 按 公式 
(7.24) 积 分 G 函数 时 出 现 的 (同时 考虑 该 6 函数 是 由 收缩 yt 多 产生 的 ). 注 
意 ,方程 (15. 14) 右边 的 第 一 项 就 是 (14. 11) 式 的 卫 . 


$16 顶 角 函数 与 准 粒子 散射 幅 的 关系 


以 上 几 节 建立 的 数学 工具 ,使 我 们 有 可 能 严格 论证 和 更 深刻 理解 朗 道 费 米 
液体 理论 基本 关系 式 的 意义 ,这 些 关 系 式 在 第 一 章 里 曾 用 直观 方法 在 一 定 程 度 
上 作 过 介绍 . 在 $16 一 § 20 就 将 论述 这 一 问题 由 

顶 角 函数 与 准 粒子 相互 散射 幅 之 间 存 在 密切 的 关系 .为 了 更 好 地 了 解 这 种 
关系 ,我们 首先 在 纯 量 子 力学 范围 内 研究 真空 中 两 个 粒子 的 散射 问题 . 

在 量子 力学 中 ， 四 条 腿 图 "是 有 四 条 外 线 ( 两 条 人 射线 和 两 条 出 射线 ) 的 
图 一 一 相应 于 两 个 粒子 的 碰撞 过 程 ; 而 在 图 的 解析 表达 式 中 ,外线 相当 于 自由 粒 
子 波 函数 (平面 波 ) 的 振幅 ( 见 第 四 卷 $106). 现在 ,我 们 将 看 到 各 级 图 怎样 如 
实地 给 出 散射 幅 通常 的 非 相 对 论 玻 因 展开 序列 的 各 项 . 

首先 ,在 真空 情况 下 大 多 数 图 总 是 化 为 零 的 . 这 一 点 ,在 坐标 表象 中 最 容易 


理解 ,因为 我 们 注意 到 :在 真空 中 一 切 (多 :更 ) 形 的 收缩 都 等 于 零 ,此 时 漆 没 算 符 
位 于 右边 并 首先 作用 在 真空 态 上 , 而 剩余 的 只 是 (更 到 * ) 形 的 收缩 项 . 因此 ,一 
切合 实 线圈 的 图 都 变 成 零 , 这 些 图 总 有 (更 多 形 的 收缩 . 根据 同样 理由 ,对 格 





(15.14) 


Ф $ 16— $18 的 内 容 是 属于 Л. Д. 朗 道 的 工作 (1958) $19, 20 的 内 容 是 属于 Л. Д. 朗 道 和 
Л. П. 皮 塔 耶 夫 斯 基 的 工作 (1959 ) . 


$16 顶 负 函数 与 准 粒 子 散 射 幅 的 关系 . 57. 


林 函 数 ( 也 就 是 对 图 的 实 内 线 ) 的 一 切 修正 都 等 于 零 山 最 后 ,具有 交叉 虚线 的 
图 也 为 零 ; 例 如 ,在 下 图 中 (这 里 数字 1 和 2 表示 宗 量 所 和 


1 2 
t.) , 当 纪 > 时 ,上 内 线 对 应 于 收缩 (多? $.) =0, 40 в < о 
„НР: $) Dn р — 


Ea ps sP : 


Ps Р; Р, -—=—Р атата = 
Р-р к ГГ чоо 
P. Р, P, ——— Р, —— 
(16.1) 
图 中 的 实 内 线 对 应 于 真空 格林 函数 
С‘) (2, p) = [о -2- +0 ñ (16.2) 


[这 正 是 =0 时 的 (9.7) 式 ]. 应 注意 ,由 于 分 母 没有 几 , 这 个 函数 的 极点 总 在 复 
变数 o 的 一 定 的 (下 ) 半 平面 上 . 上 述 图 都 变 为 零 的 情况 之 所 以 发 生 , 从 数学 观 
点 来 说 ,是 由 于 被 积 式 的 全 部 极点 都 分 布 在 同一 个 半 平面 上 的 缘故 . 在 另 一 半 
平面 上 闭合 积分 路 径 时 ,积分 显然 变 为 零 

将 梯形 级 数 (16.1) 转 化 为 积分 方程 , 便 可 以 对 该 级 数 求 和 [对 照 下 面 类 似 
的 级 数 (17.3) 求 和 ]. 如 果 首 先 略 去 具有 交换 外 线 端点 3 和 4 的 图 , 则 该 方程 与 
动量 表象 中 不 考虑 全 同性 的 双 粒 子 薛 定 谓 方程 [第 三 卷 方程 (130.9) ] 是 等 价 
的 ,相应 地 , 顶 角 函 数 厂 可 用 下 式 通过 双 粒 子 的 散射 旺 表 达 出 来 ; 


4 
Ts,og( P, ,PasP ,P,) =ó, 8 f: (16.3) 


者 添上 具有 交换 外 线 端 点 3 和 4 的 图 ,会 使 散射 幅 反 对 称 化 ,对 于 费 米 子 本 应 这 
样 . 在 微 执 论 的 一 级 近似 下 ,只 剩 下 (16.1) 的 第 一 图 和 具有 交换 外 线 端点 的 一 
个 图 ,其 中 完全 不 含 G's). 于 是 可 得 到 散射 辐 通 常 的 一 级 玻 恩 近似 公式 .以 后 
的 高 级 图 ,在 对 中 间 的 频率 进行 积分 之 后 ,将 给 出 散射 辐 修 正 的 高 级 玻 恩 近似 的 
已 知 表达 式 ， 
在 费 米 液体 中 ， 与 介质 粒子 相互 作用 的 碰 描 粒 子 可 等 效 地 用 准 粒 子 来 代替 

所 有 与 这 种 相互 作用 有 关 的 对 图 的 内 线 修正 ,函数 厂 的 定义 都 自动 地 顾及 到 
Y. 但 是 对 外 线 修正 , 需 另 加 考虑 . 量子 场 论 指 出 ,由 于 普遍 要 求 散射 矩阵 具有 


Ф 在 真空 中 格林 函数 不 出 现任 何 修正 只 表明 单个 粒子 跟 任 何 别 的 都 不 发 生 相互 作用 . 与 此 相关 ， 
我 们 记得 相对 论 粒 子 格林 函数 的 真空 修正 与 可 能 出 现 虚 电 子 对 和 虚 光 子 的 中 间 态 有 关 . 
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么 正 性 ,这 些 修 正 将 使 散射 辐 中 的 每 条 自由 外 线 出 现 因 子 VZ ,这 里 Z 是 格林 函 
数 的 重 整 化 常数 ( 见 第 四 卷 8 110) ;对 于 具有 四 条 外 线 的 图 ,这 意味 着 要 乘 以 
Z°. 虽说 量子 场 论 的 结论 对 于 费 米 液体 中 的 准 粒 子 也 成 立 ,但 在 这 里 我 们 也 可 
以 借助 更 简单 (虽然 并 不 严格 ) 的 讨论 来 解释 这 个 乘 数 的 来 由 . 

问题 在 于 ,液体 的 格林 函数 在 接近 上 自己 的 极点 处 [(10.2) 式 中 的 第 一 项 ] 与 
理想 气体 的 格林 函数 只 差 一 个 因子 Z. 如 果 以 算 符 $. ЭР, РЕ 
分 别 代替 РР ,那么 由 它们 组 成 的 格林 函数 С, = GZZ ,就 很 像 理 想 气 体 的 
格林 函数 在 极点 附近 的 行为 . 就 此 意义 来 说 ,这 些 算 符 可 以 看 作 是 准 粒子 理想 
气体 的 水 算 符 . 按 这 些 算 符 确 定 的 双 粒 子 格 林 函 数 将 是 天 , = K/ Z° ,因此 [依照 
定义 (15.7) ] 顶 角 部 分 Г = TZ ,这 就 是 我 们 所 需要 的 证 明 . 

在 应 用 于 准 粒 子 时 ,我 们 感 兴趣 的 与 其 说 是 散射 截面 ,不 如 说 是 (1 s 内 在 
1 em 液体 中 的 ) 碰 撞 数 ,对 于 粒子 的 动量 变化 和 自 旋 投 影 变 化 (pa,p,B 一 psy， 
p45) 都 已 知 的 碰撞 来 说 ,这 种 碰撞 数 用 下 列 公式 给 出 : f 

dW =2т| 2 P, (P,,P,;P ,P,) | (es +e, - 8, -е,) х 
d°p, d°p, d° р: 
(2) ° 

ЖФ р, +р, =p. +p п, ЕН ИЖ. п, 和 n, 两 个 因子 只 是 表明 这 一 
事实 : 初 动量 (和 自 旋 投 影 ) 为 已 知 的 准 粒 子 的 碰撞 数 与 单位 体积 中 这 种 准 粒 子 
数 成 正比 . 根据 泡 利 原理 ,因子 (1 -n,) 和 (1 -m, ) 与 下 列 事实 有 关 : 只 有 来 态 
未 被 占据 时 ,碰撞 才能 发 生 . 


$17 小 动量 传递 时 的 项 角 函 数 


在 费 米 液体 理论 中 , 当 两 对 变量 Р, БР, P, 与 P, 的 值 都 很 接近 时 , 顶 角 函 
数 起 着 重要 作用 (其 中 我 们 将 看 到 该 函数 与 准 粒子 相互 作用 函数 有 密切 关系 )， 
鉴于 下 列 关 系 : 


xn, п, (1-п,)(1-пт,,) | (16.4) 


РР Py s P ë, 
假定 P, =P, +K,P, =P, -天 ,并 引入 简化 记号 
T' a 8 (P, +K,P, - K; P, ,P,) =sT', a (Ki;P,,P,), (17.1) 

我 们 将 研究 这 个 函数 在 小 天 值 的 情况 . 用 准 粒子 散射 过 程 的 术语 来 说 ,就 是 要 
研究 接近 于 “向 前 散射 ”的 碰撞 如 何 传递 小 的 4 维 动量 . 

当天 =0 时 ,我 们 看 到 函数 忆 具 有 奇异 性 ;而 我 们 感 兴趣 的 , 正 是 该 函数 具 
有 这 种 奇异 性 的 那 一 部 分 . 根据 对 如 下 骨架 图 的 分 析 ,不 难 理解 这 种 奇异 性 的 
来 由 : 


$17 ЛЕН Я . 59 . 


Р, О+К 


P +K Q РК 


骨架 图 包含 双 粒 子 格林 函数 一 些 图 的 集合 ,这 些 图 都 能 在 两 对 外 点 Р, ,P 和 P,, 
P, 之 间 被 截 成 两 段 ,它们 原 用 两 条 实 线 相连 中 两 条 连结 的 粗 线 相应 于 精确 的 
单 粒 子 格林 函数 C(00) 和 G( Q + K) ,并 且 要 对 图 中 4 维 动量 0 进行 积分 . 当 KK 一 
0 时 ,这 两 个 函数 的 宗 量 相互 靠近 ,因而 它们 的 极点 也 相互 靠近 . 相互 靠近 的 极 
所 将 “ 紧 夹 "积分 路 线 ( 见 下 文 ) ,这 就 是 函数 Г 中 出 现 奇异 性 的 根源 ， 

为 了 算出 精确 的 遂 数 三 ,需要 对 微 扰 论 的 整个 级 数 求 和 . 由 于 我 们 的 目的 
在 于 分 离 出 K=0 时 具有 奇异 性 的 部 分 ,首先 要 将 下 述 所 有 图 的 贡献 分 离开 , 即 
这 些 图 不 能 靠 切断 两 条 4 维 动量 相 接近 (只 差 天 值 ) 的 实 线 而 被 截 开 . М K =0 


时 函数 工 不 具有 奇异 性 的 部 分 ,我 们 记 作 丁 ; 在 荆 中 可 以 设 K=0, 因 此 荆 只 


是 变量 P,P, 的 函数 : 丁 ,, „(Р,,Р,). 至 于 说 到 “危险 ”的 图 ,可 将 它们 按 其 所 含 
宗 量 相近 的 双 线 对 的 数目 来 分 类 ， 因此 ,完全 的 顶 角 部 分 厂 可 用 下 图 的 无 穷 


“梯形 ”级 数 表达 : 
Р;. P, 
P +K Р,-К | 


这 里 ,空白 小 圆 相 应 于 待 求 的 Г, ВН: Г. 这 些 图 上 的 外 线 , 不 含 在 并 
的 定义 中 ,它们 只 用 于 指明 人 射 和 出 射 的 4 维 动量 的 数目 和 数值 . 

图 (17.3) 上 的 一 切 内 线 都 是 粗 线 ,它们 对 应 于 精确 的 G 函数 ,因此 我 们 强 
调 ,之 所 以 可 将 生 表 现 为 这 些 骨架 图 (以 及 由 之 得 出 的 一 切 推论 ) , 绝 不 是 假定 
粒子 之 间 具 有 成 对 相互 作用 ,因为 这 里 没有 显 形式 的 虚线 ,实际 上 只 有 小 圆 所 表 
示 的 单元 内 部 构造 (这 里 我 们 不 感 兴趣 ) 才 与 相互 作用 性 质 有 关 @. 

对 级 数 (17.3) 的 求 和 问题 ,归结 为 解 积分 方程 ,为 了 得 到 这 个 方程 ,整个 级 


Ф 例如 ,在 (17,2) 式 按 成 对 相互 作用 的 二 级 微 扰 论 中 ,包含 图 (15.11a,b,e) 及 交换 外 线 端 点 3 和 
4 的 图 (15. 11e). 

© 这 里 只 假定 有 如 粒子 数 守 恒 一 类 的 普遍 性 质 . 粒子 数 守恒 表现 在 图 的 每 个 断面 上 向 右 通过 和 疝 
左 通过 的 线 数 之 差 保 持 不 变 ( 对 于 (17.3) 型 图 的 各 个 断面 ,这 个 差 等 于 零 ). 
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数 尚 需 “ 乘 ”一 个 也;, 即 以 如 下 级 数 代替 (17.3) : 


与 原来 的 级 数 (17.3) 比 较 , 可 得 到 等 式 . 


Р, Q+K P, Р; Р, Р! Р, 
x = š | x (17.4) 
P +K Q Р.-К P +K P,-K P +K Р.-К 


将 这 个 图 等 式 写 成 解析 形式 时 , 即 给 出 待 求 的 积分 方程 : 
Tp K;P, ,P,) = 


= Fe(PisP) -i| F, .(P.Q)G(Q+K)G(Q)x (17.5) 

x Taal КЗ, 
这 里 ,如 上 所 述 ,在 函数 P 中 假定 K=0; 利 用 前 面 已 引入 的 荆 和 六 的 简化 记 
号 ,并 假定 С. = G8, 

为 了 考察 这 个 方程 ,我 们 首先 研究 方程 核 中 的 乘积 CCO + K) 6( 0). 我 们 
讲 过 ,当天 小 时 ,两 个 因子 的 极点 相互 接近 . 这 些 极点 附近 G 函数 表现 为 极点 项 
(10.2). 把 4 E KE K fl Q 的 分 量 按照 

K=(w,k), 0=(4,9) (17.6) 
表示 出 来 ,于 是 在 这 个 范围 内 ,可 写成 : 
G(Q)G(Q +K)= Z°[q, —t (q рр) + 


+ió,] '[q, +@ -ve( lq + 大 | 一 Pr) +16,] 一 (17.7) 
式 中 6, ,5 为 无 穷 小 附加 项 ,它们 的 符号 (在 极点 附近 ) 根 据 下 式 确 定 : 
sign 5, =sign(q -Pr )， (17.8) 


sign 5, = sign( |4 +k | -р,). 
6, 和 6, 的 符号 决定 极点 在 复 变量 go 的 上 半 平 面 或 下 半 平 面 上 的 位 置 , 在 极 
点 间 夹 紧 dg 积分 的 回路 ( 实 轴 )， 结果, 积分 方程 的 核 ( 随 之 方程 的 解 ) 将 出 现 
奇异 性 . 极点 应 位 于 回路 的 两 侧 , 即 位 于 不 同 的 半 平 面 上 . 
我 们 首先 假定 4 .大 >0, 即 cos g>0, 这 里 8 为 9 和 天 的 夹 角 . 如果 <Pr， 
lig+k|>ps, 于 是 |g +k| >q,3F E 6, 和 8 具有 不 同 的 符号 (5 <0,6, >0) ,这 是 
由 于 大 的 微小 性 等 价 于 
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ру — Есоѕ 0 <q <p,. | (17.9) 
在 (17.5) 式 中 进一步 对 dgo 求 积分 时 ,可 以 用 无 穷 远 的 半圆 周 (在 上 半 平 面 或 在 
下 半 平 面 全 一 样 ) 将 积分 路 线 封闭 起 来 ,这 时 ,积分 便 决定 于 被 积 式 在 相应 的 极 


点 的 留 数 . 同时 ,由 于 (17.9) 的 间隔 狭窄 ( 当天 微小 时 ) ,在 积分 号 下 一 和 二 的 
因子 中 可 取 %=0, 相 应 地 对 于 各 极点 的 位 置 来 说 ( 当 〖,w 微小 时 ) :go 一 0. 

换言之 ,在 积分 方程 (17.5) 核 中 极点 因子 的 乘积 (17.7) ,就 其 本 身 所 起 作 
用 的 意义 来 说 ,相当 于 8 函数 : 

48(qo)8(9 -pr), 
其 中 系数 4 由 如 下 积分 决定 : 
Р J 2? 44,49 
[go – (4-р) +16, | [40 += — vr( а + | - ру) – i6,] 
当 9 位 于 (17.9) 间 隔 之 外 时 , 则 两 个 极点 位 于 复 变 量 q% 的 同一 个 半 平 面 上 ,而 
对 dgqo 的 积分 围 道 在 男 一 个 半 平 面 上 封闭 ,我 们 知道 积分 将 为 零 . 但 在 (17.9) 的 
区 域内 ,在 其 中 一 个 半 平 面 上 封闭 积分 围 道 ,并 对 这 个 半 平 面 上 极点 的 留 数 计算 
积分 ,我 们 求 得 : 
2т12?а 
| а Теса о 
[注意 ,在 (17.9) 的 区 域内 6, <0,6, >0]. 因为 按 条 件 (17.9) ,q= pr >> Е, МЫ 
可 取 |g +k| -q=kcos 0, 再 考虑 到 (17.9) 的 两 侧 界限 ,就 有 : 
_2miZ keos 0 
о — Корсоѕ 6 

用 同样 方法 不 难 证 明 , 当 cos 0 <0 时 ,也 可 以 得 到 4 的 这 个 表达 式 ( 但 i0 的 
符号 不 同 ,这 时 应 在 9 >ps ,1g +k| <pr 的 区 域内 进行 积分 ). 因此 ,方程 (17. 5) 
的 核 中 有 : 


4 


Ок ИВС ЧО (О. (17.10) 
式 中 写 出 ! 天 以 代替 kcos 0(1=q/q) ,函数 op( 当 小 天 时 ) 不 包含 8 函数 部 分 , 因 
此 其 中 可 以 取 天 =0. 

将 (17.10) 式 代入 (17.5) 式 ,我 们 得 到 下 列 形式 的 基本 积分 方程 : 


Г в.в K; P, , P, ) = Tso P,P.,) 


-if РР, „09 0) ГС КЗ, Р.С 
(2т) 
2 Е I ` kdo, 

D | Рик P,Q Га (KQ PD род 

在 最 后 一 项 中 作 代 换 :d 0 =g 9990,94, ( XË do ,为 了 方向 上 的 立体 和 角 元 ) ,并 对 





(17.11) 
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dgdq, 取 积分 消去 8 函数 . 在 这 一 项 的 函数 一 和 六 中 , 宗 量 Q 取 费 米面 上 的 值 : 
Q, = (0,р,/). 

应 注意 到 方程 (17. 11) ФАЗ. k/(o -vil 大) 的 特殊 性 质 : 当 大 一 0， 
wo 一 0 时 , 它 的 极限 与 这 时 比值 ол 所 趋 近 的 极限 有 关 ， 因而 方程 的 解 亦 将 具有 
这 种 特性 ;函数 ГСК;Р,,Р,) 4 КО 时 的 极限 依赖 于 o 和 天 趋 近 于 零 的 方式 . 

我 们 以 Г°(Р,,Р,) Ж: 

ГСВ. Р) =limT',,.,(K;P, ,P,) ‚ 4 Ko 一 0 (17.12) 
(在 $ 18 中 我 们 将 会 看 到 , 准 粒子 相互 作用 函数 恰好 与 这 个 量 有 关 )， 当 以 这 种 
方式 过 渡 到 极限 时 , (17. 11) 式 中 最 后 一 个 积分 项 的 核 变 为 零 ,所 以 "满足 
方程 : 
Гу,„в(Р,,Р,) = 


=P (P P) 1 [ F. (Р, OO Г .(0,Р,)-90.. (17.13) 


. (2т) 
注意 ,由 于 (15.8) 式 , 则 | 
Ts (Pu P ЕР) (17.14) 


H (17.11) 和 (17. 13) 两 个 方程 可 以 消 掉 P. 消 掉 后 ,结果 为 : 
了 3 ‚Р,) =I (sD) + 

2?р? 

+ 3 

(21) 

ЕМЕ Г ичги 11) 式 可 写成 : 


ir=F + [rr rdo 


将 Г а 二 作用 到 等 式 的 两 边 , 便 得 到 (17. 15) =š. 
现在 我 们 按照 下 式 引 人 函数 Г". | 
Г, wa P,P,) = Ни Г, в K;P, ,P,), wp 一 0 (17.16) 


这 个 函数 ( 乘 以 2 ) 正 是 向 前 散射 幅 ( 即 P,P, 一 P,P, 的 跃迁 ) , 它 相 应 于 费 米 
身上 由 准 粒子 产生 的 真实 物理 过 程 : 即 留 在 该 表面 的 准 粒子 的 碰撞 引起 无 能 量 
改变 的 动量 变化 ,因此 过 渡 到 动量 传递 为 零 (k 一 0) 的 极限 ,应 在 能 量 的 传递 严 
格 等 于 零 (o =0) 的 情况 下 进行 . 前 面 引 入 的 函数 P ,相应 于 动量 传递 严格 等 
于 零 (k=0) 时 小 能 量 传递 的 非 物理 “散射 "的 极限 情况 . 

在 (17.15) 式 中 , 取 w=0, 再 过 渡 到 k=0 的 极限 ,并 以 如 乘 等 式 的 两 边 , 则 
得 : 

А ‚Р,) =Z 1 БСР. ,P,) 一 


Г. kdo, 
Q — 2.1 ° Е 





| 15 (b ОКО УВО) (17.15) 
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71 x. | Г“, < (P.,Q,) * ZT gl Qr,P,)do,. (17.17) 
vp т 


因此 ,存在 一 个 联系 向 前 散射 幅 两 种 极限 形式 的 普遍 关系 . 

函数 Г 的 反对 称 性 质 (15.8) ,给 出 已 一 已 时 ГУ 六 行为 的 一 个 信息 . 在 
该 等 式 中 , 取 Р, = P, ,a =B, 我 们 得 到 : 

ÍL (P, +К,Р, - К;Р, ,P,) = (17.18) 

(这 里 不 对 a Кя!) ©. 在 此 等 式 中 ,应 谨慎 进行 向 或 ss 5 г" 
和 三 中 ,首先 取 天 =0, 而 在 (17.18) 式 中 , 则 首先 取 P, = P,. 

[3] Н/< К ЖИР, -Р, =S = (5,5) 0/8. 这 样 , 除 图 (17.2) 以 外 ,下 图 也 
将 是 危险 的 : 


Р; 0+5+К 


Р,-К Q P +K 


因此 ,当天 ,S 一 0 时 ,函数 Г, ,将 依赖 于 两 个 “特殊 ” 宗 量 : 
0 So+w 
З да [s + 天 | 
当 x=y 时 ,(17.18) 式 表示 该 函数 变 为 零 . 我 们 来 研究 费 米面 上 本 的 值 ;这 时 
w=so=0, 因 而 y=0. 所 以 只 有 当 *=0 时 ,在 这 个 极限 上 才 有 等 式 (17.18). 换 
言 之 ,在 费 米面 上 对 于 三 的 等 式 是 成 立 的 : | 
Г (P, P.) =0 (17.19) 





(N. D. Mermin ‚1967). 
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正如 在 定义 单 粒子 格林 函数 的 (7.9) 式 的 矩阵 元 的 结构 中 ,包含 粒子 数 为 
N +1 的 中 间 态 一 样 , 在 构成 双 粒 子 格林 函数 (和 矩阵 元 (15.1) ) 中 ,也 包含 粒子 数 
ЯМ, М +z1,N +2 МНН. 

由 于 存在 粒子 数 为 WtL 的 中 间 态 , 双 粒 子 格林 函数 的 极点 与 G 函数 的 极 


Ф 当 只 考虑 准 粒子 自 旋 之 间 的 交换 相互 作用 时 ,所 有 本,s.。。 中 仅仅 Г, ,不 等 于 零 ， 这 个 论断 表 
明 ,散射 时 自 旋 矢量 具有 不 变性 . 此 论断 也 可 以 直接 根据 (2.4) 形 的 表达 式 来 验证 . 


@ 例如 ,粒子 数 为 六 的 状态 在 了 乘积 的 算 符 序列 p, 多 + 到 更 + 中 出 现 ， 而 粒子 数 为 N+2 的 状态 ， 
相应 于 更 Ф.Ф 这 样 的 序列 . 
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点 ( 即 与 准 粒子 能 量 ) 是 一 致 的 . 但 是 ,所 对 应 的 各 因子 ,已 在 (15.7) 式 中 以 显 
形式 被 分 解 出 来 . 因此 ,以 这 个 顶 角 公式 所 定义 的 函数 厂 , 只 具有 对 应 于 粒子 数 
为 NA 和 N+2 的 各 态 的 极点 . 这 些 态 的 角 动量 与 基态 的 角 动 量 之 差 为 0 或 1, 因 
此 相应 于 这 些 极点 的 元 激发 具有 整数 自 旋 (0 或 1) ,所 以 它们 遵从 玻 色 统计 . 换 
句 话 说 , 顶 角 函数 的 各 极点 决定 费 米 液体 能 谱 的 玻 色 文 . 

由 粒子 数 不 变 的 中 间 态 产生 的 极点 ,相应 于 元 激发 是 零 声 量子 . 在 图 技术 
中 ,中间 态 相应 于 各 图 的 不 同 断 面 , 它 们 在 图 的 某 些 外 线 之 间 将 图 分 成 两 个 部 
分 . 在 这 种 情况 下 ,粒子 数 不 变 的 诸 中 间 态 相应 于 图 (17.3) 的 各 断面 ,它们 分 别 


截断 连接 相 邻 的 P 单元 的 一 对 实 线 ; 在 这 些 状 态 中 ,粒子 数 的 不 变性 表现 在 穿 
过 断面 两 侧 的 线 数 是 相同 的 .通过 这 种 截面 所 迁移 的 4 维 动量 是 ; (Q +K) - 
Q = 天 ;因此 ,粒子 数 不 变 的 元 激发 则 相应 于 变量 为 的 顶 角 函数 有 (KK;P, ,P,) 的 
极点 . 

在 前 面 [推导 (17. 10) 式 时 ] 我 们 看 到 ,在 4 维 矢 量 Q 和 0Q+K 中 的 两 个 动 
E q 和 4 + 大 ,其 一 应 大 于 边界 动量 pi ,而 另 一 个 应 小 于 pe。 从 另 一 方面 来 看 , 当 
基态 激发 时 ,在 费 米 球 外 的 只 能 是 “粒子 ” ,而 在 球 内 的 只 能 是 “ 空 穴 ”. 就 此 意 
义 可 以 说 , 费 米 液体 中 的 零 激 发 ,可 看 作 是 粒子 与 空 穴 的 束缚 态 @. 

相应 于 Nt+2 个 粒子 中 间 态 的 元 激发 [它们 相应 于 函数 Г(К;Р,,Р,) wF E 
P, +P 的 极点 ] ,可 以 看 作 两 个 粒子 或 两 个 空 穴 的 束缚 态 . 但 是 ,这 种 状态 的 存 
在 (第 五 章 将 要 说 明 ) ,将 使 费 米 液体 具有 超 流 性 ,因而 也 需 对 图 技术 的 全 部 数 
学 工具 作 重 要 的 改变 . 

因此 ,为 了 确定 费 米 液 体 非 超 流 能 谱 的 玻 色 支 , 应 当 研 究 变 量 为 氏 = (ш,К) 
的 顶 角 函 数 及 ( K; P, ,P,) 的 极点 ， 每 取 一 个 大 值 ,对 应 于 极点 便 有 一 定 的 能 量 
w =w(k) ,于 是 就 确定 了 这 些 激发 的 色散 律 对 于 弱 激 发 态 ,w 和 都 小 ,因此 
可 以 利用 已 得 到 的 在 为 小 值 的 区 域内 函数 ГОК;Р,,Р,) 2. 

在 函数 本 的 极点 附近 ,方程 (17.15) 的 左边 及 其 右边 的 积分 是 非常 大 的 量 ; 
而 I”*( P,P,) 项 仍 是 有 限 的 ,因此 可 以 略 去 ， 其 次 应 注意 ,在 方程 (17. 15 ) 中 对 
函数 厂 进 行 的 运算 没有 涉及 变量 已 ,及 下 标 B 和 56, 即 它们 在 方程 中 只 起 不 重要 
的 参量 作用 . 最 后 ,我 们 来 研究 在 费 米 球 面 上 的 函数 厂 , 即 取 Р, = (0,p;n) ,其 
中 为 变 单位 矢量 .基于 所 有 上 边 这 些 论述 ,我 们 作出 这 样 的 结论 :确定 费 米 液 
体 中 的 声 激发 ,归结 为 求 下 列 积分 方程 的 本 征 值 问题 : 


Ф 就 问题 的 这 种 提 法 来 说 ,在 形式 上 与 量子 电动 力学 中 ( 见 第 四 卷 $ 125) 电 子 和 正 电子 束缚 态 能 
级 的 定义 有 许多 共同 之 处 ， 特 别 是 ,方程 (17. 4 一 17. 5) 类似 于 第 四 卷 的 Веће - Salpeter 方程 (125. 10— 
125.11), 
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Г. а 





Хуб") = Е ) И Dx. (D = Т.К’ (18.1) 
Ах. (п) М 80 БА Ж. 
为 改造 这 个 方程 ,引入 如 下 新 的 函数 代替 %: 
е" | (18.2) 


这 时 ,方程 (18.1) 取 如 下 形式 ， 
(о – оп • k)y,,(n) =k - п 


(记号 1 换 成 n'). 
这 个 方程 的 形状 , 同 费 米 液体 振动 的 动 理 学 方程 (4. 10) 完 全 一 致 .将 两 个 . 
方程 作对 比 ,可 导出 准 粒子 相互 作用 函数 与 函数 之 间 的 下 列 对 应 关系 : 
fs. a (Prn ,pyn') = Z° Ta a (n,n' ). (18.4) 
因而 弄 清 楚 了 函数 /和 准 粒 子 散射 性 质 之 间 的 关系 @. 
等 式 (18.4) 将 f 与 非 物理 过 程 散射 幅 联 系 起 来 了 . 现在 利用 公式 (17.17) 
得 出 f 同 费 米面 上 准 粒 子 的 “物理 ”向 前 散射 幅 之 间 的 显示 关系 ,我 们 把 该 散射 
幅 表示 成 : 





тя 5 2 [r m, n')v, (n')do' (18.3) 


As. a ( ñ  ,n,) = =2Г Г.в a (ni ›п 2). (18.5) 
在 费 米 面 上 ,关系 式 (17.17) 取 如 下 形式 ; 


A... (n, ,.n,) = 
pt do' 
F , , 
= ya, B ( H, ‚п. ) Е (2л) 20, ЈС, ‚П )A a. (п п) (18.6) 


ВХ А #l f 的 目 旋 关系 可 以 用 泡 利 矩阵 о 来 表达 . 在 一 般 情况 下 ,这 两 个 
也 数 可 以 包含 四 个 矢量 n, ,ma ,oo 的 任何 标量 组 合 . 但 如 果 粒 子 间 的 作用 是 
交换 相互 作用 , 则 可 容许 的 标 积 只 是 于 : n, 和 о, ` og,. 这 样 ,函数 4 和 [如 在 
АВ А-В. 


pr 
EE y8, op( n, * 开 2 ) = Е(9)8,,8,, + С(9)о,, Е О`;в › 


2 


р 
па Ао (п, ,n,) = B(9)8,,8s + 6(9)о,, ‘ов, (18.7) 


其 中 系数 让,G,B,C RA n Жп, 28] 398 9 ИЖ. 将 这 些 范 数 按 勒 让 德 多 项 
式 展 开 ， 


Ф 上 述 的 一 般 推导 属于 JI. Д. 朗 道 的 工作 (1958). 稍 早 一 些 ,A. Б. Мигдаи 和 В. М. Галицкий 对 具 


` 体 的 (17.3) 型 图 进行 求 和 ,从 而 得 出 弱 非 理想 费 米 气体 的 动 理学 方程 应 当 指 出 ,在 气体 情况 下 ,6 函数 


(ЗЕВСА) 只 含有 极点 项 ,因而 不 存在 消除 非 极 点 项 的 问题 . 
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В(9) = > (21+1)В,Р (соз 9) , ---, (18.8) 
将 (18.7 一 18.8) 式 代 和 人 (18.6) 式 ,并 算出 积分 (这 时 利用 勒 让 德 多 项 式 加 法 定 
理 ) ,可 得 : 
B,=F,(1 -B,), C,=G,(1 — G,). (18.9) 
这 些 公式 建立 了 f 和 4 的 展开 系数 间 的 简单 代数 关系 . 
由 稳定 性 条 件 (2. 19 一 2.20) 可 导出 类 似 的 关于 系数 B,,C, 的 不 等 式 : 
B,<1, C, <1. (18.10) 
此 外 ， 这 些 系数 还 满足 由 公式 (17. 19 ) 得 出 的 关系 式 : 
В(0) +C(0) =0 


或 > (21+1)(B,+C,) =0. (18.11) 
等 式 (18.9),(18.11) 连 革 同 条 件 ( 18 10) 足以 证 明 一 个 有 趣 的 论断 :在 一 切 稳定 
的 费 米 液体 中 ,至 少 有 一 个 (寻常 的 或 有 自 旋 的 ) 轴 对 称 的 零 声 支 外 . 

$19 格林 函数 微 商 恒 等 式 


在 有 关 格 林 函 数 的 数学 工具 中 ,格林 函数 的 微 商 和 准 粒子 散射 幅 之 间 的 某 
些 恒 等 关 系 起 着 重要 作用 . 这 些 关 系 式 的 推导 都 是 同样 的 , 即 算出 在 某 一 虚设 
的 “外 场 " 影 响 下 格林 函数 的 改变 ,而 该 外 场 对 系统 作用 的 结果 预先 是 已 知 的 ， = | 

因此 ,首先 要 算出 在 任意 外场" 影响 下 格林 函数 的 改变 8C. 这 种 场 在 哈密 
顿 量 中 的 对 应 项 为 : 


3V = {Bi G7) 50%, (е) dx, (19.1) 
其 中 50 为 某 一 算 符 , 它 作用 在 r( 也 可 以 和 时 间 1: 有关) 的 函数 上 . 


当 有 外 场 存 在 时 ,格林 函数 已 与 两 个 4 维 动量 P, 和 PP, 有关， 在 图 技术 中 ， 
这 种 外 场 可 用 新 的 图 元 素 一 一 外 虚线 来 表示 : 


| 
| 
P, ———l.a P, 


并 且 这 种 线 相 当 于 因子 
-i8U(P,,P,)= -i J er*8Ue Pi АХ. (19.2) 
РТР М PR НУ 5 — ВЕНА: 


Ф М м.р. Мегтіп, Phys. Кер,159,161(1967). 
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P, 


Q, 

) 

i6G(P,,P) = В а аР, + k: (19.3) 
Q 


P, ; 
其 中 所 有 实 线 一 一 粗 线 为 精确 G АЖ, RI] Я IBN f ВАО). 将 该 等 式 以 
解析 形式 写 出 来 , 则 有 
ӧС,.(Р,,Р,) = С,,(Р,)ё0(Р,,Р,)С,,(Р,) 一 
-1G, (P,)G, (P, ) Р, ,О,;Р,,0,) x 
d Q, 
x 8U( C2, 0 ) Gol Oa) Gal 0 ту 
并 且 0, +P =Р, +0.. 
我 们 感 兴趣 的 头 两 个 恒等式 与 系统 中 粒子 数 守 恒 有 关 . 这 一 性 质 表 现在 系 
统 哈 密 顿 量 中 у 算 符 是 成 对 出 现 的 , 即 对 每 个 宗 量 下 , 算 符 多 *(X) Р(Х) & 
出 现 一 次 . 
现在 对 y 算 从 进行 规范 变换 : | 
V(X) =, (Х)е`К®, Ч. = ‘емо, (19.5) 
ОХ) ЭО. 根据 前 面 指出 的 哈密 顿 量 的 性 质 , 如 果 y АА ВЕЕ 
方程 "(7.8) ,多 ' 则 遵从 作 如 下 代 换 的 薛 定 刘 方 程 : 


A 一 (V -iV y), 2. i 
当 X = x 为 无 穷 小 量 时 ,方程 的 这 个 改变 相当 于 给 哈密 顿 量 附 加 一 “外 场 ”: 


у= - 99 рі. 
SU 7 + —( Аду +2( V бұ) У). 


(19.4) 


特别 是 ,如 果 
бу(Х) = Ке(х,е г“) ‚ К=(о,К) 
(由 于 以 后 的 运算 具有 线性 ,因此 记号 Re 可 以 略 去 ) ,所 以 


SU(P,,P.) =i(2m)%8 (Р, - P, К) [№ ИР, +Р:) |. (19.6) 
$=. (14180, Yt = 2 (1-10 


中 ”这 类 似 于 量子 电动 力学 中 的 规范 变换 ( 见 第 三 卷 ) (111. 8 一 111.9). 
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构成 的 格林 函数 与 由 算 符 多 ,更 * 构 成 的 函数 之 差 为 ; 
ŠG. ( X, ‚Х,) =іб (X, ,X,)[ ŠSx( X,) - Sx(X,)], 
或 以 傅 里 叶 分 量 表示 : 
| 56.,(Р,,Р,) = J 56. (X, ,X,)e "па dX, = 
=i[G,,(P,) - G, (P,)]8x( P, - P.) , (19.7) 
式 中 
(Р) = әкс) eq’x = (2) y 8 (Р - K). 
因此 ,同一 个 变化 5c。。 可 表 为 两 种 形式 :(19.7) 式 和 (19.4) 式 [需要 将 
(19.6) 式 的 8U 代入 后 者 ). 使 这 两 个 表达 式 相等 ,( 经 过 С, = 66.。 代 换 和 重新 
表示 某 些 变量 之 后 ) 我 们 得 到 : 


К. (2р + 天 
8 [G(P+K)-G(P)] =G(P+K)GCP){ | -ot СРЗ) + 


ti Ги (КУР, 060640 -KE) |a - Cap] 40|. 


т  1(21) 
在 这 个 等 式 中 取 w,k 一 0 时 的 极限 , 便 得 到 待 求 的 恒等式 ;这 时 
CCP+K) - G(P) 一 oo 99 25 Гек (19.8) 
249 Р = (р,,р)]. Ж К/о-0 РРС. — 
aG(P) _ a 
60 = 16° СР}. [8 1 | Гр.=(Р, 0) {OQ) я ЕЕ 7 ‚ (19.9) 
这 里 引入 了 记号 
[G (P)}, = Би G(P)G(P + K) , 当 k/w 一 0 BJ). (19.10) 


用 类 似 方法 ,在 o/k—0 的 条 件 下 取 极 限 ,我 们 又 得 到 一 个 恒等式 ， 
s = {O°(P)Y, [Ps 1 [ СР, ООО, 


其 中 引入 了 类 似 的 记号 {6C2( 己 ) ] 

下 面 来 研究 给 系统 加 上 如 下 恒定 场 时 格林 函数 的 改变 ; 

50 =%0(ғ) = Ue `”, (19.12) 

当 k—0 时 ,这 个 场 在 空间 缓慢 地 改变 ,因此 可 以 把 它 视 为 对 系统 的 宏观 影响 . 
根据 外 场 中 的 热力 学 平衡 条 件 , 应 有 + 5U = 常量 ( 见 第 五 卷 $25) ;这 就 是 说 ， 
=í k—0 时 化 学 势 z 改变 一 个 小 量 - U6. 格林 函数 相应 的 改变 为 : 
аб(х.-х,) 

ди | 


d“ Q 
í 1 (19.11) 


G (X, ‚Х,) = 一 U,ë,a 
它 的 傅 里 叶 分量 [ 按 (19.7) 式 的 定义 ] : 
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G. (P,,P,) = - (27)°8 ( P, - P,)U/—— — — 
A s asss, 
З0И(Р,,Р,) =(2z)*U,S 2 (P, -Р, -К),(К=0,Ю). 
在 此 情况 下 (恒定 场 ,w=0) ,向 k—0 的 极限 过 渡 相 应 于 w/k 一 0 的 情形 . 结果 
得 到 恒等式 : 
т = = 06Р), [ae -i Tha PO {OO) |. 
(19.13) 
最 后 ,这 一 恒等式 的 出 现 , 可 作为 系统 伽利略 不 变性 的 结果 . 为 导出 该 恒 等 
式 ,我 们 来 研究 动 坐标 系 中 的 液体 ,此 坐标 系 以 微小 速度 w (+) = woe “随时 间 
作 缓 慢 运 动 . 变换 到 这 个 坐标 系 , 等 价 于 给 系统 加 上 外 场 , 外 场 的 算 符 为 中 ， 


50 = -5w p =—ëw - У. (19.14) 


бед 


或 在 动量 表象 中 ， | 
8U(P,,P,) = -p, ° w (2m)8 (P, -Р, —K), К=(о,0), 
此 表达 式 必 须 代 入 (19.4) 式 ,然后 取 极 限 w 一 0. 

男 一 方面 , 当 w 一 0 时 ,这 里 所 指 的 是 从 一 个 惯性 参考 系 向 以 恒定 速度 Sw 
运动 的 另 一 惯性 参考 系 作 伽利略 变换 . 如 果 液 体 有 能 量 为 s(P) 的 元 激发 ,那么 
在 以 速度 Sw 相对 于 液体 运动 的 参考 系 中 ,这 个 元 激发 的 能 量 将 为 = — p · Sw Q. 
因此 在 新 的 参考 系 中 ,频率 p, 应 以 p, + p · 5w 的 组 合 形式 出 现在 函数 G( F) 中 
(于 是 ,使 函数 的 极点 移动 -p， ёж). 这 样 一 来 ， 

SC =p ` з» 2С, 
др 


0 


于 是 我 们 求 得 便 等 式 ; 

e= (@(P) [орі рге, ОСТА 

| | (19.15) 
下 面 我 们 要 运用 得 到 的 恒等式 ,特别 是 ,运用 于 自由 变量 已 = (Po,p) 在 费 米 

面 上 的 值 为 Ps = (0,p,) 的 情形 ,将 因子 G° (P) 从 恒等式 的 右边 移 至 左边 ,同时 

把 С(Р) 的 微 商 换 成 CG-'(P) 的 微 商 ;这 时 在 G(P)G(P +K) 中 以 什么 方式 趋 于 


ӧ.р 


Ф За ЕАН ЕАН А Ж L = m 中 作 代 换 :o — + 5w, 于 是 出 
现 一 个 小 增 量 ( 当 8w 很 小 时 ) 8L = mv - 8w， 相 应 地 [ 见 第 一 卷 (40.7)] ,哈密 顿 函数 增 量 为 SH = 
-p， 8w, 在 量子 力学 中 该 增 量 相应 于 算 符 (19. 14). 

@ жити $23 中 更 详细 的 讨论 ， 
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K-,0 的 极限 便 是 无 关 紧 要 的 了 
另 一 方面 ,在 费 米面 附近 格林 函数 决定 于 本 身 的 极点 项 ,因此 
G (P) р —s (p -Pr)], 


从 而 ,在 该 表面 上 有 : 
96 1 96 _ vr dpr 








дро 22° др Z du 
结果 ,例如 恒等式 (19.9) 和 (19.13) 在 费 米 面 上 分 别 取 如 下 形式 : 


i Th Pi, ФО (Ф) 79:05 = (1-2) 8,, (19.16) 
Гу а*0 _ _ Эр dp; 
Е] Г.С Pe, O {CO (оу (1-7 q а (19.17) 
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表 几 节 得 到 的 诸 关系 式 ,对 明道 费 米 液体 理论 的 基本 命题 能 够 给 出 彻底 的 
证 明 ; 即 断定 边界 动量 ps 与 液体 密度 NAV 之 间 的 关系 ,可 由 适用 于 理想 气体 的 
同样 公式 (1.1) 给 出 . 

这 里 证 明 的 主旨 在 于 , 当 化 学 势 风 的 变化 为 无 穷 小 时 ,可 独立 计算 МЯ р, 
的 改变 ,然后 再 将 它们 作对 比 . 

根据 (7. 24) 式 ,作为 (在 给 定 的 体积 VV 中) 化 学 势 函数 的 总 粒子 数 ,可 由 下 
列 积分 给 出 : 








= у lim = dp. p. 
N= 2iy lim | С(Р)е у» P= (pop). (20.1) 
因而 微 漳 | 
Í 4м. 
Еи = -2i [29 г в (20.2) 


由 于 这 个 积分 当 w a | — BF ‚аС/др << 1Mps) 具 有 收敛 性 ,因此 在 被 
积 式 中 已 不 需要 写 出 因子 "将 便 等 式 (19.13)( 对 e = B 的 值 求 和 ) 中 的 
9C/6 代 人 积分 后 ,我 们 求 得 : 


7 2 2 2 0 
if ит [{@ PRT (P,Q) со. 


a. Г = Г, 以 下 计算 的 目的 ,是 将 等 式 的 右边 部 分 只 用 沿 费 米 
面 的 积分 表达 出 来 . | 

首先 ,用 (17. 17) 的 表达 式 ( 其 中 将 记号 0, 换 成 $S,) 代 替 上 面 的 第 二 个 积分 
中 的 三; 
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гам 2 š - 0. 
КИЕ + (0) Г (P, ет )° 
, | d*Pd*Qdo, 
多 ) ғ | {С (Р) ҺГ... СР, SE) Гу, „(5+,0) (G' (Q) h (2T) 
(20.3) 


我 们 首先 变换 最 后 一 项 . 这 一 项 的 被 积 式 中 ,只 最 后 两 个 因子 与 CQ 有 关 ; 它 们 对 
d 0 a 17) (在 费 米面 上 ,S =5,) ,因此 这 一 项 取 如 下 形式 : 
; А Р d Pdo; vp др; 
т ғ | 06 ГР о )* г (1 Z d) 
其 次 我 们 记 起 ,对 d P 取 积分 时 ,CG(P)C(P+ 天 ) 的 极限 值 应 按 (17. 10) 式 的 意 
义 来 理解 ;所 以 {G (P)}, = Ф(Р), її 








2ті2 





{6°(Р) }, = {6 (Р) }, – =——-%(р,)8(р-р). (20.4). 
作 此 代 换 之 后 , 则 得 : 
PT vp дру d° Pdo, 
Е, а | [хе (Р)}.Г“(Р, тот 7 б -8тіР |, 


其 中 ,根据 (18.4) 式 引入 了 准 粒子 相互 作用 函数 ,并 利用 了 (2. 6 一 2.7) 式 中 由 
ИХ F( 如 ) 表 示 的 表达 式 A ,,; 上 面 的 横 线 表示 对 до/4т 求 积 分 . МЕН 
d P 的 积分 ,可 由 公式 (19. 16) 给 出 ,然后 对 do, 求 积分 又 得 出 因子 4m。 因而 
(20. 3) 式 中 的 第 三 项 等 于 ， 
prZ (s, dp, 1 = 
-1 ИН 0-0 
用 类 似 的 方法 来 变换 (20.3) 式 中 的 第 二 项 : 先 根据 (20.4) 式 ,用 {6G2(P)1. 
和 {Cc (Q)1, 5 [G (P)) I (G (Q)k, 此 后 再 运用 恒等式 (19.9) 和 和 
(19.16). 因而 这 一 项 等 于 


А 22° Е 
г -2 {0(P) aa rms{2(z-1) -Р]. 











由 于 ро + © 时 6 一 0, 所 以 对 dpo 求 积分 时 ,第 一 个 积分 变 为 零 . 
最 后 ,(20.3) 式 的 第 一 项 因 代 入 (20. на рч 
Pr 2: 
21| (ë Р.Е t пт 
现在 把 所 有 的 贡献 (20.5 一 20.7) 都 加 起 来 ,我 们 求 得 : 
1 dN РЕ dp, Е. 





=н 
 — s — — 


+ 
V dk G п, 





ар, = 
4901 +P) | 058) 
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另 一 方面 ,在 (2.14) 式 中 取 
8n' = 22-р, =8(p -pr)8pr， 
Pr 
得 出 : 
(1 +F), (20.9) 
ар; 


我 们 强调 ,在 推导 (2.14) 式 时 还 没 利 用 ps 与 NV 的 具体 依赖 关系 ,因此 我 们 有 权 
在 这 里 利用 此 关系 式 [ 指 (2.14) 一 译注 ] 来 寻求 上 述 依赖 关系 [ 当然 ,等 式 (20.9) 
也 可 以 借助 于 推导 (20.8) 式 时 用 过 的 那些 关于 项 角 函 数 的 诸 关系 式 得 出 来 中 ] 
考虑 上 面 的 等 式 我 们 看 出 ,(20.8) 式 中 的 花 括 号 变 为 等 ,所 以 

| Bmp | 

da V m du dzl3(2z) 1 
当 N/V—0 BF ,我们 研究 的 对 象 则 是 气体 ,因此 在 这 个 极限 下 ,Pr 与 NV 的 依赖 
关系 不 管 怎样 都 应 与 气体 的 一 致 .用 这 个 条 件 可 确定 积分 (20. 10) 式 时 出 现 的 
常数 ,于 是 最 终 我 们 得 出 了 所 求 的 关系 式 (1.1): 

N “8mpr 


| V 3(2т)” 
$21 近 理想 费 米 气体 格林 函数 


为 了 举例 说 明 图 技术 的 应 用 方法 ,在 $6 中 用 通常 的 微 扰 论 已 经 研究 过 
[ B. М. Галицкий ,1958 ] 的 模型 框架 内 ,本 节 将 用 图 技术 计算 近 理 想 费 米 气体 的 
格林 函数 . 注意 这 里 所 说 的 气体 ,是 指 粒子 闻 具 有 斥 力 作用 的 气体 ,只 要 最 终 计 
算 结 果 仅 含 散射 幅 , 则 $ 6 中 描写 的 方法 便 允 许 将 微 扰 论 运用 于 这 种 相互 作用 . 
$ 14 指出 过 , 求 格 林 函 数 归结 为 计算 自 能 函数 X (P). 在 微 扰 论 的 一 级 和 二 级 
近似 下 , 自 能 项 数 由 (14.9) 和 (14. 10) 图 的 集合 给 出 ,在 此 ,把 它们 画 成 如 下 形状 : 
P-Q 





(20.10) 





(21.1) 


(D 有 效 质量 公式 (2.11) 可 借助 关系 式 (17.17) 以 及 等 式 (19.11) 和 (19.15) 推 导出 来 . 


$21 近 理 想 费 米 气 体格 林 范 数 . 73. 


Я (21. 1a 一 b) 包 括 一 级 图 (14. 10а) , (14. 9а) 和 二 级 图 (14. 10Ь—е), (14. 9b— 
c) ;后 者 与 前 者 的 区 别 ,只 在 于 对 内 实 线 的 修正 ;这 些 实 线 在 图 (21. 1a 一 b) 中 是 
以 粗 线 表 示 的 ,因此 它们 所 对 应 的 不 应 是 理想 气体 格林 函数 G” ,而 应 是 修正 到 
一 级 项 的 函数 С. 最后,(21.1c 一 d) 是 (14. 104—е) 的 二 级 图 . 所 有 的 图 经 过 变 
JÉ, ,使 其 结构 性 质变 得 更 为 明显 ;这 就 是 四 外 线 图 的 “梯形 "级 数 之 前 几 项 ,在 四 
外 线 图 内 有 一 对 外 线 按 不 同方 式 相互 “短路 ”. 
现在 我 们 开始 计算 图 (21. Іа). 它 的 解析 式 为 : 
dQ 


ГР), = | U(Q)G(P - Q) ya 


Q =(4,,4), Р=(о,р) (21.2) 
(其 中 省 略 了 公共 因子 5). 我 们 首先 对 dgo 求 积分 . 但 是 ,由 于 因子 U(Q) = 
0(4) 5 qo 无 关 , 而 当 |go| 一 % BF С oc 1⁄q; ,所 以 必须 预先 明确 积分 方法 .为 此 ， 
需要 回顾 图 (21. 1a) 的 来 源 ,并 注意 图 中 的 实 线 对 应 于 同一 个 算 符 祈 内 一 对 
算 符 的 收缩 . 这 就 是 说 ,天 和 用 * 取 在 同一 时 刻 , 并 且 当 收缩 时 旬 * 位 于 $ 2 
Ш. 换言之 ,在 坐标 表象 中 产生 的 G 函数 , 取 在 1=t, —-t— -0. 在 动量 表象 中 ， 
这 意味 着 对 (21. 2) 式 中 的 被 积 式 添加 一 个 在 :一 -0 时 取 极 限 的 因子 
ехр( ~ 140#). 现在 利用 公式 (7. 20) , 则 得 : 

dd 


Г -iz]. =i | U(a)N(p -4) 1, (21.3) 


(2) 
式 中 N(p) 为 粒子 的 分 布 函 数 . 

傅 里 叶 分 量 U(g) ,只 当 g 宇 1/r 时 才 显 著 地 依赖 于 g 的 大 小 ,这 里 r, 为 场 
U(r) 的 作用 半径 ;这 些 g 值 (对 于 稀薄 气体 来 说 ) 显 然 比 ps 大 得 多 ,如 果 限 于 数 
{Ё ір -piri <<1/r, 则 对 于 这 些 g 值 将 有 N(p -g) 二 0. 因此 (21.3) 式 中 的 U(g) 
可 以 换 成 U0(0) ,并 从 积分 号 下 提出 来 PC， ТИРАЖИ n(x) 的 一 
半 ( 给 定 自 旋 投影 值 !) ,因此 [3]. = -п(р)0(0)/2. 

实 线 自身 封闭 的 图 (21. 1b) 给 出 了 [ 习 ,=n(y)U(0)， 所 以 ,两 个 图 对 上 的 
贡献 是 : | 





Г]. =>n(a) 000) = 2"а(и)а, (21.4) 


式 中 а 为 根据 (6.2) 式 定义 的 散射 长 度 . 
(21.4) 式 中 也 含有 全 部 一 级 效应 . 在 这 种 近似 下 ,n(y) 应 理解 为 理想 气体 
密度 п (п) ,因此 ， 


Ф 于 是 不 难看 出 ,允许 误差 的 相对 数量 级 ~ (pero) ,因此 就 连 对 pp ro 下 一 个 数量 级 的 各 项 也 影响 
不 到 . 
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5 = [5] =21109) (е (21.5) 


为 了 向 前 计算 ,我 们 引入 作为 辅助 记号 的 函数 下 , 它 由 下 列 梯形 图 定义 : 


Pyy P a " ои < 
нунак ниже -| + Í! 01.6) 


(照例 ,P +Р, =Р, +Р.). 其 解析 形式 为 : 








0 (21.7) 
其 中 iF) = —iU(P, - P. ), (21.8) 
(2) (0) , (0) , П 
iF = [с (P')U(P, -P')G (Р, +Р, -Р’И(Р ря 
(21.9) 
将 两 个 图 (21. 1e 一 d) 展 开 ,并 用 PR 把 它们 表达 出 来 ,可 得 ; 
_ _ Í ato) (2) . 10 
ГР). = - |60) СР,00,Р) 5+ 
(0) (2) 
+2 [с (0)ЕХ (Р,0;Р 1059, (21.10) 


ЕНИ РОК Fr 后 ,由 这 两 个 积分 可 得 出 (21.5) 式 ]， 两 个 积分 前 符号 的 
区 别 与 图 (21. 1d) 中 封闭 圈 的 存在 有 关 ; 第 一 图 中 的 5 因子 给 出 8, 5, = 66g, 而 
第 二 图 中 的 6 因子 给 出 6,,6,, =26.. 

现在 来 计算 Е. 由 于 0(0) 5 go 无 关 , 所 以 对 dps 求 积分 归结 为 


= d 
| С° (P')G (P. + P, -Ps 
Е 2 


将 (9.9) 式 G” 代入 这 里 (并 考虑 到 |р (о 时 积分 是 收敛 的 ) ,我 们 在 复数 р, 
的 半 平 面 上 用 无 穷 大 的 半圆 圈 来 封闭 积分 围 道 ;这 时 ,只 当 两 个 函数 G? 的 极点 
位 于 不 同 的 半 平 面 上 ,积分 才 不 为 零 , 即 

sign(p’ -Pr) =sign( |p, +p, -Р’| -Pr)， (21.11) 
最 后 我 们 得 到 : 
ЕӘ(Р, ,Р,;Р,,Р,) = 
О(р. -р’)О(р'-р,) зівп(р' -рь). _ Фр’. 


四 | +0, 2-5” + (р. +р, -Р’)*] +10 - sign(p’ р) (2т) 
(21.12) 
(Ж о, = Рю, =p). 同时 ,为 了 自然 地 考虑 到 (21. 11 ) 式 的 要 求 ,在 被 积 式 
的 分 子 中 应 作 如 下 代 换 : 
sign(P 一 pr) 一 1 一 0(P ) – Ө(р, +р, -р’) 
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其 中 0(p) ЛИК (1. 10). 

我 们 在 $ 16 中 已 经 看 到 ,梯形 图 级 数 确 定 (真空 中 ) 双 粒子 相互 散射 幅 . 因 
此 (21. 12) 式 包含 对 散射 幅 各 一 级 项 的 修正 . 将 (21.8) 式 的 天 作 如 下 代 换 后 ， 
就 能 计 及 这 个 修正 : 


4 
U(p; -p,)— - "Вер, Р.) 


(其 中 ,为 精确 到 二 级 的 真空 散射 幅 ) ,同时 从 Р 的 表达 式 (21. 12) 中 减 去 它 
在 真空 中 数值 的 实 部 , РР Ч р, =0,& =0 时 ,数值 o, = р/2т, о, =p2/2m, 它 们 分 
别 相 应 于 两 个 真实 的 碰撞 粒子 的 能 量 (图 的 “物理 ”外 线 )， 此 后 便 可 以 用 能 量 
为 零 时 的 值 , 即 用 散射 长 度 a, 去 代 换 - Re №. 所 以 将 有 : 

FY(P,,P,;P,,P,) = 


_ (41а) *[ | [1 -—0(p') -0(р, +p, tp')] _ 
ра [zu ; u as 
С о, + 0; +2 [р + (p, +р, -Р )?] +10 · sign(p — px) 
2т d°p 
_ P | (21.13) 
р; + р» -р” - (р, +р, -р’)* 25 


第 二 项 中 的 记号 P, 表 示 取 主 值 积 分 ;这 是 利用 规则 (8. 11) 分 离 出 积分 实 部 的 
结果 . 
因为 (21. 13) 式 对 P, 和 P, 是 对 称 的 ,(21. 10) 式 中 的 两 个 积分 相等 ,因此 


[ -i3(P)]。= | co (ФЕ СР,0;Р,0) 90 


(2m)” 
将 (21.13) 式 的 第 一 项 代入 上 式 时 ,如 果 
sign(P -pr) = – sign(g -pr), (21.14) 
则 对 dc。 的 积分 不 等 于 零 ,因此 被 积 式 的 两 个 极点 重新 处 于 9 的 不 同 的 半 平 面 
Е. 将 (21. 13) 式 的 第 二 项 代入 时 ,只 有 因子 С,(0) 与 go 有 关 , 利 用 公式 (7. 23 ) 
可 求 出 对 dgo 的 积分 ,并 给 出 М ( q) — нА IK АДУ АЖ, BI EY EK А 
数 0(4). 将 (21. 1a 一 d) 全 部 图 的 贡献 汇聚 起 来 ,结果 我 们 得 到 : | 


У( еур) = (и) а +Ë (В), (21.15) 





Q ИЖТ НИ У АН ЕАН РАСОНЇ Н! 

@ 在 (21.12) 式 中 不 能 进行 这 种 代 换 , 因 为 p' 很 大 时 ,将 使 积分 发 散 . 但 施行 了 上 述 减 法 之 后 ( 当 
p' ~ PF 时 ) 积 分 做 该 代 换 也 已 收敛 ,因而 可 以 进行 这 种 代 换 . 只 减 去 积分 的 实 部 (相应 地 将 U JR. Re /) E 
为 了 避 开 与 散射 幅 虚 部 有 关 的 困难 . 因为 当 动 量 很 小 时 Re 按 动量 的 偶 次 寡 展 开 ,而 Im / 按 动量 的 奇 次 
医 展 开 ( 见 第 三 卷 $ 132). 所 以 考虑 /的 动量 依赖 关系 时 ,将 得 出 相对 数量 级 为 (gre) 的 修正 , 即 这 个 修 
正 是 可 以 忽略 的 . 而 将 U 换 成 -4mf/m, 则 需 考 虚 f 的 虚 部 ,这 时 将 得 出 相对 数量 级 为 pra 的 修正 . 
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起 中 
2 ry = р! -0(р' 
У (op) = (278) [{ = 0(p') PT p 1800) (p')] m 
о +и+2-[94 -p”-(p+q-p] +i0. sign(p’ -pr) 





2т0(4) dgd P 
p +4 -p”+(p+q-p') (2m) 
[ 积分 号 下 第 一 项 分 子 中 的 因子 0(q) -9(p'), 当 满足 条 件 (21. 14) 时 则 换 成 
– sign(g — р») ]. | 

我 们 首先 指出 ,3 具有 虚 部 . 这 个 虚 部 可 以 借助 规则 (8.11) 从 (21.16) 式 中 
分 解 出 来 ,并 用 下 式 表 出 : 


Im (wp) = - (82) wf {oC [L160(p)I [1 -0(p +q p) ] - 


- [1 -0(q)]0(p')0(p+q -p')] х 


_ P (21.16) 


афр’ 


ЕТ, (21.17) 


1 2 #2 _ _ ул 2 
хә [о + +5 —(4 -p -(Р+4 р')?) | 


[考虑 到 9 (р) =0(p) ,已 对 花 括号 中 的 表达 式 作 了 变换 ]. 
准 粒 子 能 谱 , 可 根据 (14. 13) 式 计算 出 来 , 即 


e(p) -P +2 а нх (2 -pp ) (21.18) 


( # X” r , 按 需要 的 精确 度 可 取 e= p'/2m). 5 的 复数 性 表示 激发 有 衰减 (Im в 
540). 

出 现 这 种 衰减 ,表明 准 粒子 是 不 稳定 的 ,这 种 不 稳定 性 与 准 粒子 可 能 有 实际 
裂变 过 程 有 关 ， 准 粒子 可 以 放出 自己 的 部 分 能 量 ,并 靠 它 产 生 准 粒子 对 (粒子 和 
57). 作为 例子 ,我 们 来 考查 (21. 17) 式 积分 号 下 花 括 号 中 的 第 一 项 . 根据 阶 
EK РА СНУ FE pit ,如 果 

| p >p, |4+р-р' | >р, а<рь, 

则 这 一 项 不 等 于 零 . 这 几 个 不 等 式 对 应 于 这 样 一 种 过 程 :在 此 过 程 中 , 初 动量 为 
р(р >ps) 的 准 粒 子 转变 为 动量 为 p' 的 状态 (p >p' >pr) ,并 且 有 p-p' 的 动量 传 
递 给 费 米 球 内 (动量 g < psi) 的 粒子 ,后 者 被 激发 到 费 米 球 外 动量 为 gt+p -p' 的 
状态 ;这 种 转变 相当 于 出 现 了 动量 为 -gqg( 空 穴 ) 和 g +p -p' 的 两 个 新 的 元 激发 . 
(21. 17) 式 中 的 8 函数 ,表明 在 这 个 过 程 中 遵从 能 量 守 恒定 律 ,其 中 w+ 起 着 
准 粒 子 初始 能 量 a(p) 的 作用 : 

=(Р) ==(р’) +[2(9 +р-р') -=(4)] 
(此 处 ,在 一 级 近似 下 ,只 要 取 e(P) =р’/2т Г). 按照 上 面 指出 的 意义 ,以 
该 等 式 确 定 的 能 量 e(p) ,确实 相应 于 费 米 球 外 (e >) 的 准 粒 子 . 
与 此 类 似 ,(21.17) 式 花 括 号 内 的 第 二 项 ,是 准 粒子 对 产生 于 空 灾 的 过 程 . 


$21 近 理 想 费 米 气体 格林 函数 . 77 · 


此 项 给 出 了 能 量 为 e <и 的 元 激发 的 衰减 . 用 图 技术 语言 来 说 , 准 粒 子 可 能 产生 
对 ,表现 为 可 能 通过 截断 三 条 实 线 ( 其 中 ,两 条 同方 回 ,第 三 条 反方 回 ) 而 将 С м 
数 图 分 成 两 部 分 , 在 图 (21.1c 一 d) 中 ,这 种 分 割 是 在 两 条 虚线 之 间 进 行 的 . 

弱 非 理想 气体 情况 是 特殊 的 (与 任意 费 米 液体 的 一 般 情况 相 比 ) ,原因 在 
于 ,这 种 情况 中 的 准 粒子 能 谱 , 不 仅 在 费 米 面 附近 而 且 在 整个 动量 值 域内 都 有 意 
义 : 因 为 "气态 参数 "apr 本 是 一 个 很 小 的 量 , 所 以 准 粒子 衰减 (In es) 相当 小 . 但 
是 ,这 里 我 们 只 对 两 种 极端 情况 得 出 最 终 的 计算 结果 . 

在 费 米面 附近 ( lp -pel <<p,) ,得 到 : 

Re ee = 从 + (р ~pr)pr/m, 

其 中 jw 和 mm 分别 由 (6.14) 和 (6.17) 式 决定 . 得 出 的 准 粒 子 衰减 为 : 


l я | 
Im е = -—(pra)° (p —pe) sign(p — ps). (21.19) 


此 表达 式 与 (p -pe) 成 比例 具有 明显 的 来 源 :所 出 现 的 一 个 因子 p - p. , J5 E: BB 
量 空间 一 个 区 域 ( 薄 球 壳 ) 的 厚度 , 准 粒 子 对 所 由 产生 的 准 粒 子 ,其 动量 即 属于 
此 区 域 , 还 有 一 个 同样 的 因子 , 则 是 在 其 中 产生 准 粒子 对 的 壳 层 的 厚度 ， 我们 
顺便 指出 ,这 些 见 解 对 任何 费 米 液体 都 是 适用 的 ,因此 在 费 米 面 附近 总 有 
Im ex (р-р) ° @. 

在 大 动量 的 情况 下 ,p СЕЛА ра <<1) ,我 们 有 : 


р) 
2т "Зи 3 


在 两 种 情况 下 ,比值 Im =/Ве = 都 小 . р ~ рь, ХАННА АНА КУА, ВП 
使 在 这 里 它 ~ (pra)? <<1. 

最 后 ,我 们 引入 弱 非 理想 气体 格林 函数 的 重 整 化 常数 值 ， 该 常数 可 用 如 下 
公式 算出 : 








(21.20) 


1 2) _93(0,p) 
Z до st 


本 





Z=1- (pra). (21.21) 


Q ” 当 温 度 不 等 于 零 时 ,将 这 个 量 对 热平衡 分 布 求 平均 ,可 得 出 准 粒子 衰减 与 到 成 比例 的 结果 ,关于 
这 一 点 已 在 $ 1 中 讲 过 . 


ВЕН 
超 
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现在 我 们 开始 研究 具有 另 一 种 全 然 不 同类 型 能 谱 的 量子 液体 , 这 种 能 谱 可 
ТЕЗЕ в 1 ВЕЗЕ О. 

这 种 能 谱 的 特征 是 :元 激发 (液体 处 于 基态 时 不 存在 ) 能 逐个 地 产生 和 消 
失 . 但 整个 量子 力学 系统 (在 这 种 情况 下 是 指 整个 量子 液体 ) 的 角 动 量 只 能 成 整 
数 改 变 . 所 以 逐个 产生 的 元 激发 应 具有 整数 角 动 量 ,因而 遵从 玻 色 统计 ， 凡 是 
由 自 旋 为 整数 的 粒子 所 构成 的 量子 液体 (液体 同位 素 'He 就 是 这 样 ) ,在 任何 情 
况 下 都 具有 这 种 类 型 的 能 谱 . 

为 作 比 较 , 我 们 回忆 一 下 : 当 用 元 激发 谱 的 术语 来 描写 费 米 液体 时 [处 于 基 
态 的 液体 中 不 存在 元 激发 ( 见 $1 末 ) ] ,这些 元 激发 只 能 成 对 地 产生 或 消失 . IE 
因为 如 此 ,才能 使 这 种 谱 型 中 的 元 激发 具有 半 整 数 自 旋 . 

在 量子 玻 色 液体 中 ,小 动量 p( 即 波长 比 原子 间距 大 ) 的 元 激发 相当 于 通常 的 
流体 动力 学 声波 , 即 声 子 . 这 就 是 说 ,这 些 准 粒子 的 能 量 是 它们 动量 的 线性 函数 ， 

= = ир, (22.1) 

式 中 为 液体 中 的 声速 。 上 式 可 由 通常 的 公式 w = 9P/ap 得 出 ,而 且 不 需要 明 
确 是 在 温度 7 了 一 定 或 在 粹 5S 一定 的 情况 下 取 微 商 ,因为 7—0 时 ,也 有 5—>0®. 

玻 色 液体 中 的 元 激发 数 , 当 7->0 时 趋 近 于 零 , 并 且 在 低温 情况 下 ,由 于 元 激 
发 的 密度 足够 小 ,因而 准 粒 子 之 间 可 以 看 作 是 无 相互 作用 的 , 即 它们 构成 了 理想 


Q ”这 种 量子 液体 理论 ,是 JN. Д. 朗 道 于 1940—1941 п.л. 卡 皮 查 发 现 液 氮 的 超 流 性 之 后 创 
建 的 . 这 些 发 现 ,给 全 面 发 展现 代 量子 液体 物理 奠定 了 基础 . 

@ 在 第 五 卷 $71, $72 中 曾 对 固体 中 的 元 激发 引入 了 声 子 的 概念 ， 必 须 强 调 , 微 观 均 匀 系 统 ( 即 液 
Ж) 中 元 激发 的 动量 是 真实 动量 ,而 不 是 固体 晶 格 的 周期 性 场 中 那 种 准 动量 . 
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玻 色 气体 . 所 以 玻 色 液体 中 元 激发 的 统计 平衡 分 布 可 由 玻 色 分 布 公式 (其 中 化 
学 势 等 零 , 见 第 6 页 脚注 ) 给 出 : 
n(p) = [е2 _ 1] `'. (22.2) 
利用 这 个 分 布 ,并 知道 a(p) 在 p 很 小 时 的 依赖 关系 ,就 可 以 算出 液体 接近 
于 绝对 零度 的 热力 学 量 ,在 这 样 的 温度 下 ,液体 中 所 有 的 元 激发 事实 上 都 具有 很 
小 的 能 量 , 即 都 是 声 子 . 利用 固体 在 低温 下 热力 学 量 的 表达 式 ( 见 第 五 卷 8$8 64 ) ， 
就 可 以 立即 写 出 相应 的 公式 .它们 的 区 别 只 在 于 ,代替 固体 中 声波 三 个 可 能 的 
(一 个 纵 的 两 个 横 的 ) 极 化 方向 的 是 ,液体 中 只 有 一 个 ( 纵 的 ) 极 化 方向 ;因此 所 
有 热力 学 量 的 表达 式 都 应 除 以 3. 例如 ,对 于 液体 的 自由 能 ,就 有 : 





pasqa a m P, (22.3) 
| 90( hu) | 
其 中 F, 为 液体 在 绝对 零度 时 的 自由 能 . 液体 的 能 量 为 
EE УТ (22.4) 
30( hu) 
而 热 容量 为 
C =V Е (22.5) 
15(hu) о 


它 与 温度 的 三 次 方 成 正比 . | 

声 子 的 色散 律 (22.1) ,只 在 准 粒子 波长 Ар 大 干 原子 间距 时 才 成 立 ， 当然 
随 春 动量 的 增加 ,se =s(p) 曲 线 偏离 了 线性 依赖 关系 ;曲线 的 以 后 走向 ,将 依赖 
于 液体 分 子 具 体 的 相互 作用 规律 ,因此 不 可 能 用 一 般 的 形式 确定 . 

在 液 氮 中 ,元 激发 的 色散 律 具 有 图 2 所 示 的 形状 ;函数 e(P) 在 开头 的 一 段 
线性 增长 以 后 达到 极 大 值 ,然后 开始 减 小 并 在 一 定 的 动量 值 pe 处 通过 极 小 值 中 ， 
系统 处 于 热平衡 时 ,其 中 大 多 数 元 激发 的 能 量 都 在 函数 s(p) 各 极 小 值 附近 的 区 
域内 , 即 在 小 se(e =0 附近 ) 的 区 域内 ,以 及 在 se(po) 值 的 区 域内 . 所 以 这 两 个 区 
域 特别 重要 . 在 p =po 点 附近 ,函数 e(p) 可 以 按 p -po 的 每 展开 . 在 展开 式 中 ,不 
存在 线性 项 ,精确 到 二 级 项 时 有 : 

(p 一 Po) 


Е =А + 


Ж А ==(рь) ,mm 为 常数 . 这 种 类 型 的 准 粒 子 称 作 旋 子 . 但 是 我 们 强调 ,这 两 
种 类 型 的 准 粒 子 一 一 声 子 和 旋 子 ,只 是 对 应 于 同一 条 曲线 的 不 同 线段 而 已 ,因而 
它们 之 间 可 以 连续 地 转化 . 


, (22.6) 


Ф 这 种 形状 的 谱 线 是 Л. Д. 朗 道 (1947 ) 基 于 对 液 氨 热力 学 量 的 实验 资料 分 析 而 首先 提出 来 的 ;后 
来 ,这 种 谱 线 根据 中 子 散射 的 实验 事实 已 得 到 证 明 . 
关于 这 种 类 型 能 谱 的 定性 理论 ,已 由 费 曼 (R.P. Feynman,1954) 给 出 ;参看 后 面 345 页 的 注解 . 
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液 所 能 谱 参量 的 经 验 值 (在 密度 p =0.145 g/cm 的 情况 下 外 推 到 零 压强 的 
值 ) 为 山 : 
u =2.4x10 cm/s, Д=8.6К, (22.7) 
p /h=1.9x10 ст, т” =0. 14 Ж(“Не). 
由 于 旋 子 能 量 总 包含 比 7 大 的 量 Д, 当 温 度 低 到 可 以 把 诸 旋 子 称 作 “ 旋 子 
气 ” 时 ,后 者 的 描写 便 可 以 用 玻 尔 兹 曼 分 布 来 代替 玻 色 分 布 了 . 据 此 ,我 们 从 下 
列 的 玻 尔 兹 曼 气 体 上 自由 能 公式 出 发 来 计算 液 氮 热力 学 量 的 旋 子 部 分 : 


=/К 


1 2 3 
8 -1 
p/h/(10 ст ) 


图 2 


d°p 
(2пћ)? 
(АЖ 5.2 841). 此 时 应 把 这 个 公式 中 的 N 理解 为 液体 中 的 旋 子 数 . 但 此 数 本 
身 决 定 于 热力 学 平衡 条 件 , 即 决定 于 自 RA 令 8F/9N 等 于 零 ， 
我 们 求 得 旋 子 数 为 ， 





Vr - 
ыы е &/Т = 
Е NTIn 一 É ат, ат 


Nis у [ есета (22.8) 
(当然 , 它 相 当 于 化 学 势 等 于 零 的 玻 尔 兹 曼 分 布 )， 相应 的 自由 能 值 为 : 
Fe = -VT |e "dr. 


现在 应 将 (22.6) 式 代入 这 两 个 公式 . 因为 pp >>m* 7T, 所 以 对 dp 积分 时 ,可 
足够 精确 地 将 p 换 成 po, 并 将 因子 户 提 出 积分 号 外 .被 积 函 数 为 指数 函数 时 , 积 
分 区 域 可 以 遍及 - % 到 之 间 . 最 后 我 们 得 到 : 

2(m Т) роу а 
ЕСТ ‚ Ри = = ТМ№. (22.9) 


Е ИДЕЯ Е ДАЖ: 


Q 我们 还 要 指出 , 液 氮 在 T=0 时 的 化 学 势 之 值 为 :p = -7.16 К. 
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4 = (22.10) 


3 3 
5, Ne (2+) Сем (чт 
我 们 看 到 ,各 热力 学 量 旋 子 部 分 的 温度 依赖 关系 基本 上 是 指数 函数 形式 的 . 
因此 ,在 足够 低 的 温度 下 (对 于 液 氨 , 大 约 低 于 0.8 K) , 旋 子 部 分 小 于 声 子 部 分 ， 
而 在 较 高 的 温度 下 情况 就 改变 了 ,这 时 旋 子 的 贡献 超过 声 子 的 贡献 


$23 ВЕ 


具有 上 述 类 型 能 谱 的 量子 液体 有 一 种 非凡 的 性 质 , 称 作 超 流 性 , 即 沿 毛细 管 
或 狭 缝 流 过 时 不 显 出 任何 务 性 . 现在 我 们 从 研究 绝对 零度 时 的 液体 开始 ,这 时 
液体 处 于 它 的 基态 , 即 未 被 激发 的 态 . 

我 们 来 考查 以 恒定 速度 v 沿 毛细 管 流动 的 液体 . 由 于 液体 与 管 壁 间 的 摩擦 
和 液体 本 身 的 内 摩擦 ,会 发 生 液体 动能 的 耗 散 ,因而 流动 将 逐渐 变 慢 ,这 样 就 显 
出 了 黏 性 的 存在 . 

最 好 在 随 液体 一 起 流动 的 坐标 系 中 来 研究 液体 的 流动 . 在 这 个 坐标 系 中 毛 
是 静止 的 ,而 毛细 管 壁 则 以 速度 — o 运动 . 在 有 黏 性 存在 的 情况 下 ,静止 的 氨 也 
会 开始 运动 起 来 . 这 在 物理 上 是 显然 的 , 即 液体 被 管 壁 粘 附 时 ,不 可 能 刚 开始 就 
引起 液体 的 整体 运动 . 运动 的 出 现 必然 从 逐渐 激发 内 部 运动 开始 ,也 就 是 从 液 
体 中 出 现 元 激发 开始 的 . 

我 们 假定 在 液体 中 出 现 一 个 动量 为 p ,能量 为 a(p) 的 元 激发 .于 是 ,液体 的 
能 量 E。( 在 液体 最 初 处 于 静止 的 坐标 系 中 ) 就 等 于 这 个 元 激发 的 能 量 ,而 液体 ` 
的 动量 P, 就 等 于 元 激发 的 动量 p. 现在 我 们 再 改 用 毛细 管 处 于 静止 的 坐标 系 . 
根据 力学 中 熟知 的 能 量 和 动量 的 变换 公式 ,对 于 这 个 坐标 系 中 液体 的 能 量 E 和 
动量 P, 我 们 有 : 

E = E, + P, :9 > P=P +My, (23.1) 
其 中 M 为 液体 的 质量 . 将 e ,p 代入 上 式 以 代 换 Е,,Р, ,可 写成 : 
5 

Mv /2 这 一 项 是 流动 液体 的 初 动能 :表达 式 a + p .yw 是 由 于 出 现 激 发 而 引 
起 的 能 量变 化 ， 因 为 运动 液体 的 能 量 应 该 减少 ,所 以 这 个 能 量变 化 应 当 是 负 的 : 

e+p `+ <0. 

当 给 定 p 值 时 ,不 等 式 左边 的 量 在 p Жо 反 平 行 时 具有 最 小 值 ;因此 在 任何 
情况 下 都 应 有 es -pp <0, ВП 





E=e+p °t + (23.2) 


£ 
2 > 一 . . (23.3 
р ) 


这 个 不 等 式 至 少 对 元 激发 动量 p 的 某 些 值 应 当 是 满足 的 ， 所 以 只 要 求 出 量 
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evp 的 极 小 值 ,我 们 便 得 到 沿 毛细 管 运动 的 液体 中 可 能 出 现 激发 的 最 终 条 件 . 
从 几何 上 来 说 ,比值 s/p 是 从 坐标 原点 (在 p,s 平面 内 ) 到 曲线 e =e(p) 上 某 一 
点 所 引 直线 的 倾角 之 正切 . 显然 , 它 的 极 小 值 决定 于 从 坐标 原点 向 曲线 所 作 的 
' 切线 之 切 点 . 如 果 这 个 极 小 值 不 等 于 零 ,那么 当 流速 不 太 大 时 ,液体 中 不 可 能 出 
现 激发 . 这 就 是 说 ,液体 流动 不 会 减 慢 , 即 液体 显 出 超 流 现象 . 

上 面 得 出 的 超 流 性 存在 的 条 件 ,就 其 实质 来 说 ,归结 为 要 求 曲 线 e = (p) Ж 
在 坐标 原点 与 横 坐 标 轴 相 切 ( 撒 开 可 能 人 性 很 小 的 情况 : 即 曲线 前 方 的 某 一 点 与 
该 轴 相 切 ). 因此 ,任何 能 谱 , 只 要 其 中 足够 小 的 激发 是 声 子 的 话 , 都 会 引起 超 
流 性 . 

”现在 我 们 来 研究 温度 不 等 于 绝对 零度 (虽然 接近 于 绝对 零度 ) 时 的 这 种 液 
Ж. 在 这 种 情况 下 ,液体 并 不 处 于 基态 一 一 它 含 有 激发 ， 这 时 上 述 讨 论 本 身 自 
然 是 有 效 的 ,因为 在 这 些 讨论 中 并 没有 直接 利用 液体 最 初 处 于 基态 这 一 情况 . 
液体 相对 于 管 壁 的 运动 , 当 满 足 上 述 条 件 时 仍旧 不 能 在 液体 中 引起 新 的 元 激发 . 
但 是 ,有 必要 说 明 在 液体 中 已 有 的 激发 是 怎样 出 现 的 . 

为 此 ,我 们 想象 “ 准 粒子 气体 ”作为 一 个 整体 以 速度 s 相对 于 液体 作 平 动 . 
作 整 体 运动 气体 的 分 布 函 数 可 以 由 静止 气体 的 分 布 函数 求 出 ,这 里 只 要 把 粒子 
的 能 量 e 换 成 e -р · о (п, Вр 为 粒子 的 动量 .对 于 通常 的 气体 来 说 ,这 种 
情况 是 伯 利 略 相对 性 原理 的 直接 结果 ,并且 可 以 简易 地 借助 由 一 个 坐标 系 变换 
到 另 一 个 坐标 系 的 方法 予以 证 明 . 但 在 我 们 所 研究 的 这 种 情况 下 ,不 能 直接 运 
用 这 样 的 论证 ,因为 准 粒 子 气体 不 是 在 真空 中 运动 ,而 是 “ 穿 过 液体 ”运动 ， 虽然 
如 此 ,从 下 面 的 讨论 中 可 以 看 出 ,这 种 论断 还 是 有 效 的 . 

设 激发 气体 以 速度 v 相对 于 液体 运动 .我 们 来 考查 这 样 一 个 坐标 系 ( 坐标 
£ K) ,在 这 个 坐标 系 中 激发 气体 作为 整体 处 于 静止 ,而 液体 相应 地 以 速度 -9 
运动 . 根据 变换 公式 (23. 1) ,液体 在 坐标 系 K 中 的 能 量 E 与 在 液体 处 于 静止 的 
坐标 系 (坐标 系 K,) 中 的 能 量 之 间 的 关系 式 为 : 
Мь 

2 

设 在 液体 中 出 现 一 个 能 量 为 a(p) (在 坐标 系 K, 中 ) 的 元 激发 这 样 ,在 坐标 系 天 
中 液体 的 附加 能 量 是 = -р-о ,这 就 证 明了 上 面 所 作 的 论断 上 . 

因此 准 粒 子 气 体 ( 对 于 单位 体积 气体 ) 的 总 动量 为 


P = [ me(e-e - 9 ) dr. 


2 


Е =Е, -P, ° ç + 





Ф 对 于 玻 色 液体 中 的 准 粒子 来 说 ,an( s) 是 分 布 函数 (22.2)， 应 注意 , 超 流动 性 条 件 | "<- № 
好 与 保证 表达 式 n(s -P ` v ) 对 于 任何 能 量 都 正定 和 有 限 的 条 件 -一 致 
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我 们 假定 速度 * 很 小 ,于 是 可 以 把 被 积 式 按 р о ЕЛ. 当 对 矢量 p 的 方向 
求 积 分 时 零 次 项 消失 了 ,而 保留 : 


P = S [РФ ат, 


或 对 p 的 方向 求 平均 后 ,得 : 
(23.4) 


首先 我 们 看 到 , 准 粒 子 气体 的 运动 伴随 着 一 定 质量 的 迁移 :单位 体积 气体 的 
有 效 质量 决定 于 (23.4) 式 中 动量 了 与 速度 v 之 间 的 比例 系数 . 另 一 方面 ,譬如 
说 当 液 体 流 经 毛细 管 时 , 毫 不 妨碍 准 粒 子 同 管 壁 发 生 碰 撞 和 交换 动量 ， 最 终 , 激 
发 气体 将 停止 不 动 ,就 像 任 何 通 常 的 气体 流 经 毛细 管 时 的 情况 一 样 . 

因此 ,我 们 得 出 下 面 的 基本 结论 : 当 温 度 不 等 于 绝对 零度 时 ,一 部 分 质量 的 
液体 ,其 行为 如 同 正常 蒜 性 液体 一 样 ,在 运动 时 “条 附 ”在 容器 壁 上 ;而 其 余部 分 
质量 液体 的 行为 则 如 同 无 籍 性 超 流 液体 ， 此 时 极为 重要 的 是 ,在 “彼此 穿 过 "的 
这 两 部 分 质量 的 液体 之 间 没 有 摩擦 , 即 它们 之 间 不 发 生动 量 传 递 .实际 上 ,在 研 
究 作 匀 速 运动 的 激发 气体 中 的 统计 平衡 时 ,我 们 得 知 :就 存在 一 部 分 质量 液体 对 
于 另 一 部 分 质量 液体 的 相对 运动 . 但 是 ,如 果 在 热平衡 态 中 能 够 发 生 任何 相对 
运动 , 那 就 是 说 ,运动 时 并 不 伴 有 摩擦 

我 们 强调 ,把 液体 当 作 正常 的 和 超 流 的 两 “部 分 "的 “混合 体 " 来 研究 ,只 不 
过 是 便于 描述 量子 液体 中 所 发 生 的 现象 的 一 种 表达 方法 而 已 这 绝 不 意味 着 可 
以 把 液体 真正 分 成 两 个 部 分 .正如 用 经 典 术语 对 量子 现象 所 作 的 任何 描述 一 
样 , 它 并 不 是 完全 适合 的 ， 实 际 上 应 当 说 :在 量子 玻 色 液体 中 可 以 同时 存在 两 种 
运动 ,其 中 每 一 种 运动 都 与 自己 的 有 效 质量 有 关 ( 因 此 这 两 种 质量 之 和 等 于 液 
体 总 的 真实 质量 ). 这 两 种 运动 中 ,一 种 是 “正常 "运动 , 即 具 有 与 通常 粘 滞 液体 
的 运动 相同 的 性 质 ; 而 另 一 种 是 “ 超 流 "运动 . 这 两 种 运动 彼此 间 不 发 生动 量 
传递 

因此 ,就 流体 动力 学 的 意义 来 讲 , 玻 色 液体 的 密度 可 以 表示 成 正常 部 分 与 超 
流 部 分 之 和 的 形式 :p =p, +p,, 其 中 每 一 部 分 都 与 自己 的 流体 动力 学 速度 ww 和 
“有关 . 超 流 运动 的 重要 性 质 是 它 有 标 势 性 : 


У хө =0. (23.5) 


这 一 性 质 是 下 述 事 实 的 宏观 表示 :波长 大 的 ( 即 动量 小 的 ) 元 激发 都 是 声 量 
子 一 一 声 子 . 因此 超 流 运动 的 宏观 流体 动力 学 , 除 声 振动 之 外 不 允许 有 任何 其 


. 84. 第 三 章 超 流 性 





它 的 振动 @, 并 由 条 件 (23. 5) 来 保证 (在 $ 26 中 我 们 还 要 讨论 它 的 根据 )@@. 
当 T=0 时 ,正常 部 分 的 密度 p, =0; 而 液体 只 能 作 超 流 运动 ， 当 温度 不 等 于 
绝对 零度 时 ,p, 由 公式 (23.6) 给 出 : 


р, = Í [ - $2) рал, (23.6) 
为 了 计算 声 子 对 p, 的 页 献 ， Е иа ё = ир: 


-3к с Ч ^ар фр, 





(р,) ж = 

进行 分 部 积分 后 ,得 : 
-4 六 4rpdp_ 4 
(р,) ж 3и | np (21)? 32 


这 里 剩 下 的 积分 不 是 别 的 ,而 是 单位 体积 声 子 气体 的 能 量 ; 取 (22.4) 式 的 能 量 ， 
最 终 得 : 


J endr. 


4Е к _ 2 a 
)= = Зи? У 45%и 

为 了 计算 旋 子 对 p, 的 贡献 ,应 注意 到 :由 于 旋 子 可 以 用 玻 尔 效 曼 分 布 来 描 
述 ,所 以 对 于 旋 子 来 说 dn/de = -n/T, 并 由 (23.6) 式 ,我 们 有 





(р, (23.7) 


(р.) ж =37 | р^» -Р. ба, 
我 们 假定 m = ро ,这 时 仍 具 有 足够 的 精确 度 ,并 取 (22.9) 式 的 Ny ,我 们 得 到 : 
(р.) ж = е = и. 3e 
3TV “3(2m)327 
当 温 度 非常 低 时 , 声 子 对 p, 的 贡献 比 旋 子 的 大 得 多 . 在 温度 0.6 K 时 ,两 者 的 贡 
献 大 约 相 等 ,但 温度 稍 高 一 些 , 旋 子 的 贡献 就 占 了 优势 ， | 
随 看 温度 的 升 高 , 越 来 越 多 质量 的 液体 将 变 成 正常 液体 ， 当 达到 等 式 р, =р 
成 立时 的 温度 , 超 流 性 将 完全 消失 . 该 温度 称 作 液体 的 入 点 , 它 是 第 二 级 相 变 
ЖӘ. 定量 公式 (23.7 一 23.8) 在 和 A 点 附近 当然 是 不 适用 的 ， 因为 在 此 处 准 粒 子 
的 浓度 变 得 大 了 ,所 以 准 粒 子 这 一 概念 本 身 在 很 大 程度 上 已 失去 了 意义 . 
我 们 还 要 谈 谈 溶解 在 液 氨 中 杂质 原子 的 行为 问题 ;这 里 假定 杂质 的 浓度 如 
此 之 低 , 以致 可 以 认为 它 的 原子 间 匹 相互 作用 [ A. д. Ландау, И. Я. 


(23.8) 


| с 当 存 在 自由 表面 时 ,也 可 能 有 表面 毛细 波 出 现 ( 这 将 使 表面 张 





@ 在 本 教程 的 另 一 卷 (第 六 ,对 超 流 液体 的 流体 动力 学 作 了 详细 的 叙述 
@ 温度 低 于 这 一 点 的 液 氨 , 称 作 氨 开 . I A s f P,7 平 面 的 相 图 上 构成 一 条 曲线 ， 这 条 曲线 在 
2.19 K 时 与 液 汽 平衡 曲线 相交 . 
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Померанчук ‚1948 ]. 
在 液体 中 有 杂质 原子 存在 ,将 引起 相应 于 这 种 原子 在 液体 中 运动 的 新 的 能 
谱 支 出 现 ; 当 然 ,由 于 杂质 原子 与 液体 原子 之 间 的 强烈 的 相互 作用 ,这 种 运动 实 
际 上 是 液体 原子 也 参与 了 的 集团 效应 . 这 种 运动 可 以 用 总 的 守恒 动量 忆 来 描 
Ж. 因此 ,在 液体 中 将 出 现 新 类 型 准 粒子 (其 数目 等 于 杂质 原子 数 ) ,这 种 准 粒子 
ВЕЕ ss(P) 是 动量 的 某 一 函数 . 在 热平衡 的 情况 下 ,这 些 准 粒子 的 能 量 将 集中 
在 函数 ssa(p) 的 各 极 小 值 中 最 小 的 一 个 附近 . 事实 上 这 里 所 说 的 杂质 是 指 同位 
Ж He ,一些 经 验资 料 指 明 , 这 个 最 小 值 位 于 p =0 处 ;在 此 位 置 附近 , 准 粒子 能 
量 为 
ga (p) = = (23.9) 
杂 


其 中 有 效 质 量 m =2.8 He 原子 质量 . 

杂质 的 准 粒 子 同 声 子 和 旋 子 碰撞 时 发 生 相 互 作 用 ,因此 杂质 准 粒 子 也 包含 
在 液体 正常 部 分 的 成 分 之 中 . 由 于 这 些 准 粒子 的 浓度 很 小 ,它们 的 热 分 布 为 玻 
尔 获 曼 分 布 ,并 且 它 们 对 p,[ 按照 (23.6) 式 的 定义 ] 的 贡献 可 由 如 下 公式 给 出 : 


(p.)#a =-у зт ут, (23.10) 
式 中 N/V 是 单位 体积 中 杂质 原子 数 . 
习 RN 

І. 试 求 液 氨 在 绝对 零度 附近 时 表面 张力 系数 a 对 温度 的 依赖 关系 的 极限 
规律 (KK. R. Atkins ,195S3 ) 

解 :系数 a 是 液体 单位 表面 积 的 自由 能 [ 见 第 五 着 (154.6) 式 ]. 这 个 量 可 о 
按照 第 五 卷 的 公式 (64.1) 算 出 来 , 式 中 频率 w。 现 在 与 表面 振动 有 关 . 在 二 维 的 
情况 下 ,将 求 和 改 为 (对 振动 的 波 和 失 量 ) 求 积分 ,需要 引入 因子 dk/(2T) 或 
2wkdk/(27)". 进行 分 部 积分 后 ,我 们 求 得 : 

加 = ы/Т 2 = h Као 
e= +Т | (1-е т SGS | тр. 
(ao 为 了 =0 时 的 表面 张力 系数 ). Pe РИА 
的 振动 是 主要 的 . 这 种 振动 形成 流体 动力 学 的 毛细 波 ,对 于 这 种 情况 来 说 ,o? = 
ak'/p= а, /р(р 为 液体 的 密度 ). 因此 
下 po” do 
т 

( 式 中 积分 具有 迅速 的 收敛 性 ,因此 允许 将 积分 上 限 换 成 无 穷 大 ). 算出 积分 
( 见 第 五 着 $58 脚注 ) 便 得 到 如 下 结果 : 
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а= G. 7 4 та | 3 )z Í 3 ) = ao - 0. 13 В 273 
当 温 度 低 到 可 以 把 全 部 液体 质量 当 作 是 超 流质 量 时 ,这 个 结果 就 是 液态 4He 的 
ӯ Ф. 

2. 试 求 运动 的 超 流 液体 中 杂质 粒子 的 色散 律 е, (p) ,已 知 在 静止 液体 中 该 
色散 律 为 en (р) (J. Bardeen,G. Ваут ,D. Ріпеѕ, 1967). 

解 :在 静止 液体 中 (了 =0 时 ) 加 入 动量 为 po 质量 为 m 的 杂质 原子 后 ,在 液体 
原来 静止 的 坐标 系 中 流体 的 能 量 和 动量 分 别 是 ,=e%(po) P, =р. 而 在 液 
ЖУЗ Жо 运动 的 坐标 系 中 ,根据 (23,. 1) 式 则 有 : 

Е = 2%) (po) +p. ° © +—(M +m), Р =p +(M +m)o , 
由 此 可 见 ,运动 液体 加 入 杂质 原子 时 ,其 能 量 和 动量 的 改变 等 于 
(0) пи? 
2» = (pa) +Р. ° 9 t-> >, P =p o +m * 


16 е, 用 p 表达 之 ,我 们 求 得 : 
г, (р) == (р-тө) +р ·о Е 
3 Jo 值 时 , 若 精 确 到 一 次 项 , 则 对 于 (23.9) 形 式 的 能 谱 sw (p) ,我 们 有 : 


2 
Р_ +0 “7 (1-—). 
my 


my 





g€. (p) = 


$24 液体 中 的 声 子 


从 声波 的 经 典 图 像 过 渡 到 量子 表述 时 ,流体 动力 学 量 (液体 的 密度 .速度 等 


等 ) 都 要 换 成 用 声 子 的 潭 没 算 符 C, 和 产生 算 符 Gz 所 表达 的 算 符 . 现在 我 们 来 推 
导 这 些 物 理 量 的 表达 公式 . 

应 当 注 意 ,在 声波 的 经 典 描述 中 ,液体 密度 是 要 受到 微 振动 的 ,振动 频率 和 
波 矢量 之 间 的 关系 为 w =uk. 液体 的 速度 和 密度 的 变化 部 分 p' =p -po (po 为 密 
度 的 平衡 值 ) 都 是 同一 数量 级 的 小 量 .波动 中 的 液体 运动 是 有 势 的 , 即 它 可 以 用 
速度 标 势 o 来 描述 ,并 按 下 式 确定 速度 : 


9 = V о, (24.1) 
液体 的 速度 和 密度 之 间 是 以 连续 性 方程 9p'/9i = -div(pv) 二 -podivv 或 
ар. - -poAyp (24.2) 


Ф 在 费 米 液体 ( 液 He) 中 ,由 于 T—0 时 粘 河 性 无 限 增 大 ,因而 我 们 所 研究 类 型 的 毛细 波 ( 如 通常 
声音 的 体积 波 一 样 ) 是 不 存在 的 . 


$24 液体 中 的 声 子 . 87. 


联系 起 来 的 . 声波 中 的 液体 能 量 ,可 由 下 列 积分 得 出 : 





Е = | ( 气 ая (24.3) 
被 积 式 中 的 第 一 项 是 动力 学 密度 ,而 第 二 项 是 液体 的 内 能 ;这 两 项 分 别 是 小 量 w 


和 p' 的 平方 项 . 

本 来 我 们 可 以 完全 类 似 于 处 理 晶体 中 的 声 子 那 样 ( 见 第 五 卷 $ 72) 进行 量 
子 化 手续 . 但 是 ,这 里 我 们 选择 了 多 少 不 同 的 方法 , 它 表明 方法 论 上 有 某 些 可 借 
鉴 之 处 . 我 们 首先 研究 用 微观 变量 (粒子 的 坐标 ) 表达 的 液体 的 密度 和 速度 
算 符 . 

在 经 典 理论 中 ,流体 的 密度 p 和 质量 流 密 度 j 可 以 表示 对 所 有 粒子 取 和 的 
形式 ; 

p(r) = 2; md(r, -г), Ј(Р) = 2 p.Š8(r, - r) 
(7。, 和 .为 粒子 的 径 矢量 和 动量 ) ;这 两 个 函数 对 某 一 体积 的 积分 ,将 分 别 给 出 
该 体积 中 液体 的 总 质量 和 总 动量 ， 当 过 渡 到 量子 理论 时 ,这 两 个 函数 将 换 成 相 
应 的 算 符 . 密度 算 符 具有 同样 的 形式 ; 
hi(r) = У. md(r, 7), (24.4) 
而 流 密度 算 符 为 
fr) = У (8,807, 7) +8(r, np), (24.5) 


式 中 p。 = -іћу, 是 粒子 的 动量 算 符 2. 

现在 我 们 来 求 r 和 7r' 点 算 符 i(r) 和 P(r') 的 对 易 规 则 ;因为 不 同 粒 子 的 算 符 
是 可 对 易 的 ,所 以 为 简单 起 见 ,我 们 只 研究 (24. 4 一 24.5) 求 和 式 中 的 一 项 ， 展 开 
对 易 子 时 ,将 8(r, -r)V,8(r, - 门 形 的 算 符 变 成 如 下 形状 : 

(r, -r)Vië(r,-r') =(r, -rnVaSr-r))+SCn -r)8(r -r')V,. 
这 里 第 一 项 中 的 V 3(r -7') 简 单 地 表示 5 函数 的 梯度 ;由 于 这 一 项 里 有 8(r, -7) 
因子 ,因而 可 以 用 V 8(r -rz ) 代 替 V18(r, г’). 最 后 我 们 得 到 : 

J(r)6(r) -ó(r')j(r) = -ihó(V 5(г-г)). (24.6) 
现在 我 们 根据 定义 


Ф 为 简单 起 见 , 令 系统 由 一 个 粒子 构成 可 想 而 知 , 算 符 8(r) = ms(ri - r) 对 波 函数 多 (mr ) 的 态 求 
平均 ,将 得 出 | y” (ИС) Фа, =mlg(r) 12. ЖДИ ЖЕ (r) 09 339 5[ 5 H LE BE Я 
(h/2i) {0° (r) V Yr) – (л) V у * (r) } 
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引入 液体 速度 算 符 活 以 代替 六 定义 算 符 5 和 作 的 对 易 规则 要 求 :6 和 7 的 对 易 子 应 
得 出 表达 式 (24.6). 容易 验证 ,为 此 要 取 

0(r)ó(r') -P(r )G(r) = -ih( V 5(г-г’)). | 
(此 时 应 考虑 到 算 符 6(r) Яр (r) BJ B Вр). ВЕ, 9(r) = Vë(r) ,我 
们 便 得 到 密度 算 符 和 速度 势 算 符 之 间 的 对 易 规 则 : 

 @(r)6'(r') -0'(r')ë(r) = -ih@(r-r') (24.7) 
(这 里 当然 可 以 写 出 密度 变化 部 分 的 算 符 6' =ó -Pp 来 代替 6). 规则 (24.7) 与 粒 
子 坐 标 和 动量 之 间 的 对 易 规 则 相 类 似 ; 就 此 意义 来 说 ,po' 和 o 这 两 个 量 在 该 情况 
下 起 着 正则 共 罗 的 广义 “坐标 ”和 广义 “动量 ”的 作用 . 

利用 建立 对 易 规 则 (24.7) 的 表达 式 (24.4 一 24.5) ,我 们 现在 来 写 出 二 次 量 

子 化 表象 中 的 算 符 人 和 6'( 即 把 这 两 个 算 符 用 声 子 的 潭 没 算 符 和 产生 算 符 表达 出 
来 ) ,同时 要 求 它们 满足 规则 (24.7). 对 此 可 写成 : 


(7) ег У (А, Ё,её'' А Ске), 
其 中 4 为 待定 系数 ; 求 和 遍及 大 而 有 限 的 液体 体积 V 内 的 所 有 波 矢量 之 值 @. 
С, ,Ci 遵从 下 列 玻 色 对 易 规则 : 


С.С: - Себ, = 8... (24.8) 
为 了 今后 引用 ,我 们 注意 这 两 个 算 符 不 等 于 零 的 矩阵 元 为 : 
(n, -11С,1а,) = (n 1 СЕ In, - 1) = ль. (24.9) 


式 中 ni 为 声 子 状态 的 占有 数 . 

然而 ,以 下 我 们 要 用 的 不 是 薛 定 谓 算 符 B(r) ,而 是 海 森 堡 算 符 8(i,r)， 只 要 
在 下 列 和 式 的 每 一 项 简单 地 引入 频 率 为 w = uk 的 因子 exp ( + iot) , 便 容 易 从 
人 Cr) 得 到 海 森 伯 算 符 : 


$(1,г) = > [се А Сат) 
(对比 $9 的 开头 部 分 中 对 水 算 符 所 作 的 叙述 ). 密度 算 符 p'(i,r) 应 以 关系 式 
(24.2) 53.40 (t ,r) 相 联系 ,因此 它 可 由 同样 的 和 式 得 出 ,但 和 式 中 的 乘 子 应 


以 i4ipok/u 代替 А,. 此 后 ,需要 在 满足 对 易 规 则 (24.7) 的 条 件 下 确定 乘 子 4,. 
结果 得 到 如 下 的 最 终 表达 式 : 


Q 与 粒子 小 算 符 不 同 , 实 量 算 符 g 是 厄 米 的 , 它 同时 包含 声 子 的 产生 算 符 和 漂 没 算 符 . 注意 ,这 个 
性 质 (与 量子 电动 力学 的 场 算 符 的 性 质 相同 ) 与 声 子 场 中 “粒子 ” 数 不 守 恒 有 关 . 
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(t r) 本 > | hu р Сорн ss 
Ф ° =. 2 Ур, к k k ° 


bP'(i,r)= > i [22] (oe — брелки), (24.10) 
事实 上 ,将 这 两 个 表达 式 代 人 对 易 规 则 (24.7) 的 左边 ,并 考虑 到 (24. 8) 式 , 便 得 
到 所 要 求 的 》 р: 


| - ih > ее 

ih в.) Ч [ове сеек) Vd k _ _ 
Ре" ss TO 
同样 不 难 证 明 , 在 (24.3) 式 的 积分 中 以 = V 节 和 5 代替 9 和 六 ,从 而 得 到 液体 哈 
密 顿 量 所 应 具有 的 形式 : 


ñ= У whk (Cr ó, +— ) ， 
其 本 征 值 等 于 УийК(п, +1/2). 这 正 符合 能 量 为 e = uhk 的 声 子 的 概念 . 


声波 中 的 液体 的 能 量 表达 式 (24. 3) 乃 是 下 列 精确 表达 式 的 展开 式 中 (在 零 
次 项 以 后 ) 的 头 两 项 : 


Е = | [5 +ре(р) | dx 
[ 式 中 e(p) 是 单位 质量 液体 的 内 能 ]， 在 上 述 积分 中 将 v 和 p 分 别 换 成 = VG 和 


P=po + 站 式 中 人 和 6 由 (24. 10) 式 定义 ] , 则 该 积分 就 可 作为 液体 的 精确 哈密 顿 
Е. | 


Я = | [22 52е) |е ТР 


(把 动能 算 符 写成 对 称 形式 . 掺 /2 ,以 便 成 为 厄 米 算 符 )， 并且 极为 重要 的 是 ， 
p 和 9 恰好 是 正则 共 雹 的 “广义 坐标 和 广义 动量 ”, 因 此 必定 能 通过 它们 表达 出 
哈密 顿 量 . 这 一 点 可 从 下 述 事实 看 出 : (24. 10) 的 两 个 算 符 所 遵从 的 对 易 规 则 
(24.7) 是 一 个 精确 的 规则 , 即 在 导出 它 的 过 程 中 ,任何 地 方 都 没 利用 振动 的 微 
小 性 . 

这 个 哈密 顿 量 的 展开 式 中 更 高 级 ( 三 级 以 上 ) 的 各 项 表达 了 声 振动 的 非 简 
谐 性 ,用 声 子 图 像 的 术语 来 说 ,就 是 描述 了 声 子 的 相互 作用 . 这 些 项 ,对 于 同时 
改变 车 干 声 子 占有 数 的 紧 迁都 有 甜 阵 元 , 因而 它们 起 着 引起 声 子 各 种 散射 和 裂 
变 过 程 的 微 扰 作 用 . 此 时 , 算 符 C。 和 Ci 本 身 的 和 矩阵 元 当然 具有 前 面 的 (24.9) 的 
形式 ,正如 微 扰 论 中 通常 的 做 法 一 样 , 这 里 是 利用 了 使 非 微 扰 哈密 顿 量 对 角 的 表 
象 . 我 们 列 出 三 次 项 和 四 次 项 的 表达 式 : 
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р" 





Еее Gem 
p A e) Jaz. (24.13) 


$25 简 并 近 理 想 玻 色 气 体 


使 用 接近 于 绝对 零度 时 的 弱 非 理想 玻 色 气体 模型 ,可 明显 地 看 出 玻 色 型 能 
谱 的 基本 性 质 . 在 这 一 节 里 ,采取 类 似 于 在 $6 中 对 费 米 气体 的 处 理 方法 来 研 
究 这 个 模型 .因而 $6 所 作 的 关于 简 并 近 理 想 气体 模型 的 普遍 性 质 的 全 部 叙 ` 
述 ,同样 也 适用 于 现在 所 研究 的 情况 ,比如 说 , 弱 非 理想 性 [气体 参数 a( N/V)“ 
<<1;a 为 散射 长 度 ] 的 条 件 , 可 以 照 以 前 的 一 样 ,表述 为 粒子 微小 动量 条 件 
(6.1) 的 形式 :pa/ii << 19. 

玻 色 子 ( 假 设 它 们 是 无 自 旋 的 ) 成 对 相互 作用 系统 的 哈密 顿 量 ,其 形式 与 
WO 


= XP; à, +— (РИ рр, алан аа, (25.1) 
(对 全 部 动量 下 标 求 和 ). 粒子 的 漂 没 算 符 和 产生 算 符 现在 满足 对 易 规 则 ， 
Gd, -а, à, = 1. 
也 和 $ 6 中 一 样 , 按 小 动量 的 假定 ,将 (25. 1) 中 所 有 的 矩阵 元 再 用 它们 在 零 动 量 
时 的 值 来 代替 ,于 是 
Н = 2. а 人 аа, à, . (25.2) 
人 
上 ,全 部 粒子 都 处 在 凝聚 体 中 , 即 处 于 能 量 为 零 的 态 上 占有 数 N, = N, = N; `4 
p 0 时 ,N, =0( №812 $62). 近 理 想 气体 在 基态 和 在 各 弱 激 发 态 上 ,占有 数 
ММА РЗ ,但 远 小 于 宏观 大 数 No. 0,2, = No 二 N 远大 于 1 的 事实 ,意味 着 表 
达 式 
404 -60 6 =1 
小 于 zu ,zu 的 本 身 ， пената 的 不 可 对 易 性 时 ， 便 可 以 把 它们 看 作 普 通 的 
(等 于 VN 的 ) 数 . 
运用 微 扰 论 ,意味 着 现在 要 在 形式 上 将 (25.2) 式 的 四 重 求 和 按 小 量 4, ,а; 


@ 下 面 我 们 所 阐明 的 方法 属于 Н.н. (1947). 他 把 这 种 方法 运用 到 玻 色 气体 ,是 首尾 .、 
一 贯 以 微观 方式 推导 “量子 液体 "能 谱 的 最 早 例证 ， 

@ 下 面 我 们 将 会 看 到 ,在 简 并 玻 色 气体 中 大 多 数 粒 子 (“ 凝 聚 体 " 除 外 ) 都 具有 动量 p- h /aN7V, 

对 于 这 样 的 动量 ,上 面 指出 的 不 等 式 确 是 成 立 的 ， 
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(ро) МЕЛ. 展开 式 的 零 次 项 等 于 
一 次 项 是 不 存在 的 ( gs ЕТЕТ 二 次 项 为 
ao У, (6O_ +a al, +4 a 6,)- (25.4) 


p% 0 


限于 精确 到 二 次 量 时 ,可 在 (25.4) 式 中 以 总 粒子 数 N 代 换 al = N,. 在 
(25.3) 这 一 项 里 ,应 估计 到 更 精确 的 关系 式 ; 


a + У 0/4, = № 
50 
结果 ,(25.3 一 25.4) 式 各 项 之 和 变 为 
N +N > (G4._,+ + 0 +2 à; а,). 
有 天 0 


(25.3) 


р P р 


ре начека 
й = 5-0, + x F; да, +570, U >. (4,8.,+8;4:,+2а;4,). (25.5) 


此 表达 式 的 第 一 项 ,在 一 级 近似 下 决定 了 气体 的 基态 能 量 E, ,而 它 对 的 微 商 
相应 地 为 了 =0 ТМ р: 


N° N 
Во = 0, 人 = 下 lo (25.6) 


(25.5) 式 中 其 余 各 项 决定 了 对 E, 的 修正 和 气体 弱 激 发 态 的 能 谱 . 
(25.5) 式 中 的 积分 U, ,还 应 当 通 过 a 表达 出 
Ж. 这 在 二 次 项 中 可 以 直接 按照 公式 (6.2) 得 出 : =4mh a/m. 而 在 第 一 项 ， 
则 需要 用 更 精确 的 公式 (6.5) 表 达 ,该 公式 顾及 了 散射 幅 中 的 二 级 玻 因 近似， 并 
且 这 里 所 指 的 是 凝聚 体 两 个 粒子 的 碰撞 问题 ,相应 地 应 当 在 (6.5) 式 的 求 和 中 
Ж р, =p, =О,р; = -p;==p ,因此 有 : 
Amia | 








U, = 


将 此 式 代 人 (25.5) 式 , 便 得 到 哈密 顿 量 : 


»_27haN 4T7h a 1 
Be 了 


і + 一 一 





2 па N A A АЫ РА | 
二 一 一 一 一 一 У, (2,2, + а, „+24 а,) + ЮУ зто CQ (25.7) 
р 


т V pO 
为 了 确定 能 级 ,需要 将 算 符 &,,6; 作 必 要 的 线性 变换 ,以 使 哈密 顿 量变 成 对 
角形 . 现在 我 们 引入 新 的 算 符 b,,b* ,根据 定义 ， 
4, =u,b, +v,b: à" =u, b" +0 $ 


P -—-P?” p -Р’ 


而 且 要 求 它们 满足 算 符 公 а; 所 满足 的 同样 的 对 易 关 系 : 
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bb. -5,8,=0, 8,5, -bb =, 
不 难看 出 ,为 此 必定 有 :ww -如 =1. 考虑 到 这 一 点 ,就 可 把 线性 变换 写成 如 下 形 
式 : 











сои ea (25.8) 
л - 1 1-1, 
量 应 当 这 样 确定 ,使 哈密 顿 量 中 消 掉 非 对 角 项 (六 2 b Yi: y. 经 简单 的 计算 
得 出 : 
__1 _ P _ 
1, = е(р) ›- - ти |, (25.9) 
其 中 引入 了 两 个 记号 : 
e(p) = [| + 的 J ! (25.10) 
4тћ ам \'!? 
и = КЕ ган (25.11) 
这 时 哈密 顿 量 取 如 下 形式 : 
H=E + У =(р)5+,, (25.12) 
式 中 
Е, ти? +— УХ { (р) 一 二 一 – ти |. (25.13) 


由 (25. 12) 形 式 的 哈密 顿 量 和 算 符 久 ,人 站 的 玻 色 对 易 关 系 可 以 推断 :六 各 
乃 是 遵从 玻 色 统计 ,能 量 为 a(p) 的 准 粒 子 的 产生 算 符 和 洒 没 算 符 ， 对 角 算 符 . 
b*, 的 本 征 值 就 是 动量 为 p 的 准 粒子 数 n,, 而 公式 (25. 10) 决 定 了 准 粒 子 能 量 
对 动量 的 依赖 关系 (重新 用 n, 表 示 准 粒子 占有 数 ,以 区 别 于 气体 真实 粒子 占有 
数 N,). 于 是 我 们 所 研究 气体 的 弱 激 发 态 能 谱 便 完全 确定 . | 

E E, 是 气体 的 基态 能 量 . 以 对 Vd ри (2 ЖАЛА ЕТЕ р 值 (在 
体积 V 中 ) 求 和 ,经 计算 得 到 下 列表 达 式 : 


2 отв oN м | 2. “№ 
Еу = 2—6 Гу | (25.14) 


(ВОН, ЖЕСТ ,1957 )， нЕ А, Т = оик. 相应 地 有 : 


дЕ, 4 三 让 aaNV 32 Ja N 
СЕ Е Е 


这 两 个 公式 是 按 (a NTY)“ 的 宕 展开 的 前 两 项 ,但 是 下 一 项 就 不 能 再 用 上 述 方 
法 计算 了 . 这 一 项 应 含有 体积 ,如 Y” ,而 这 一 级 的 量 值 不 仅 与 二 重 碰撞 ,而 且 也 
与 三 重 碰撞 有 关 . 
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当 动 量 值 很 大 (p >> mz) 时 ,(25.10) 式 的 准 粒子 能 量 趋 于 p° /2m , ВЗ РА 
体 单个 粒子 的 动能 . 

当 动 量 很 小 时 (p << ти) , 则 有 e= up. 不 难看 到 ,系数 与 气体 中 的 声速 相 
同 ,因此 根据 $22 的 一 般 证 明 , 这 种 表 式 也 符合 声 子 的 情况 . 当 了 =0 时 ,自由 
能 与 能 量 ЕН, РЕЖ E, 的 展开 式 中 的 主要 项 ,我 们 求 得 压强 : 





而 得 到 的 声速 为 w= дРУдр (з р = тАУ 为 气体 的 密度 ) 并 与 (25. 11) 式 相 
同 . 

应 当 指 出 ,在 我 们 所 研究 的 玻 色 气体 模型 中 ,散射 长 度 a 一 定 是 正 值 (粒子 
之 间 具 有 排斥 相互 作用 ). 这 一 点 ,在 形式 上 由 下 述 事 实 就 可 看 出 , 即 在 已 得 出 
的 能 量 公式 中 , 当 a<0 时 将 会 出 现 虚数 项 . 条 件 a >0 的 热力 学 意义 是 ,在 该 玻 
色 气 体 模型 中 它 必 须 遵 从 不 等 式 (9P/9V)r <0. 

元 激发 (它们 的 占有 数 平 均值 为 元 ) 的 统计 分 布 , 当 温度 不 等 于 零 时 可 简单 
地 由 玻 色 分 布 公式 (22. 2) 得 出 . 气体 真实 粒子 按 动量 的 分 布 NN, 可 以 用 算 符 
a, 6, 求 平均 的 方法 算出 来 ,利用 (25. 8) 式 ,并 考虑 到 乘积 6_,6b, 和 b* 0 不 具有 
对 角 和 矩阵 元 这 一 性 质 , 可 得 : 


_ _ n, +L, (n, +1) 


N, a: (25.16) 
这 个 表达 式 ,当然 只 在 p 关 0 时 才 成 立 . 动量 为 零 的 粒子 数 为 
有 V fx x 
Ñ, =N > N, N can № p. (25.17) 


特别 是 ,在 绝对 零度 时 所 有 m =0, 于 是 借助 (25. 9) 式 我 们 可 由 (25. 16) 5 
得 到 如 下 形式 的 分 布 酚 数 中 : 
N = m? и 
” 2e(p)íe(p) +р’/2т +mu?1 
(3 T=0 时 ,N, 的 平均 值 与 精确 值 相等 ;因此 去 掉 了 字母 上 的 横 线 )、 当 然 , 玻 
色 气 体 的 非 理想 性 ,即使 在 绝对 零度 时 也 会 出 现 动量 不 为 零 的 粒子 ;很 容易 求 出 
(25. 17) 式 中 的 积分 [其 中 NN, 由 (25. 18) 式 确定 ] ,因而 得 出 : 


nn [i + [№ |. (25. 19) 


Ф 应 当 指 出 ,具有 给 定 动量 值 的 粒子 数 极 大 值 ( р м,) Мн ~ WeNZ7 附 近 , 这 里 由 se(p) 的 一 
个 极限 表达 式 过 渡 到 另 一 个 极限 表达 式 . 这 种 情况 已 在 90 页 的 注解 中 说 过 了 . 


(25.18) 
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最 后 ,我 们 还 要 对 这 里 所 得 的 能 谱 作 以 下 的 说 明 : 当 p 小 时 , 微 商 de/dp” > 
0 ,就 是 说 (р) 曲线 从 初始 的 切线 = ир 起 向 上 弯曲 . 在 这 种 情况 下 ( 见 下 面 的 
$34) 将 发 生 能 谱 的 不 稳定 性 ,这 与 准 粒子 ( 声 子 ) 可 能 具有 的 自发 裂变 有 关 . 
但 是 ,由 于 相应 的 能 级 宽度 很 小 ( 当 忆 小 时 与 严 成 正比 ) ,因而 并 不 损 及 在 所 研 
究 的 近似 程度 下 得 到 的 表达 式 . 


$26 ИБН 


Е $ 23 里 我 们 已 经 谈 过 ,在 液 氮 中 超 流 性 的 出 现 或 消失 都 是 以 第 二 级 相 变 
的 方式 发 生 的 . 这 种 相 变 总 是 与 物体 性 质 的 某 种 质变 有 关 . 在 液 氨 处 于 和 A 点 的 
情况 ,这 种 质变 可 以 用 宏观 方法 描写 为 液体 超 流 成 分 的 出 现 或 消失 . 以 更 深刻 
的 微观 观点 来 说 ,这 里 所 指 的 乃 是 液体 (真实 的 !) 粒 子 按 动量 分 布 的 确定 性 质 . 
正 是 在 超 流 液体 中 (与 非 超 流 液体 不 同 ) ,有 限 比 率 的 粒子 (具有 宏观 大 的 粒子 
数 ) 具 有 严格 等 于 零 的 动量 ;这 些 粒 子 在 动量 空间 中 构成 了 玻 色 - Е На 
聚 体 (或 简称 凝聚 体 ). 注意 ,在 理想 玻 色 气体 中 , 当 了 =0 时 气体 的 全 部 粒子 都 
变 成 凝聚 体 ( 见 第 五 卷 $ 62) 而 在 近 理 想 气体 中 ,也 几乎 是 所 有 粒子 都 变 成 凝聚 
Ж. 在 粒子 间 具 有 强烈 相互 作用 的 玻 色 液体 这 种 情况 , 当 7=0 时 处 于 凝聚 体 中 
的 粒子 数 的 比率 绝 不 能 接近 于 1. 

现在 我 们 要 说 明 怎 样 用 小 算 符 的 术语 来 描述 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 的 性 质 . 

对 于 理想 玻 色 气体 一 一 无 相互 作用 的 玻 色 子 系统 , 它 的 海 森 伯 и ВНЕ 
成 如 下 的 显 形式 由: 


(i,r) = р У аер —p ` r — ір (26.1) 


# $ 25 中 我 们 已 作 过 说 明 :可 以 忽略 算 符 6 和 zi 的 不 可 对 易 性 , 即 把 这 两 
个 算 符 看 作 是 经 典 量 . 换言之 ,(26. 1) 式 的 部 分 少 算 符 是 普通 的 数 ,这 一 部 分 
我 们 用 入 来 表达 : 
= (26.2) 

为 了 表达 任意 玻 色 液体 在 一 般 情况 的 少 算 符 的 这 种 性 质 ,应 当 指 出 ,由 于 
在 凝聚 体 中 总 具有 宏观 上 大 数 的 粒子 ,所 以 当 这 个 粒子 数 增 减 1 1 时 ,实质 上 并 不 
改变 系统 的 状态 ,因此 可 以 说 ,由 于 向 凝聚 体 添 人 (或 取出 ) 一 个 粒子 ,结果 由 一 
定 的 入 个 粒子 系统 状态 得 出 了 NN +1 个 粒子 系统 "同样 的 ”状态 包 . 比如 说 ,基态 


Ф 见 (9.3) 式 . 我 们 假设 气体 粒子 是 无 自 旋 的 ,因此 没有 自 旋 下 标 . 在 (26- 1 ) 式 中 ， 也 考虑 了 理想 
玻 色 气体 当 7 了 =0 时 化 学 势 凡 =0, 因 此 省 略 了 指数 中 ~ At 上 声 这 一 项 . 
@” 添 人 或 取出 粒子 ,应 想象 为 进行 得 无 限 缓慢 . 这样 就 排除 了 变化 的 场 对 系统 的 激发 . 
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仍然 保持 为 基态 . 使 凝聚 体 中 粒子 数 改变 1 的 那 部 分 水 算 符 用 名, 名! 标记 , 因 
此 按 定义 就 有 : 

SIm,N+1) = 与 Im,N)》， 与 *1m,N) = 5° 1т,№+1). 
ЛИЕ ТИНИН КА, 
而 性 是 某 一 复数 , 这 些 论 断 在 N— < 的 极限 情况 下 是 严格 成 立 的 . 因此 ,各 这 
个 量 的 定义 应 写成 如 下 形式 : 

Пт (т, М1 Im ‚№М+1) =Z, 


lim(m,N +1127 *`|m,N> = 5°. (26.3) 
这 是 液体 在 给 定 的 有 限 密 度 值 NV 时 趋 于 极限 的 . 
更 = 后 + 用， р-Б кф". (26.4) 


则 算 符 的 剩余 (“ 非 凝聚 体 ”) СЕЧИ", р‘ 一 一 译注 ) 将 使 状态 1m,Ny 变 为 与 
其 正 交 的 状态 , 即 和 矩阵 元 为 @; 
lim(m,NIW'lm,N +1) =0, ію (т, +119" 1т, №) =0. (26.5) 

ТЕ М> 的 极限 ,状态 Im,N) 和 1m,N+1) 之 间 的 差别 完全 消失 ,就 此 意义 
来 说 ,与 这 个 量 是 算 符 多 对 这 个 态 的 平均 值 ， 我 们 强调 ,此 极限 值 有 限 是 含有 凝 
聚 体 的 这 种 系统 的 特点 . 

等 式 (26.3) 已 透彻 表明 了 与 , 写 * 的 “ 算 符 ”性 质 ,此 外 ,可 以 认为 它们 与 它 '， 
多 ' 可 对 易 . Е ЕН Е Рун, ЗЕЕ, ЕАМ Е, Е” (в 
与 经 典 量 的 行为 相同 ). 我 们 再 强调 一 次 :由 于 凝聚 体 中 粒子 数 是 个 宏观 量 , 因 
而 这 种 近似 就 意味 着 只 忽略 那些 相对 数量 级 很 小 的 量 1/N®. 

如 果 波 函数 的 时 间 依赖 关系 决定 于 哈密 顿 量 谎 ' = 户 -w% 信 ,那么 性 这 个 量 就 
与 时 间 无 关 . 事实 上 ,和 矩阵 元 (m,NI 名 lm,N+1) 正 比 于 

exp Í -于 [ECN+1) -ECN) -(N+Du+Nal], 

但 这 个 指数 函数 的 指数 为 零 ,因为 精确 到 - 1/N 时 ,BE(N+1) - E(N) =u. 

在 均匀 的 静止 液体 中 ,名 同样 也 与 坐标 无 关 ,因而 适当 地 选取 该 复 变量 的 
相位 ,容易 得 出 : 


Ф ”为 了 避免 误会 ,我 们 再 不 厌 其 烦 地 提醒 一 次 :这 些 等 式 只 对 应 于 “同样 > 态 之 间 的 跃迁 ! 
”特别 是 , 取 这 种 精确 度 时 ,对 于 系统 中 粒子 数 之 差 相同 (不 大 的 ) 的 各 不 同 状态 之 间 的 跃迁 来 说 ， 


应 当 认 为 算 符 殉 ' 的 各 跃迁 矩阵 元 都 相同 . 
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is nus (26.6) 
式 中 mw 是 单位 体积 液体 中 凝聚 体 的 粒子 数 . 实际 上 ,各 * 各 是 凝聚 体 中 的 粒子 数 
密度 算 符 ,而 这 个 算 符 的 平均 值 恰好 是 п. 
由 于 凝聚 体 的 存在 ， 使 得 玻 色 液体 粒子 的 密度 矩阵 本 质 上 有 别 于 通常 液体 
中 的 密度 和 矩阵， 在 均匀 玻 色 液体 的 任意 状态 ,密度 矩阵 以 下 列表 达 式 定义 : 
Np(ri ,ғ,) = Cm, МІ" (i,r,) P(t,r) т, №), (26.7) 
ЖАКТ r=r, ~r, 这 个 差 [ 见 (7.13)]. (026.4) Ежу ВАК 
а | | 
No(r,,r,) = т + №’ (г, „г,). (26.8). 
“ЗЕЕ К” 38 ВЕ ЖН КЕ р’ Ч Г, — г, | + о На Е T $ ; B 3 ЕН Е р 这 时 趋 近 于 
有 限 的 极限 值 п” М. 这 表明 在 超 流 液体 中 存在 着 通常 液体 所 没有 的 “远程 有 
PF” PE ,而 在 通常 的 液体 中 当 1m -r,1 一 % 时 总 是 p 一 0. 这 就 是 使 液体 的 超 流 相 
А 3 РЕНН ХК А (В.Л. 22616 Л. Д. 朗 道 ,19S0 ;0. Penrose ,19S0 ) . 
利用 密度 矩阵 的 传 里 叶 分 量 , 按 公 式 


N(p) =N |o(r)e "da (26.9) 


[比较 (7.20) 式 ] 可 确定 出 液体 粒子 按 动量 的 分 布 . 将 (26.8) 式 中 的 p 代入 上 
式 ,得 到 : 


N(p) =(2т)°п5(р) +N |p'(r)e ”dx (26. 10) 


A 5 函数 的 一 项 相应 于 动量 严格 等 于 零 的 粒子 的 有 限 概率 . 

如 果 在 液体 中 发 生 超 流 运动 ,或 液体 处 于 非 均匀 且 不 稳定 的 外 界 条 件 下 
(但 该 条 件 只 在 比 原子 间距 大 的 距离 上 才 有 重大 的 改变 ) , 那 就 仍旧 会 发 生 玻 色 
- 爱 因 斯 坦 凝 罕 ,但 已 不 能 肯定 液体 将 出 现 p =0 的 状态 . 以 前 根据 (26. 3 ) 式 定 
义 的 量 仿 , 现 在 是 坐标 和 时 间 的 函数 , 它 具有 凝聚 态 中 粒子 波 函 数 的 意义 . 它 的 
归 一 化 条 件 为 | 各 1 =n ,因此 可 以 把 它 表达 成 

S(t,r) = An (P P) и (26.11) 

НУКА РЕ РЕЖ, X 4 НИ PR ЖЕ В у 2: h BJ 22 YI 
ЕФ. 因此 ,在 超 流 液体 中 将 出 现 新 的 宏观 态 ( 其 中 包括 热力 学 平衡 态 ) 的 特性 . 

根据 波 函 数 (26. 11) 算 出 的 流 密 度 是 : 


Јак = (Z v Z: - Z V Z) =n V Ф, 


式 中 т 为 液体 粒子 的 质量 . 就 上 式 本 身 意义 来 说 , 它 是 凝聚 体 粒 子 宏观 的 流 密 


中 ”这 类 似 于 每 个 态 中 光子 的 占有 数 很 大 时 ,电磁 波 场 强 变 成 了 经 典 量 的 情况 ( 对照 第 四 卷 $5). 
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FE ,因而 可 以 把 它 表 为 ne, 的 形式 ,这 里 v , 是 该 运动 的 宏观 速度 ， 对 比 两 个 表 
达 式 ,得 : 
g: iQ. (26.12) 
m 


Нух АИЛЕ JJ 2 FE 4828 ( Et: Z ЖЖ) 2: #E ,所 以 它 是 一 种 无 耗 散 的 
运动 ,因此 (26. 12) 式 决定 了 超 流 运动 速度 这样 一 来 ,我们 又 得 出 在 $23 中 已 
经 提 到 的 超 流 运动 的 性 质 , 即 它 的 标 势 性 . 同时 ,发 现 速度 势 og( 在 精确 到 常数 
因子 时 ) 与 凝聚 体 波 函数 的 相位 是 相等 的 : 
Р = Ф. (26.13) 
但 是 为 了 避免 误解 ,应当 强调 :虽然 凝聚 体 的 速度 与 液体 超 流 成 分 的 速度 相 
同 ( 即 使 凝聚 体 和 超 流 成 分 在 人 点 同时 出 现 ) ,凝聚 体 密 度 mm 与 超 流 成 分 密度 
p,. 彼 此 绝 不 相同 . ЕЕ , 绝 没有 理由 把 这 两 个 量 混 为 一 谈 ,混淆 这 两 个 量 的 
错误 还 可 以 由 下 列 事 实 看 出 :在 绝对 零度 时 ,液体 全 部 质量 都 是 超 流 的 ,然而 绝 
非 全 部 液体 粒子 都 处 于 凝聚 体 中 心 . 
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凝聚 体 中 粒子 数 密度 在 了 7=0 时 最 大 ,而 温度 升 高 时 密度 降低 . 该 密度 对 温 
度 的 依赖 关系 当 7 一 0 时 的 极限 规律 ,可 借助 研究 宏观 量 一 一 凝聚 体 波 函 数 Z 
的 涨 落 来 求 出 (R. А. Ferrell, №. Menyhard Н. Schmidt, Е. Schwabl, P. Szepfalusy , 
1968). 


НАШИМ, Е 是 个 经 典 量 ,用 量子 力学 形式 表达 时 , 它 对 应 于 算 符 宝 
因此 ,为 了 计算 涨 落 原 则 上 应 该 利用 这 个 算 符 . 另 一 方面 ,在 绝对 零度 附近 长 波 
振动 在 宏观 量 涨 落 谱 中 起 着 主要 作用 . 液体 中 这 些 振 动 乃 是 流体 动力 学 宏观 方 
程 所 描述 的 声波 ,因而 有 可 能 独立 地 使 忆 量 子 化 米 建 立 对 应 于 这 个 量 的 算 符 . 

在 这 种 情况 下 ,对 于 量 与 = Wnsexp(i@) 来 说 ,直接 与 公式 (26. 13) 的 超 流 
速度 势 有 关 的 相位 ,在 长 波 极限 下 涨 落 最 强烈 . 我 们 提醒 一 下 ,p m ó 这 两 个 
量 都 不 是 单 值 的 , 即 它们 有 可 加 的 任意 常数 . 因此 , 单 值 的 量 / 吉 只 能 通过 的 
微 商 表达 ,所 以 V 丙 的 涨 落 的 伟 里 叶 分 量 将 包含 波 矢 下 的 多 余 的 宕 , 即 对 于 小 
,该 分 量 是 很 小 的 . | 

相位 Ф 与 速度 势 p 的 关系 ,可 以 直接 将 @ 与 描写 液体 中 声 子 分 布 的 量 联 
系 起 来 . 为 此 ,我 们 把 因而 也 把 Ф 看 作 是 二 次 量子 化 算 符 , 并 根据 (24. 10) 式 


中 事实 上 , 液 氨 中 凝聚 体 的 密度 ,看 来 只 是 总 液体 密度 的 一 小 部 分 . 
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通过 声 子 的 产生 算 符 和 淹没 算 符 将 丐 展开 : 
ф = У (а) (C 66 а тети. (27.1) 
ЕЕЕ р = пт 的 形式 ,这 里 п E r f 2 В, 3E B 3 F AR 


0). 如 上 所 述 , 宏 观 量 Z 的 算 符 , 即 算 符 多 的 长 波 部 分 ,可 以 表 成 如 下 形式 : 
g = Мег Ф), (27.2) 
式 中 no 为 凝聚 体 的 粒子 数 密度 . 
首先 ,我 们 利用 这 个 公式 来 计算 玻 色 液 体 的 “ 非 凝 聚 体 " 粒 子 (在 小 动量 值 
的 情况 下 ) 按 动量 的 分 布 . 在 单 粒 子 的 密度 和 矩阵 p( ri ,г,) НН, ШЕ, -r, 1 很 
大 时 ,就 可 以 利用 由 算 符 的 长 波 表达 式 (27.2)， 
Np( ri уп) = (0° (п) Yn)) ne eee). (27.3) 
这 里 是 对 给 定 温度 的 液体 状态 取 平 均 . 由 于 涨 落 很 小 ,应 当 将 这 个 表达 式 按 纯 
НОЕ ЕЕ ,这 时 只 保留 前 几 个 未 消失 的 (二 次 ) 项 . №Ф* - Ф, ДИЗ. 
No(r, ,r,) = n, -п(Ф?(г)) +п(Ф(г,)Ф(г,)). (27.4) 
第 三 项 当 Ir, -к, |+ НР, НИЖНЕЕ 5: ВА (Е 
勾 液 体 中 第 二 项 根本 与 +r 无关, 它 给 出 对 凝聚 体 密度 的 修正 , 稍 后 将 用 另 一 种 方 
法 计算 这 个 修正 )， 利 用 (27.1) 式 ,可 将 非 凝 聚 体 部 分 变 成 如 下 形式 ; 





1 y + Á —ip ` (Рр Р. > + ip * (г-г 
№№’ (г, ‚Г. ) = 2446, С,)е ip ` (ғр ғ) /В + (СС, 》 . е? (7 271 2 
р 





СОИ 1 1: ip ` (r) —r2) /8 
amy lise) ， 
式 中 
n, = [et -1]™’ 


. 将 求 和 变 为 求 积分 ,有 : 
no 1⁄2 ， ri-r2)/ 
No' (изв =” 768 е? `(1-%) ав. f (27.5) 


当然 ,此 表达 式 只 对 来 自 小 动量 p( E| h/p 大 于 原子 间距 离 ) 的 贡献 成 立 . 
(27.5) 式 中 的 被 积 式 可 直接 确定 粒子 按 动量 的 分 布 ; | 


N(p) = = = (а, +>): (27.6) 
当 T=0 时 ,此 公式 给 出 : 





= mu 





N(p) = 
(J. Cavoret ,Ph. Noziéres ,1964) , 当 T> 0 Е << T; T E: 


(27.7) 
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nmT 
N(p) = (27.8) 
np 


(P. C. Hohenberg P. C. Martin ,1965 ) 现在 可 以 确定 凝聚 体 密度 对 温度 的 依赖 关 
Ж. 按 定 义 ,我 们 有 : 





d° 
n (T) =n - темтр 
如 果 直 接 将 (27. 6) 式 代 人 此 公式 , 则 积分 由 于 零 振 动 而 发 散 . 这 种 情形 ,与 
(27. 6) 式 不 适用 于 大 动量 P 有关 ,并 意味 着 不 能 只 用 这 种 方法 计算 凝聚 体 在 T 
=0 时 的 密度 值 ,该 密度 值 在 这 里 应 认为 是 给 定 的 量 . 为 了 确定 所 求 的 对 温度 
的 依赖 关系 ,需要 从 n (T) 中 减 去 它 在 7=0 时 的 值 ,这 时 积分 已 收敛 结果 我 
们 得 到 : | 
n (T) -т (0) _ murn, Фр _ 


(27.9) 








— 
ашир — 








n (0) п) р (218) 
Ñ. тТГ Г“ хах Е mT (27.10) 
27 nuh Јо er -1 l2nuh” | 


在 计算 时 ,我 们 忽略 了 液体 总 密度 对 温度 的 依赖 关系 ;由 于 液体 的 热膨胀 (与 声 
子 的 激发 有 关 ) 正 比 于 更 高 的 温度 的 寡 次 一 一 7 ( 见 第 五 卷 8 67) ,所 以 作 这 样 
忽略 是 合理 的 外. 


$28 超 流 密度 在 A 点 附近 的 行为 


在 $23 中 已 经 谈 过 , 玻 色 液体 的 超 流 密度 的 比率 p, /p 随 着 温度 的 升 高 而 减 
小 ,并 在 第 二 级 相 变 点 ( 称 作 液 体 的 和 A 点 ) 变 为 零 . À 点 的 温度 下 是 压强 P B sñ 
数 ;方程 了 = 7T,(P) 决 定 了 P,T 平 面相 图 上 诸 和 A 点 所 构成 的 曲线 . 

在 第 二 级 相 变 的 普遍 理论 中 ,物体 状态 的 改变 是 以 表征 物体 对 称 性 质 的 序 
参数 的 行为 来 描述 的 . 对 于 玻 色 液体 的 人 相 变 来 说 ,凝聚 体 波 函 数 Z 就 起 着 这 
种 参数 的 作用 ,在 $26 中 曾 说 过 , 它 描述 液体 中 的 “远程 有 序 ” 性 . Z 是 一 个 复 
数 就 说 明 : 序 参 数 有 两 个 分 量 ,并 且 系 统 的 有 效 哈密 顿 量 ( 见 第 五 卷 $147) 只 与 
IZ 有关 ,也 就 是 说 ,对 于 久 一 e* 久 (a 为 任意 实数 ) 的 变换 ,哈密 顿 量 是 不 
变 的 . 

看 来 有 关 液 氨 中 和 相 变 的 实验 资料 证 明 ; 对 这 种 相 变 , 朗 道 相 变 理论 得 以 
适用 的 区 域 并 不 存在 ,因为 不 论 在 和 A 点 邻 域 的 任何 地 方 ( 即 不 论 在 IT -7 << 
7 范围 内 的 任何 地 方 ) 都 不 满足 第 五 卷 (146. 15 ) 这 一 判 据 ， 因 此 ,描述 这 种 相 


Ф 己 得 出 的 对 于 任何 玻 色 液体 都 成 立 的 各 公式 ,当然 与 $ 25 中 得 出 的 弱 非 理想 玻 色 气体 的 各 公式 
是 一 致 的 . 在 比较 时 ,应 考虑 对 于 弱 非 理想 气体 来 说 me п, р 小 的 条 件 为 :p << mu ~ А(ап)!”. 
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变 的 性 质 需 要 运用 第 二 级 相 变 的 涨 落 理论 ,该 理论 可 以 将 各 种 量 对 温度 的 依赖 
关系 相互 联系 起 来 . 
序 参 数 ( 因 而 也 包括 凝聚 体 的 密度 nç) 当 7 一 和 时 对 温度 的 依赖 关系 由 临 
界 指数 В 给 出 ( 见 第 五 卷 148); 
ТЕТ = /n, < ( T, – Т). (28.1) 
但 我 们 更 感 兴趣 的 是 超 流 密度 p, 的 行为 问题 ,为 计算 p,, 我 们 来 研究 这 样 的 
液体 :在 该 液体 中 凝聚 体 波 函数 的 相位 Ф 在 空间 作 缓 慢 的 变化 . 这 就 是 说 ,在 
液体 中 发 生 速 度 为 (26.12) 式 的 宏观 超 流 运 动 ,单位 体积 液体 相应 的 动能 为 : 
pv, 
2 
此 表达 式 也 可 以 用 于 序 参数 的 长 波 涨 落 . 根据 标 度 不 变性 的 假设 ,在 相 变 
点 邻 域 决定 涨 落 状 况 的 唯一 的 长 度 参 数 ,万 是 涨 落 的 关联 半径 г. 因而 ,该 参数 
也 用 来 确定 这 样 数量 级 的 距离 ,在 该 距离 内 相位 Ф 的 涨 落 变化 的 数量 级 为 1; 所 
以 , 涨 落 速度 平方 的 平均 值 随 温度 的 变化 规律 为 ; 
1? с го (Т, - T)”. 
Ж y 为 关联 半径 的 临界 指数 ,， 另 一 方面 ,因为 热力 学 量 在 相 变 点 的 特性 恰好 
与 长 波 涨 落 有 关 , 自 然 可 以 认为 :在 该 点 的 邻 域 , 涨 落 动能 (28.2) 与 液体 热力 学 
势 的 奇异 部 分 一 样 按 同样 规律 即 (T， - T)” ° (XE a 是 热 容量 C, 的 临界 指数 ) 
随 温 度 改 变 ， 因 此 求 得 : 


ра? р, ( т = Г)” < (T, Bi T) °. 
AW р, << (T, - T)? .最 后 ,考虑 关系 式 





2 
-pa(Y Ф)?. (28.2) 


二 (28.3) 
3 =2 -а 
《根据 标 度 不 变性 的 假设 得 出 一 一 见 第 五 卷 149) ,最 终 得 到 : 

р, < (T, - T)", (28.4) 


此 式 将 入 点 附近 的 p. 和 热 容量 分 别 对 温度 的 依赖 关系 相互 联系 起 来 (B. D. 
Josephson , 1966). 
我 们 注意 到 从 第 五 卷 (148.13) 和 (148.17) 可 得 出 关系 式 : 
а +28 +v(2 -6) =2. (28.5) 
其 中 28 为 决定 n。 对 温度 依赖 关系 的 指数 .此 (28.5) 式 可 以 表 成 
28=(2 -a)(l - £)/3. 
的 形式 . 对 于 液 氨 ,指数 a С 事实 上 是 很 小 的 . 因此 ,相当 精确 地 有 26 二 (2 - 
Q)/3 二 2/3, 于 是 
p,~no~(T,- Т)”. 
鉴于 (28.4) 式 的 重要 性 ,最 好 做 另 一 更 形式 化 的 推导 . 为 此 计算 相位 Ф 涨 
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— 
由 于 只 对 经 典 涨 落 感 兴趣 ,我 们 首先 求 出 与 其 相关 的 目 由 能 的 变化 , 因 对 能 
А пената нен, 此 变化 可 以 根据 (28.2) 式 直接 写 为 


f(y Ф)?ау (28.6) 


遵循 第 五 卷 $ 116 апя 函数 时 所 用 的 方法 ,将 АФ 按 坐 标 
展 成 傅 里 叶 级 数 : 





АФ= > Gie “， $ _, =( $,) `. (28.7) 
k 


将 此 式 代 入 (28.6). Ж dV 积分 的 结果 ,对 于 大 关 -大 的 多 项 均 为 零 . 剩 下 的 积 
分 归于 乘 以 六 ,因此 得 到 





г? |Ф, |°. 
валаа kam 
(19,2) = х ст, (Ф,ф,) =0, Вик (28.8) 


现在 可 以 将 (28.7) 式 代入 关联 函数 表达 式 pgp(1r - р, 1) = (АФ (г, ) АФ 
(r,)) ,并 用 (28. мру — 
L er а? 


2 
т 1 ш., _ 














ф(г) 7 тт Еу т ее (27) (28.9) 
Ее га ыш 122, 即 可 与 出 积分 答案 : 
ЕЙ 
осу =" гр (28.10) 


公式 (28. 10) 适 于 入 点 以 下 的 一 切 温度 (在 足够 大 的 距离 上 ). 在 邻近 了 ， 
此 公式 适 于 r+ <<r. 的 距离 上 在 此 区 域 可 以 忽略 序 参数 模 的 较 小 的 涨 落 并 认为 此 
参数 的 涨 落 等 于 A 与 =i VnoAp. 于 是 ,相位 p(r) 的 关联 函数 乘 以 m 便 与 序 参 
数 的 关联 函数 р(г) = АЕ” (г,) А5 (г, )) 一 致 了 . (应 指出 ,考虑 性 的 波 函 数 
意义 ,p 就 是 液体 的 密度 矩阵 . ) 在 适用 区 域 的 边界 , 当 r ~r 序 参数 关联 函数 在 
数量 级 上 应 该 跟 普 遍 表 达 式 (148.7) (参阅 第 五 卷 ) 相 一 致 : 

р(г) < r tD. (28.11) 
Bi r-r. Р р(г) £T n e (r) , 便 得 出 
р. ~ пгс‘ = ( T, - T)” "e. 

利用 (28.3) 和 (28.5) 容 易 信 服 此 温度 依赖 关系 同 (28.4) 式 一 致 . 


$29 量子 涡 线 
装 在 圆柱 形容 器 中 的 普通 液体 , 当 圆 简 绕 自身 轴 旋 转 时 ,在 与 器 壁 的 摩擦 的 
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带动 下 其 整体 最 终 将 随 容器 一 起 旋转 起 来 . 但 在 超 流 液体 中 ,只 是 它 的 正常 成 
分 才 被 带动 旋转 ;而 它 的 超 流 成 分 仍 保持 静止 ,其 根据 是 :这 种 成 分 根本 不 能 作 
整体 旋转 ,因为 这 时 会 破坏 超 流 运动 的 标 势 性 @. 

但 是 当 转 速 足够 大 时 ,这 种 状态 在 热力 学 上 是 不 利 的 . 热力 学 平衡 条 件 
是 使 

Ех =Е-М · 0 (29.1) 

取 极 小 值 , 它 是 相对 于 转动 坐标 系 的 能 量 ;E 和 M 分 别 为 系统 相对 于 静止 坐标 
系 的 能 量 和 角 动 量 ( 见 第 五 卷 $26)， 此 表达 式 中 - M - О, цо 足够 大 
时 ,将 使 MK . O >0 的 状态 在 热力 学 上 比 M =0 的 状态 有 利 . 

因此 , 增 大 容器 的 转速 时 ,最 终 必 定 产 生 超 流 运动 ， 这 一 论断 与 超 流 运动 标 
势 性 的 条 件 之 间 的 外 表 上 的 矛盾 ,可 用 下 述 假设 来 消除 :这 种 标 势 性 , 仅 在 液体 
中 某 些 特殊 的 曲线 即 涡 线 上 才 受 到 破坏 @. 在 这 些 曲线 的 周围 ,液体 进行 所 谓 
的 标 势 旋转 运动 ,因此 在 涡 线 外 的 整个 体积 中 V хо, = 0. 

液体 中 涡 线 的 粗细 具有 原子 尺度 , 依 宏观 的 观点 ,应当 把 它们 看 作 是 无 限 细 
的 线 @， 涡 线 的 存在 与 (26. 12) 的 速度 表达 式 并 不 矛盾 ,因为 这 个 表达 式 假定 w。 
在 空间 的 变化 充分 缓慢 ,只 有 接近 涡 线 时 w 的 改变 才 可 以 任意 地 快 [ 见 下 边 公式 
(29.3)]. s, $23 中 根据 玻 色 液体 能 谱 的 性 质 所 作 的 超 流 运动 具有 标 势 性 的 
论述 也 不 矛盾 ,因为 涡 线 与 一 定 的 宏观 大 的 能 量 相 联系 [ 见 下 边 (29.8) 式 ] ,而 
上 且 有 涡 线 的 液体 状态 不 能 认为 是 弱 激 发 态 . 

我 们 首先 从 纯 运 动 学 的 观点 来 研究 涡 线 , 即 当 液体 作 标 势 性 运动 时 ,把 涡 线 
作为 速度 分 布 中 一 些 奇异 线 . 每 条 涡 线 用 速度 沿 环绕 这 条 线 的 闭合 回路 的 环流 
值 (把 它 表 为 27x) 来 表征 : 


фо, . dl =2щк. (29.2) 


这 个 值 与 积分 回路 的 选取 无 关 . 事实 上 ,如 果 C, 和 C, 是 两 个 环绕 涡 线 的 回路 ， 
则 根据 斯 托 克 斯 定理 ,速度 沿 两 个 回路 的 环流 之 差 等 于 矢量 V xs, 通 过 С, C, 
之 间 所 张 表面 的 通 量 ;但 由 于 这 个 表面 在 任何 地 方 都 不 截断 涡 线 ,所 以 在 表面 的 
所 有 总 上 V ху, =0, 因 此 积分 变 成 零 ， 由 此 得 出 , 涡 线 不 可 能 中 汤 ; 它 或 是 闭合 
的 ,或 是 终止 于 液体 的 界面 上 (而 在 无 边界 的 液体 中 , 它 的 两 端 延 伸 到 无 穷 远 ). 
实际 上 ,如 涡 线 具有 自由 端 ,就 表明 可 能 用 回路 C 张 紧 表 面 ,而 此 表面 在 任何 地 
方 都 不 会 截断 涡 线 ， 因 此 (29.2) 式 左边 的 积分 将 变 成 零 . 


Q ” 当 液 体 以 速度 v =O xr 作 整 体 旋转 时 , 式 中 0 为 角速度 , 径 矢 > 是 从 任意 点 起 到 转轴 计 得 的 . 
此 时 YY xs =20>0. 

О АБЕН І. Onsager 1949 年 提出 的 ,以 后 由 费 曼 В.Р. Feynman,1955) 予 以 发 展 . 

@ ”但 是 这 一 论点 并 不 适合 于 点 的 邻 域 ; 这 里 涡 线 的 粗细 具有 涨 落 关 联 半 径 的 数量 级 . 


$22 ав ғ Ба . 103. 


条 件 (29.2) 能 定 出 绕 涡 线 运动 的 液体 中 速度 的 分 布 . 在 无 边界 液体 中 具有 
让 涡 线 的 最 简单 情况 下 ,各 流 线 都 是 圆 , 圆 的 平面 与 涡 线 垂直 ,圆心 位 于 圆 的 平 
面 上 . 沿 此 曲线 的 速度 环流 等 于 2mro, ,因此 


0, =, (29.3) 


式 中 7 为 到 涡 线 的 距离 .应 当 指 出 ,在 有 势 旋转 的 情况 下 ,速度 随 着 远离 转轴 ( 涡 
线 ) 而 降低 , 即 与 整体 转动 相反 ,在 整体 转动 中 速度 与 成 比例 地 增 大 . 

对 于 任意 形状 的 涡 线 来 说 ,速度 的 分 布 由 下 列 公式 给 出 : 
| _ dl x R 
25 R: 

这 里 是 沿 涡 线 进行 积分 , 尺 是 从 di 引 向 速度 观测 点 的 径 矢 外 . 当 距 涡 线 的 距离 小 
于 涡 线 的 曲率 半径 时 ,公式 (29.4) 自然 近似 地 归结 为 (29. 3 ) sÇ. 

我 们 曾经 指出 ,公式 (29. 2 一 29.4) 只 是 液体 运动 具有 标 势 性 的 结果 . 在 超 
流体 中 , 涡 线 的 量子 本 质 表现 为 常数 k 只 能 具有 一 系列 确定 的 离散 值 . 实际 上 ， 
利用 凝聚 体 波 函 数 的 相位 更 所 表 出 的 速度 9, 的 表达 式 (26. 12) 便 可 求 得 v, 的 环 
流 : 





> (29.4) 


фе, ТА: (29.5) 


т 
其 中 A 为 环绕 回路 时 相位 的 改变 .但 由 于 波 函 数 是 单 值 的 , 当 回 到 出 发 点 时 ， 
它 的 相位 改变 只 能 是 2m 的 整数 倍 . 由 此 得 到 : 
к= пћ/т, (29.6) 
式 中 了 是 整数 .下面 我 们 会 看 到 :实际 上 只 有 环流 可 能 值 为 最 小 (” =1) 的 涡 线 ， 
在 热力 学 上 才 是 稳定 的 .因此 下 面 我 们 将 取 
K = h/m. (29.7) 
现在 我 们 来 求 第 一 次 出 现 涡 线 时 圆 简 容 器 的 临界 转速 . 根据 对 称 的 考虑 , 显 
然 这 条 线 将 位 于 容器 的 轴线 上 . 液体 靠 涡 线 的 出 现 而 改变 的 能 量 为 : 


AE = ЕЯ 2mrdr= [ратк р. 


(了 是 容器 的 长 度 ). 这 里 ,应 当 在 容器 的 半径 К 和 一 定 的 r 值 之 间 的 范围 内 对 dr 
进行 积分 ,r 近似 等 于 数量 级 为 原子 距离 的 a, 在 这 种 距离 上 宏观 的 分 析 已 失去 
意义 ;由 于 积分 呈 对 数 发 散 , 其 数值 对 于 a 值 的 精确 选择 并 不 敏感 ,因此 ， 


Ф 这 个 表达 式 可 以 直接 从 熟知 的 直线 电流 磁场 的 毕 奥 - 萨 伐 尔 公式 类 推出 来 .将 (29.2) 式 速度 的 
环流 与 直线 电流 J 周围 磁场 召 的 环流 ф pai =“ 守 / 作 比较 ,显然 这 两 个 问题 具有 形式 上 的 巧合 . 因而 将 记 
号 进行 代 换 :五 -w ,,J/C-*k/2, 便 可 以 从 一 个 问题 得 出 另 一 个 问题 
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2 
ДЕ = Lxp, Й 二 | (29.8) 
m 


(该 表达 式 具有 所 谓 对 数 精确 度 , 即 不 仅 要 求 比值 R/a 而 且 也 要 求 它 的 对 数 很 
大 ) .旋转 液体 的 角 动量 为 : 


h 
М = | pv.rdV =р.к J dV = т 2р. (29.9) 
如 果 АЕ» = ДЕ -AMO<0, 即 假如 
h, R 
() > (an =—In те (29. 10) 


m R° 

则 涡 线 的 产生 在 热力 学 上 是 有 利 的 . 

由 上 述 的 讨论 也 能 理解 (29.6) 式 中 n > 1 的 涡 线 呈现 热力 学 不 稳定 的 原 
因 . 事 实 上 ,把 数值 n=1 换 成 n>1 时 ,能 量 AE 将 增 大 到 nw 倍 而 角 动 量 M 将 增 
大 到 nn 信 ; 这 时 AE, 也 明显 地 增加 . 

超过 (29. 10) 式 的 临界 值 之 后 ,继续 增 大 圆 简 容器 的 转速 将 产生 新 的 涡 线 ， 
并 且 当 0 >> 020wn 时 这 些 涡 线 的 数目 就 变 得 非常 大 . 此 时 诸 涡 线 在 容器 的 横 截 面 
趋 于 均匀 分 布 ,并 在 极限 情况 下 涡 线 的 总 体 将 液体 的 整个 超 流 部 分 模拟 成 刚体 
НО. 当 给 定 大 的 O 值 ,不 难 算出 涡 线 的 数目 ,这 里 要 求 环绕 大 量 涡 线 的 回路 
取 速 度 环流 之 值 等 于 液体 当 作 刚体 旋转 时 的 速度 环流 . 如 果 这 种 回路 在 垂直 于 
转轴 的 平面 内 包围 单位 面积 , 则 


фо, агы алто, 
т 


式 中 v АЕ АИИ ВУ Е. 另 一 方面 ,液体 作 整 体 转动 时 V хо, = 20, 
并 且 这 个 环流 也 等 于 2.2. 使 两 个 值 相 等 , 求 得 : 
mí) 
` 
涡 线 的 出 现 , 在 某 种 意义 上 破坏 了 液体 的 超 流 性 质 . 构成 液体 正常 成 分 的 元 
激发 将 在 涡 线 上 发 生 散 射 , 而 将 自己 的 部 分 动量 传递 给 涡 线 (因而 传递 给 液体 
的 超 流 成 分 ). 换言之 ,这 意味 着 在 液体 的 两 种 成 分 之 间 出 现 了 相互 摩擦 力 . 
一 般 说 来 , 涡 线 随 着 流动 液体 在 空间 移动 . 当 7 了 =0 时 ,液体 完全 是 超 流 的 ， 
而 且 每 一 条 涡 线 元 都 以 它 所 在 处 液体 具有 的 速度 v. 运 动 . 但 在 温度 不 等 于 零 


(29. 11) 


и 


Ф ”一般 地 说 , 绕 涡 线 的 运动 将 伴 有 液体 密度 的 某 些 改变 . 在 上 述 计算 中 忽略 了 这 种 改变 ,其 理由 可 
用 下 述 事 实证 明 :由 于 积分 呈 对 数 发 散 ,所 以 对 (29.8) 式 能 量 的 主要 贡献 来 自 于 大 距离 r, 但 在 该 距离 上 
密度 的 改变 已 经 很 小 . 根据 同样 原因 ,也 可 以 忽略 液体 内 能 的 改变 对 AE 的 贡献 . 

@ 此 事 不 难 证 明 , 这 只 要 指出 :因为 涡 线 的 数目 与 如 成 比例 地 增长 [ 见 下 边 的 (29.11) 式 ] ,所 以 
AEy = AE - M() 的 第 二 项 与 7 成 比例 地 增长 ,而 第 一 项 与 2 成 比例 地 增长 ,因此 当 >> Qan 时 可 以 把 
第 一 项 忽略 -于 是 , 取 AE#t 为 极 小 值 归结 为 取 M 为 极 大 值 ,这 正 是 液体 作 刚体 旋转 时 所 能 达到 的 . 
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的 情况 下 ,作用 给 涡 线 的 摩擦 力 将 使 前 者 相对 于 超 流 成 分 产生 一 定 的 移动 速度 ， 

旋转 时 产生 的 涡 线 具 有 直线 形状 但 液体 流 经 毛细 管 、 狭 缝 等 物体 可 以 同时 
形成 闭合 涡 线 一 一 涡 环 . 当 流速 超过 一 定 的 临界 值 时 , 涡 环 将 引起 超 流动 性 的 破 
H. 这 些 临 界 速度 的 实际 大 小 与 具体 的 流动 条 件 有 关 ; 但 它们 远 小 于 能 使 条 件 
(23. 3) 受 到 破坏 的 数值 

直线 形 涡 线 能 够 就 地 停止 在 ( 远 处 ) 静 止 的 液体 中 ,与 此 相反 , 涡 环 能 够 相 
对 于 液体 运动 . 每 条 涡 线 元 的 移动 速度 是 所 有 其 余 线段 在 该 线 元 所 在 点 上 形成 
的 速度 值 o,[ 按 公式 (29. 4) 确定 ] ;对 于 夸 曲 的 涡 线 ,一般 说 来 这 个 数值 不 等 于 
零 . 结果 是 , 涡 环 作为 整体 不 仅 有 确定 的 能 量 而 且 也 有 确定 的 动量 ,就 此 意义 讲 ， 
它们 是 特殊 类 型 的 元 激发 





习 题 


1. 试 求 圆 形 涡 环 的 运动 速度 和 动量 . 

解 : 环 的 每 个 线 元 都 以 该 点 上 的 速度 9 .运动 ,由 于 圆 环 是 对 称 的 ,这 个 速度 
在 环 的 所 有 点 上 都 相同 . 因此 算出 在 环 的 任何 一 点 已 上 由 所 有 其 余部 分 形成 的 
Ж Ло ВТ. Кл, dl 和 从 由 至 已 点 的 秋 径 民 都 位 于 环 的 平面 内 ;所 以 由 公式 
(29.4) 决 定 的 了 点 上 的 速度 重 直 于 环 的 平面 (因此 环 移动 时 并 不 改变 自己 的 形 
状 和 大 小 ). 

现在 我 们 用 角度 8 来 确定 线 元 dl 的 位 置 (图 3). 于 是 


dl=R,d0,R = 2Rosin —, 14 x R | = Rsin ГАТ P 


(ЖФА 是 环 的 半径 ) ,由 (29.4) 式 我 们 求 得 环 的 还 

J v 的 表达 式 : И 
| = ТА 2 аву ay 

但 是 ,这 个 积分 在 积分 下 限 呈 对 数 发 散 ,必须 在 9~ 4 
a/R, 的 数值 处 截断 ,该 值 对 应 于 PP 点 到 线 元 出 的 原 

子 距 离 (~a). 积分 以 对 数 精 确 度 定义 在 区 域 


3 
a/R, < 0 << zx ñ ,并 等 于 
1 240 R, 
— =?] — 
| 0 Í 
R 
因此 OR лра (1) 





以 同样 的 对 数 精 确 度 , 涡 环 的 能 量 为 : 
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R, 


p? 
ё = 27 Вор, a РЭ (2) 


[在 公式 (29.8) 中 ,将 RR 换 成 Ru, 将 工 搁 为 2wnR,]. 能量 & 与 速度 v 是 以 关系 式 
de/dp = 联系 起 来 的 , 式 中 了 是 环 的 动量 . 由 此 


_de _ 4 2 fi 
dp = =4T p, ~ R dR, 
( 若 保 持 对 数 精 确 度 , 则 求 微分 时 应 把 大 的 对 数 看 作 是 常数 ) ,所 以 
P=2m p， 2р (3) 


公式 (2) ,(3) 以 套数 形式 (参数 为 R,) ЖЕТУУ ВЕЕ se(p) 的 依赖 关系 . 
应 注意 ,由 于 得 出 公式 (1) 的 积分 具有 对 数 特征 ,这 个 公式 (其 中 的 记号 作 
了 一 定 的 变更 ) 对 于 任何 形状 谊 曲 涡 线 的 每 条 给 定 线 元 的 移动 速度 ! 仍旧 成 立 : 


= Корр А 
t = 56-218 i (4) 


ik E b 3 + Ë T 2 94 # t Z НЫНЕ F (ЯВ АЛЕ) Z 523 Ë 
该 点 的 曲率 半径 ;为 涡 线 曲率 发 生变 化 的 特征 距离 . 

2. 试 求 直线 形 涡 线 微 振动 的 色散 律 (W.Thomson ,1880). 

解 :我 们 选取 涡 线 作 为 z 轴 , 并 令 和 矢量 r=(x,yY) 表 示 涡 线 振动 时 线 上 各 点 的 
位 移 ; 它 是 z 和 时 间 1 的 函数 ,其 形式 为 exp[ i(kz -wi)j]. 涡 线 各 点 的 速度 可 由 
公式 (4) 得 出 ,在 该 情况 下 应 把 此 公式 中 的 入 理解 为 振动 的 波长 (A ~ 1/k): 


2 = іле Ка e. 
di 2 аЕР,’ 
副 法 线 舌 量 b=txn, 这 里 1 和 nn 分 别 为 曲线 的 切线 和 主 法 线 的 单位 矢量 .根据 
熟知 的 微分 几何 公式 ,dir/df =n/R,, 此 处 1 为 党 曲线 计 得 的 长 度 . 当 微 振动 时 ， 
涡 线 只 呈 微 小 的 普 曲 ,因此 可 以 取 l1=z 及 t=n,( 沿 z 轴 的 单位 矢量 ) ;于 是 


2 
Z =n, жа = -kn, xr. 

0 & 
бов КЁ а РЕ 
2 ak 


车 表 成 展开 式 , 上 式 可 给 出 关于 x 和 yy 的 两 个 线性 齐 次 方程 的 方程 组 ;使 这 个 方 
程 组 的 行列 式 等 于 零 , 便 得 到 所 求 的 w 和 上 之 间 的 关系 : 


$30 非 均 匀 玻 色 气 体 
在 825 我 们 研究 了 粒子 间 有 弱 排 斥 的 近 理想 玻 色 气体 的 性 质 . 然而 ,如 气 
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体 是 空间 非 均 匀 的 ,这 个 系统 就 会 出 现 新 的 重要 量子 特性 . 本 节 我 们 将 把 理论 推 
广 到 非 均 匀 气 体 情况 . 
现在 研究 温度 为 绝对 零度 时 的 弱 非 理想 气体 . 在 此 气体 中 ,几乎 它 的 全 部 粒 


子 都 处 于 凝聚 态 . 用 严 算 符 来 表述 ,是 指 算 符 “ 非 凝聚 体 ” 部 分 ( 锡 ') 小 于 它 的 平 
均值 , 即 小 于 凝聚 体 波 函数 与. 算 符 更 (tr) 满足 " 薛 定 谓 方程 "(7.8). 如 只 考虑 
无 自 旋 粒 子 的 成 对 相互 作用 ,此 方程 的 形式 如 下 ( 略 去 U 中 的 上 标 (1). ) 


А9 (а p) = | СА. + U(r) ) PG: r) + 
“ot A nm ; 


+ [ао (r-r) Фата ар). 
(30.1) 
然而 ,在 (30. 1) 式 中 简单 地 将 更 (tr) 换 成 总 (tr) ,在 一 般 情 形 是 不 正确 的 . Н 
为 ,这 个 代 换 并 未 考虑 在 粒子 成 对 势 作 用 半径 量 级 的 距离 上 有 强烈 的 相互 作用 . 
这 个 困难 是 可 以 回避 的 .如 8$86 #l $ 25 所 为 ,形式 上 将 真实 相互 作用 势 换 成 与 散 


射 长 度 a 值 相同 并 允许 使 用 微 扰 论 的 势 . 此 时 ,在 (30.1) 式 中 将 鲍 换 成 印 在 所 
有 距离 上 都 是 允许 的 . 这 里 认为 函数 祁 (1,r) 在 原子 距离 内 变化 很 小 . 我 们 可 以 
将 代 换 后 的 全 (1,r) 从 积分 号 下 提出 来 ,于 是 该 积分 归结 为 | U) (r) dx= U,. 
这 样 ,得 出 形 如 下 面 的 全 (1,r) 的 待 求 方程 
ih T(t) = | - IA -и+0(г) )#G,r) +U 1Е (ег) ГЕ(Е,г). 
| (30.2) 


如 在 $ 25 ,现在 我 们 应 该 认为 描述 原子 间 相互 作用 的 常数 U, 用 精确 的 散射 长 度 
公式 (6. 2) 表 示 成 : 


U, о 18 (30.3) 
应 强调 指出 ,凝聚 体 波 函 数 与 (tr) ,正如 $27 指出 的 ,是 经 典 宏观 量 , 这 时 
它 所 满足 的 方程 (30.2) 却 显 含 普 朗 克 常 量 h. | 
在 定 态 ,函数 5 与 时 间 无 关 ( 我 们 提醒 ,方程 (30.1) 已 对 应 哈密 顿 量 应 = 
Н - Хи) 因此, 这样 的 状态 用 下 列 方程 0 描述 : 


(DE.P.Gross(1961) 和 .II.TInraescku(1961) 在 讨论 下 面 的 玻 色 气体 中 的 涡 线 问题 时 得 出 方程 
(30.2) 和 和 (30.4). 类 似 (30.4) 的 方程 ,早先 被 B. Л. Гинзбург #l JI. П. IImraeacrxai(1958) 在 和 点 附近 液 氨 
超 流 理论 中 研究 过 . 在 此 二 问题 里 系数 的 意义 完全 不 同 . 然而 ,此 二 方程 形式 上 的 相似 性 允许 将 对 氮 中 涡 
线 的 解 用 于 玻 色 气体 . 这 个 解 如 图 4 所 示 . | 
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( д а +UG)]Z() +UIS(DPS(D) =0. (30.4) 


应 指出 ,在 无 外 场 时 从 方程 (30.4) 得 出 均匀 气体 化 学 势 等 于 p=nU(n 为 
气体 密度 ). 这 对 应 于 博 总 留 波 夫 理论 的 第 一 级 近似 (25.6). 

所 得 方程 的 重要 应 用 是 近 理想 玻 色 气体 涡 线 的 结构 问题 . 正如 指出 过 ,液体 
中 的 涡 线 本 身 的 粗细 以 原子 距离 来 衡量 . 然而 在 近 理想 玻 色 气体 ,情况 就 是 另外 
的 样子 了 . 这 里 , 涡 线 “ 芯 ”所 在 介质 的 性 质 有 显著 变化 . 在 下 边 我 们 将 看 到 , 芯 
具有 宏观 粗细 , 它 的 结构 可 以 用 上 边 得 到 的 方程 来 描述 . 假如 不 存在 外 场 ,n 是 
无 穷 远 处 非 微 扰 的 气体 密度 . 设 (30.3) 式 中 几 = mnUu ,得 出 方程 


- АБК) +U, 11Е(Р) 1 - nl (r) =0. (30.5) 


ВРЕТ 
И 


А) 
1 


0.5 





直线 涡 线 对 应 如 下 形 的 解 
Е = (теу ) ， To= 


r 
ro 


h 
式 中 r 和 ?分别 是 到 涡 轴 距离 和 绕 轴 极 角 . 此 函数 的 相位 对 应 于 环流 值 (29. 7). 
平方 | 名 1 是 凝聚 体 中 粒子 数 密度 . 在 所 讨论 的 近似 下 ,此 数 密度 与 气体 总 密度 
一 致 . 当 r 一 % ,气体 总 密度 应 趋 于 给 定 的 数值 љ, 而 函数 了 相应 地 趋 于 1. 
引入 一 个 量 纲 为 1 ИЖЕ & =г/г,, 48 НИЖЕ) 的 方程 


ld/dy Р.в 
аа) z */-/ =0. (30.7) 
图 4 表示 由 方程 (30.7) 用 数值 积分 得 出 的 解 . 4 £ —0 时 方程 的 解 与 上 成 正比 地 


В. 当 6 时 , 解 按 f=1 -205 的 规律 趋 于 1. | 
参数 m 决定 涡 “ 芯 "半径 的 数量 级 . 现在 引入 散射 长 度 以 代替 ,按照 
(6.2) 式 中 Ú, =4 т? а/т, Ж: 
ro -п "р? >> п!", 


Др 7 = an“ 为 气体 参数 . 如 果 气 体 参数 足够 小 , 则 这 个 半径 实际 上 大 于 原子 





(30.6) 


$30 非 均匀 玻 色 气 体 - 109. 


ІВ]. 

气体 非 均 匀 性 起 显著 作用 的 另 一 个 问题 是 气体 在 外 场 内 的 问题 . 设 气 体 处 
在 势能 О(г) <0 的 引力 场 内 (与 此 对 应 的 实际 实验 情形 是 原子 阻 留 于 “ 磁 阱 ” 
内 ). 基态 波 函 数 可 以 选 为 实 的 并 满足 方程 (30.4). 在 无 穷 远 处 函数 应 趋 于 零 ， 
而 化 学 势 yy 从 归 一 化 条 件 来 确定 : 


| (20) =М, (30.8) 


А N 为 气体 粒子 总 数 . 在 一 般 情 况 ,方程 (30.4) 只 能 数值 解 . 然而 存在 两 种 极 
限 情 况 ,问题 可 以 大 大 化 简 . 

因为 方程 (30. 4) 中 不 同 项 的 相对 重要 性 决定 于 (30.6) 式 所 定义 的 量 r, 与 
НИ“ ТЕЕ EE К Z ir. 简单 的 估算 表明 , 含 相互 作用 项 U, 与 含 拉 普 拉 斯 算 
+ A 项 之 比 的 数量 级 为 (R/r,). 

于 是 , 当 R <<, 时 相互 作用 完全 不 重要 . 此 时 方程 (30.4) 就 归于 粒子 在 势 
VCr) 内 的 薛 定 谓 方程 .这 表明 气体 可 以 算 作 理想 的 ,而 且 所 有 的 原子 都 要 凝聚 ， 
此 状态 对 应 于 场 U(r) 内 的 每 个 原子 都 处 在 基态 . 

相反 的 极限 情 次 是 :方程 可 以 略 去 拉 普 拉 斯 算 子 A, 则 气体 密度 简单 地 由 下 
式 给 出 


(Z(r))'=n(r) = 大 (化 -OU(r)) (30.9) 


此 式 表述 化 学 势 在 外 场 内 不 变 的 经 典 条 件 .我 们 注意 到 在 这 种 近似 下 ,气体 有 由 
方程 - О(г) =0 所 决定 的 清楚 的 界限 . 化 学 势 在 区 域 U(r) <и 上 通过 积分 
(30.9) 式 而 求 得 
习 ХД 

试 求 近 理想 玻 色 气 体 中 的 元 激发 谱 , 这 里 将 元 激发 谱 看 作 是 凝聚 体 波 函数 
微 振 动 的 色散 律 . 

解 :现在 来 研究 与 在 恒定 平均 值 m 附近 的 微 振 动 : 

Е =. +Ae 7“ 十 万 et 

这 里 A,B" 是 复数 微 振幅 . 把 这 个 表达 式 代 入 方程 (30.2) ,其 中 外 势 U Fe £. 
使 (30.2) 式 线性 化 并 将 带 有 不 同 指数 因子 的 各 项 分 开 , 则 得 方程 组 : 


2 
ћоА = Р-А +п0,(А + В), 
2т 


2 
—hoB =P B+nU (A +В), 
2m 


JE P p = hk. 由 此 令 方 程 组 的 行列 式 等 于 零 , 求 得 : 
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此 式 与 (25.10) 式 相同 . 
$31 玻 色 液 体 的 格林 函数 中 


玻 色 液体 格林 函数 这 一 数学 工具 的 建立 ,在 许多 地 方 跟 费 米 液体 的 同类 工 
ВЫ. 这 里 不 再 重复 全 部 讨论 ,但 我 们 首先 引入 一 些 基 本 定义 和 公式 ,并 且 着 
重 指 出 它们 的 区 别 . 这 些 区 别 既 与 不 同 的 统计 法 有 关 , 也 与 凝聚 体 的 存在 有 
х0. 与 本 章 上 述 几 节 一 样 ,现在 也 假定 液体 粒子 是 无 自 旋 的 . 

在 定义 玻 色 液体 格林 函数 时 ,应 当 把 算 符 表 成 (26.4) 式 ,并 将 凝聚 体 部 分 
ЕН у ЖЕН. 格林 函数 用 非 肇 聚 体 部 分 算 符 并 根据 

G(X,,X,) = -i(T (Хх) 9" * (X,)) (31.1) 
定义 ,这 里 还 用 括号 (…) 表 示 对 系统 的 基态 求 平 均 ,T 是 编 时 乘积 记号 .但 这 与 
费 米子 的 情况 不 同 , 现 在 置换 各 小 算 符 以 使 它们 排 在 需要 的 位 置 时 并 不 需 改 变 
乘积 的 符号 ,因此 有 与 (7.10) 式 不 同 的 形式 : 
(ШОХ) * (х,)), t >t, 
iG(X,,X,) =). | (31.2) 
[CB (X,)'(X )), t, <t,. 
平均 值 同 (31. 1) 式 是 一 样 的 ,但 应 以 全 由 算 符 代替 非 凝 聚 体 部 分 算 符 ,于 是 应 
得 出 : 


-i(T Pp X,) YY’ (Х,)) = -т +G(X,,X,), (31.3) 
式 中 n, 为 凝聚 体 中 粒子 数 密度 思 . 在 均匀 液体 中 ,函数 G 当然 只 与 差 值 X= 
X, -Х,# X. 
非 凝聚 体 密度 矩阵 p', 可 通过 格林 函数 按照 下 式 表 达 出 来 : 
Np (ri,r,) =iG(t,r yt +0,r,) =iG(t= -0,7) (31.4) 


[注意 ,与 (7.18) 式 的 总 符号 不 同 ]. ЖЕН г, =r, 时 ,可 得 到 非 凝 聚 体 粒子 数 总 
密度 : | 


путь =ic(t= -0,r=0) (31.5) 


Q #831— $33, $35 中 用 的 是 上 =1 的 单位 制 . 
О 将 格林 函数 这 一 数学 方法 运用 于 具有 凝聚 体 的 防 色 体系 统 ,属于 C. T. Benses(1958) 的 工作 . 
@ 像 对 待 费 米 系统 一 样 ,我们 将 研究 在 给 定 化 学 势 z 值 (而 不 是 给 定 N) 的 情况 下 玻 色 系统 的 状 


态 . 相应 地 ,(7.1) 式 的 有 ' = H — aN 这 个 差 起 着 系统 的 哈密 顿 量 的 作用 . 这 时 ç 算 符 的 凝聚 体 部 分 与 时 间 
无 关 . 


$31 玻 色 液体 的 格林 函数 "111: 


[比较 (7.19) 式 ]. 
现在 还 按照 公式 (7.21 一 7.22) 变 到 动量 表象 中 去 . 函数 С(о,р) НІН — 1и 

可 用 下 列 公式 表 出 : 

da dp 

(2) 





N "a 
u ，] it 31. 6 
у no +ilim| С(ш,р)е (31.6) 


[比较 (7.24) 式 ]. 
对 于 动量 表象 中 的 玻 色 系统 格林 函数 ,可 以 得 到 和 $ 8 中 对 于 费 米 系统 同 
样 的 展开 式 . 经 完全 类 似 的 计算 ,首先 得 出 公式 : 


| A,ó(p -Pp,) 
c(oP) = (21° У [ЕЕ чаи 
В„б(р-Р.) 
Ей зеи) 328}. а 


其 中 
4 =1(001'(0)lm>l2, В, =l(mlj'(0)10)12 
[ф’(г) ЗЕЕ КАЕ ВАО. 为 了 导出 这 个 展开 式 的 最 终 形式 ,我 们 指 
出 :在 粒子 数 NN 不 变 的 情况 下 , 玻 色 系统 的 激发 态 能 量 和 基态 能 量 的 恒 为 正 的 
差 值 便 定义 为 该 系统 中 的 激发 能 量 е, (N). 考虑 到 E (М) += Е, (+1), 
此 求 得 : 
E. (N+1) -E, (N) -и=Е,(М№М+1) -E, (N+1) =e, (N+1) >0, 


E,(N-1) -E (N) += E, (М-1) -Е,(№-1) =e, (N-1) >0. 


但 是 添 人 或 取出 一 个 粒子 ,只 在 相对 数量 级 ~ 方 的 各 项 上 系统 的 性 质 才 发 生变 


化 . 对 于 宏观 系统 来 说 ,这 些 项 小 得 可 以 忽略 ,因此 应 当 认为 激发 能 e. (N +1) 
和 es。(N) 是 相等 的 . 所以, 最终 求 得 : 


A,ó, (p -p,) В,8,(р-р,) | 
@) — £, +10 +=, -Ю J 


c(o,p) = (2т)° У | (31.8) 


从 而 用 获得 (8.14) 式 的 同样 方法 不 难 求 出 :对 于 玻 色 系统 ,格林 函数 的 虚 部 永 
远 是 负 的 : 


Im G(w,p) <0. (31.9) 
格林 函数 当 оэ оо 时 的 渐 近 形式 仍旧 和 费 米 系统 的 情况 一 样 : 
G(o,p)—1/e, 当 loji 一 o 时 (31.10) 


Ф 公式 (31.7) 对 应 于 公式 (8.7). 因为 粒子 无 自 旋 ,所 以 现在 没有 1⁄2 这 一 因子 . 注意 ,(31.7) 式 
第 二 项 前 的 符号 与 (8.7) 式 不 同 . 
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[比较 (8.15) 式 ]. 在 推导 这 个 结果 时 应 考虑 如 下 对 易 规则 : 
Br) tr) - Ч (авг, ) Di,r) =8(r, —r,). 
此 式 现在 是 以 算 符 多 和 多 * 的 对 易 子 代替 反对 易 子 0. 
其 次 ,进行 如 §8 中 所 作 的 讨论 ,可 得 到 一 个 主要 结果 , 即 格林 函数 的 各 极 
点 确定 元 激发 谱 : 
G ~ (ge,p) =0, (31.11) . 
只 应 取 这 个 方程 的 正 根 ;和 (8.16) 式 不 同 的 是 ,这 里 不 需要 从 еж р. 
格林 函数 在 自身 的 极点 附近 具有 下 列 形式 ， 
2, 
О а соу 2, >02 <0. (31. 12) 
极点 留 数 的 符号 与 w 的 符号 一 致 ,这 一 点 是 根据 (31.8) 式 中 系数 4, ,B 的 正定 
性 得 出 的 [但 留 数 的 大 小 不 受 任何 类 似 于 费 米 系统 (10.4) 式 那样 条 件 的 限制 ]. 


和 $8 中 的 做 法 一 样 ,利用 表达 式 (31. 12) 不 难 证 明 : 不 等 式 (31.9) 自然 保证 准 _ 


粒子 衰减 系数 的 正定 性 ,也 就 是 说 , 当 е 值 向 复数 区 域 移动 时 ,需要 的 符号 是 
— ш=>0. 

非 凝 聚 体 粒子 可 能 转 为 凝聚 体 以 及 进行 相反 的 过 程 , 除 函数 (31.1) 之 外 ， 
还 将 使 玻 色 系统 格林 函数 这 一 一 数学 工具 中 自然 也 出 现 如 下 函数 (我 们 在 $ 33 中 
将 会 看 到 ) : 


iF(X,,X,) =(N—21IT W(X, ) W'(X,) IN) , (31.13) 
iF*(X,,X,) = (МТ (Х,) 9" * (X,) IN -2) = 
=(N+2ITW'*'(X )W *(X,) IN. (31.14) 


其 中 牙 迁 矩阵 元 是 对 于 系统 中 总 粒子 数 的 变化 的 ,记号 1Ny 表 征 N 个 粒子 的 系 
统 的 基态 ((31.14) 式 中 最 后 一 个 等 式 在 精确 到 数值 ~ 1/N 的 情况 下 是 成 立 的 ， 
对 比 95 页 上 的 脚注 ). 这 样 定义 的 函数 下 和 FÍ , 称 作 反常 格林 函数 . 现在 我 们 
来 证 明 : 在 均匀 并 静止 的 液体 中 ,函数 РЯ РНЕ. 

同 函 数 G 一 样 ,均匀 液体 的 函数 严 和 下 + 只 与 差 值 X = X, - X, 有 关 @. 此 时 ， 
由 于 置换 和 МХ, 只 能 改变 乘积 中 算 符 的 排列 顺序 ,而 排列 顺序 总 会 由 编 时 手 


Ф 在 函数 G 的 定义 中 分 离 出 去 消 算 符 的 凝聚 体 部 分 在 这 里 是 无 关 紧 要 的 ,因为 8 函数 58(w)5(p) 
在 动量 表象 中 对 应 于 (31.3) 式 中 的 常数 项 -in  , 它 并 不 影响 (31, 10) 式 . 
@ ЖР УӘ Ят, +; 无 关 ,这 一 性 质 与 哈密 顿 量 的 定义 式 序 = D - , Kh 8 мм 
有 关 . 因而 由 不 同 粒子 数 系统 能 量 本 征 值 之 差 可 消去 这 一 项 ， 
E(N +2) - E(N) =2ə9E/əN = 2p⁄ 


相应 地 从 算 符 铬 9; 的 矩阵 元 中 消去 因子 exp[ -各 ( +0) 1. 


$31 玻 色 液 体 的 格林 函数 . 113. 





续 建 立 . 所 以 

F(X) =F( -X). (31.15) 
当然 ,由 此 得 出 :在 动量 表象 中 F B k 8 5 35 Et BJ 48 РАЯ: 

Е(Р) =F( - P). (31.16) 


ВАХ ‚РЖ F ` НИНЕ Я , E: H Eh ЕИ ЕН у ЖИ F XE pa 45 tH B 
结果 人 @. 
二: (tr) = %( -ts, -7). . (31.17) 
譬如 说 , 令 扎 > 二 ,而 有 : 
iF'(X ,X,) =<(N+2lP't (X,) W'* (X ) IN) = 


= (NI! 't(X ) V t (X,) IN+2) = 
=(NIY(-X)V( - X.) IN +2) = 


=iF( -X , -X,). 
ў F*(X)=F( -对 ). 考 虑 (31.15) 式 ,从 而 得 出 所 求 的 等 式 : 
Е*(Х) =F(X). (31. 18) 


将 函数 F(X) 通 过 落 算 符 的 矩阵 元 表达 出 来 后 , 便 可 以 得 到 类 似 于 (31.8) 
АНУ F( o ,p ) BJ 8 JT sÑ , EN IR tB, BJ Ll [8 BH РА 2 BJ 3 A B] Nl ЕЖЕ X E СГ] S NF 
究 这 个 问题 . LB H : ИХ F(w,p) 的 极点 与 函数 G(w,p) 的 极点 相同 . 

在 本 节 的 最 后 ,我 们 将 算出 理想 玻 色 气体 的 格林 函数 С”. 首先 应 当 指 出 : 
因为 在 这 种 气体 的 基态 ,所 有 粒子 都 处 凝聚 体 中 ,所 以 非 凝 聚 体 粒子 的 漂 没 算 符 


多 作用 到 基态 波 商 数 上 ,将 使 该 波 函 数 变 成 零 . 因此 函数 С° (tr) 只 有 当 上 = 


в >0 时 才 不 为 零 . [根据 (31.2) 式 ,如 果 产 生 算 符 儿 * 首 先 作用 的 话 ]. 
虽然 对 于 理想 气体 来 说 化 学 势 y =0, 但 在 这 里 把 化 学 势 и 视 作 预先 未 确定 


Ф 这 个 问题 ,可 用 下 述 方法 证 明 . 算 符 2, ,2y 的 一 切 不 等 于 零 的 矩阵 元 都 能 定义 为 实 量 [ 见 第 三 着 
(64.7—8) ] ;就 此 意义 来 说 ,这 两 个 算 符 都 是 实 的 , 即 2 нр =4, НКЕ у ЖА 


ф(г) А > 4,е”`", 
р 


具有 + (г) = 区 ( -站 这 一 性 质 .由 此 也 可 得 出 海 森 伯 算 符 
Ptr) =exp(i Hi (r)exp( - i Ht) 
的 等 式 (31.17) ,这 是 容易 证 明 的 ,只 要 注意 下 列 事实 即 可 ;对 于 无 自 旋 相 互 作 用 系统 ,哈密 顿 量 契 是 实 的 


(Н+ = 万 ) ,由 于 系统 是 各 向 同性 的 ,所 以 月 ( - r) =Я(г). 但 是 ,需要 强调 一 下 :哈密 顿 量 具有 实数 
性 ,其 意思 是 指 ,在 液体 中 不 存在 宏观 超 流 运动 . 对 于 玻 色 凝 聚 系统 ,哈密 顿 重 依赖 于 宏观 参量 一 凝聚 
体 波 函数 与 . 在 运动 液体 中 ,这 个 参量 是 复 的 , 随 之 哈密 顿 量 也 是 复 的 (但 自然 都 是 厄 米 的 )， 


. 114 - 第 三 章 а Я 性 


的 自由 参量 时 ,我 们 不 能 使 4 =0; 这 一 点 ,对 于 在 图 技术 中 进一步 将 函数 C” 应 
用 于 任意 液体 时 是 很 必要 的 ,在 这 样 的 液体 中 恰好 起 这 种 参量 作用 ,与 此 相 


ЛІ, ЖУ, (ti,r) 可 写成 


也,(ir) = y ee [ЦР тни) | | (31.19) 
[与 (26.1) 式 只 差 指 数 函 数 因子 e]. 按照 (31.2) 式 ,将 此 表达 式 代 人 С 的 定 
义 式 时 应 注意 : 当 取 平均 时 ( 即 取 对 角 和 矩阵 元 ) ,只 有 乘积 4, а, та, а, 能 够 给 
出 不 等 于 零 的 结果 ;但 因为 在 气体 的 基态 时 pz0 的 粒子 的 一 切 状 态 的 占有 数 都 
等 于 零 ,所 以 

‘а. 6,) =0, (&, á) =1. 
然后 以 通常 的 方法 由 对 p 求 和 过 渡 为 求 积 分 , 则 得 : 
С® (rr) = А + іші + ip r] 23.4: > 0 时 ; 


0, 当 上 <0 时 ; 





(31.20) 
从 而 对 于 动量 表象 中 的 格林 函数 ,有 : 
С (о,р) = -i exp | it + ipt + iwt ) de 
积分 时 应 借助 于 公式 
j. er =— (31.21) 
(在 被 积 式 中 引入 因子 e。“, 其 中 A>0, 此 后 取 A 一 0 的 极限 ). 最 终 
С° (о,р) = (ә 2 ++). (31.22) 


ЖТР Е, ДУРА К F (X) =0, 根 据 定 义 (31.13 ) 式 这 是 显 
而 易 见 的 ,在 (31. 13) 式 中 两 个 算 符 潭 没 了 非 凝 聚 体 的 粒子 .因此 在 动量 表象 中 
也 有 


Р (w,p) =0. (31.23) 
此 等 式 表明 这 一 事实 : 当 7T=0 时 ,只 是 由 于 相互 作用 才 出 现 非 凝 聚 体 粒 子 . 
2] дй 
试 求 声 子 场 的 格林 函数 ,该 函数 定义 为 
D(X,,X,)= D(X, -Х,) = -i(T0'(X,)6'(X,)), (1) 


式 中 角 括 号 表征 按 场 的 基态 求 平均 ;fp' 为 (24.10) 式 中 的 密度 算 符 , 编 时 乘积 可 
按 (31.2) 式 的 规则 展开 . 
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解 :把 (24.10) 式 代入 定义 (1) 时 应 注意 :因为 在 基态 上 上 声 子 状态 的 所 有 占 


有 数 都 等 于 零 ,所 以 只 《有 平均 值 (Ci Ci ) = 1 不 等 于 零 . 然后 由 对 大 求 和 变 为 求 
积分 ,得 : 


КЕ. rat) dk 
D(t,r) = ё, и оа, 


这 里 指数 中 的 “+” 和 “+” 两 个 符号 分 别 对 应 于 1>0 和 ti<0 的 情况 (积分 中 对 
于 i<0 的 情况 ,积分 变量 进行 了 变换 :Kk 一 -天 ) ,被 积 式 (无 因子 e*'' 时 ) 就 是 函 
数 D(t,r) 按 坐标 的 傅 里 叶 展 开 的 分 量 . 同时 也 按时 间 将 函数 分 解 , 便 得 到 动量 


_ pk f [Г о-ы т ¿ukuypi 
D(w,k) | e &+ || е а, 
借助 公式 (31.21) 求 出 积分 , 则 得 ， 


1 1 k. 


р. L Ë L. hu 
D(e,k) = akan o +uk-i0] о? - 1 +10 
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下 面 建 六 用 于 计算 玻 色 系统 格林 函数 的 图 技术 ,这 和 在 § 12— $ 13 中 对 于 
费 米 系统 的 作法 是 一 样 的 . 同 以 前 一 样 ,我 们 来 定 出 图 技术 规则 . 这 个 系统 分 子 
闻 的 成 对 相互 作用 以 如 下 算 符 描述 : 


ХО = | 多 (tm ) р" (г.г, ) О(г, -r,) Pi,r,) V(r,r,) д 9? м. 


(32.1) 

具有 凝聚 体 的 玻 色 液 体 的 特点 ,首先 在 于 全 部 海 森 伯 消 算 符 都 应 当 表 为 

多 = 更 + 后 的 形式 ,其 中 多 ' 为 非 凝 聚 体 部 分 ,性 是 凝聚 体 波 函数 ,对 于 静止 液体 
来 说 ,与 只 是 一 个 实数 ns@. 作 这 样 的 代 换 之 后 , 算 符 (32.1) 可 以 分 解 为 由 四 


个 到 零 个 算 符 多 (连同 相应 因子 V 而 的 附加 数 ) 的 各 项 所 构成 的 级 数 . 

在 $ 12 中 关于 变 到 相互 作用 绘 景 的 所 有 叙述 仍然 完全 有 效 , 而 借助 维 克 定 
理 (与 以 前 不 同 的 ,只 是 现在 在 求 平均 的 乘积 中 置换 少 算 符 不 需要 变 导 ) 可 以 将 
得 到 的 表达 式 实行 进一步 展开 . 但 是 算 符 (32. 1) 分 解 成 各 种 不 同 项 ,它们 将 导 
致 在 费 曼 图 中 出 现 新 的 图 元 素 .我 们 可 以 立刻 写 出 最 终 的 动量 表象 中 的 这 些 图 
75%. 


Ф 应 当 强 调 : 因 为 这 个 量 是 从 精确 的 海 森 伯 乡 算 符 分 离 出 来 的 ,所 以 по 是 T=0 时 液体 中 凝聚 体 
密度 的 精确 值 . 
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在 图 的 每 个 顶点 上 , 同 以 前 一 样 汇聚 了 三 条 线 : 一 条 虚线 [相当 于 具有 
4 -动量 Q = (qu,g) 的 因子 - iU(Q) ] 和 两 条 粒子 线 一 “一 条 和 射线 及 一 条 出 身 
线 . 但 这 时 应 当 将 凝聚 体 粒子 和 非 凝 聚 体 粒子 区 别 开 来 .各 实 线 现 在 对 应 于 非 北 
聚 体 粒 子 , 这 种 线 [ 具 有 4 -动量 已 = (o,p)] 同 以 前 一 样 对 应 于 因子 iG (Р). 
凝聚 体 粒 子 线 则 以 波纹 线 来 表示 ;用 这 些 线 来 描述 4 -动量 P=0, 它 们 相应 于 因 
子 V 三 .因此 ,出 现 了 四 种 形式 的 顶点 : 


N N N x 


(32.2) 


| I 

| l 

| | 

| ] 

| 1 
(а) (b) (c) (d) 


( 带 有 一 条 或 两 条 波纹 线 的 顶点 称 作 不 完全 顶点 ). 在 每 个 顶点 上 必须 满足 
“4 -动量 守恒 定律 ”; 因 此 在 顶点 b 和 c 上 虚线 的 4 -动量 与 实 线 的 4 -动量 是 
相等 的 ,而 在 顶点 d E 4 -动量 等 于 零 . 波纹 线 永 远 是 图 的 外 线 , 即 与 图 相连 接 
的 只 是 线 的 一 端 ,而 允 一 端 则 保持 自由 . 

进入 格林 函数 G(P) 定 义 中 的 每 一 个 图 都 有 两 条 4 -动量 P 的 实 外 线 (入 射 
线 和 出 射线 ) ,此 外 还 可 以 有 一 定 的 偶数 条 波纹 外 线 ;各 图 中 的 人 射 外 线 和 出 射 
外 线 的 总 数 是 相同 的 (以 此 来 表达 系统 中 凝聚 体 和 非 凝 聚 体 粒子 总 数 的 守恒 ). 
像 费 米 系统 一 样 (也 因为 同样 的 理由 一 一 见 $13) ,只 有 不 能 分 解 为 两 个 (或 更 
多 个 ) 不 相连 的 子 图 的 图 才 是 允许 的 .但 与 费 米 系统 情况 不 同 的 是 ,这 里 要 改变 
共同 符号 的 定义 规则 , 按 这 种 规则 ,iG 中 所 含 的 图 都 有 相同 的 符号 ( 即 取消 48 
页 上 的 规则 3). 

图 中 每 一 条 虚线 在 自己 的 两 端 都 有 完全 的 或 不 完全 的 顶点 . 但 这 不 会 是 
(32.2d) 类 型 的 两 个 顶点 ,因为 其 中 连 一 个 实 外 线 也 没有 ,这 种 图 形 根本 不 能 与 
格林 函数 图 相连 . 并且 也 不 可 能 是 (32.2d) 与 (32.2c)[ 或 (32.2d) 与 (32.2b)]】 
类 型 的 顶点 ,因为 当 存在 三 条 波纹 外 线 时 ,图 形 中 顶点 上 4 - 动量 的 守 便 会 使 得 
第 四 条 外 线 的 4 -动量 也 变 成 零 , 也 就 是 说 ,我 们 能 得 出 具有 凝聚 体 全 部 四 条 
(波纹 线 的 ) 外 线 的 图 形 . 

然而 ， 按 以 前 叙述 的 规则 建立 的 微 护 论 , 它 的 每 一 级 中 有 相当 数目 的 图 总 是 
变 成 零 .其 消失 的 原因 是 :理想 玻 色 气体 处 于 基态 时 不 存在 非 凝 聚 体 粒子 . 这 一 


点 ,如 果 我 们 仔细 考查 坐标 表象 中 图 的 来 源 , 就 更 清楚 了 ,因为 所 有 (多 * dr yE 


Ф 更 准确 地 说 ,人 射 到 顶点 的 波纹 线 相应 于 因子 与 ,而 出 射线 相应 于 因子 与 ,由 于 与 是 个 实数 ， 
所 以 这 两 个 因子 实际 上 是 相同 的 . 
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的 收缩 都 等 于 零 ,括号 中 非 凝聚 体 粒子 的 淹没 算 符 位 于 右边 ,并 首先 作用 在 基态 


ЕЗ ТАЯ СШ "УНО. 
例如 “自身 封闭 "的 实 线 图 都 将 变 成 零 , 因 为 这 种 线 来 自 非 凝 聚 体 粒 子 密 


Оф" (гм) (ег) 的 收缩 .其 次 ,以 虚线 封闭 的 实 线 图 ， 


都 等 于 零 . 这 种 线 来 自 同一 个 相互 作用 算 符 V(i) 里 两 个 y 算 符 的 收缩 


(%''Gir,) W (1,1)).( 其 中 业 * 位 于 多 的 左边 ). 

最 后 ,由 实 线 和 虚线 按 一 定 顺 序 构成 的 封闭 圈 图 (而 且 实 线 的 指向 沿 整个 
圈 图 都 相同 ) 所 组 装 的 一 切 图 都 等 于 零 . 现在 我 们 来 画 出 这 类 圈 图 . 在 线段 的 端 
点 旁 标 出 小 算 符 的 时 间 宗 量 : 





图 中 每 条 虚线 端点 上 的 宗 量 都 相同 @. 与 实 线 对 应 的 函数 С) 的 宗 量 等 于 差 值 
t, -t,t -t,t -bt -ty; 对 于 任何 封闭 轿 图 ,这 些 差 值 之 和 等 于 零 , 因 此 即使 
其 中 的 一 个 差 值 是 负 的 ,对 应 的 函数 G' 也 变 为 零 . 

上 述 规则 也 适用 于 确定 反常 格林 函数 的 图 ,不 同 的 只 是 :两 条 实 外 线 , 对 于 
ИХ 下 来 说 一 定 是 出 射线 ,或 对 于 函数 F' 来 讲 一 定 是 人 射线 .相应 地 ,在 这 些 
图 中 人 射 波 纹 线 数 和 出 射 波纹 线 数 变 得 不 相等 了 ,但 要 使 所 有 出 射线 的 总 数 仍 
等 于 入 射线 的 总 数 .一 条 实 外 线 描述 4 -动量 P, 而 另 一 条 描述 一 一 4 -~ 动量 -P 
【这 里 是 待 求 的 沪 数 FF(P) 或 PF*(P) 的 宗 量 1 包 ; 根 据 整个 图 的 “4 - 动量 守恒 
定律 "这 两 种 线 的 4 -动量 之 和 应 当 等 于 和 去， 

按 图 技术 计算 的 格林 函数 包含 两 个 参数 一 一 化 学 势 和 凝聚 体 密度 m; 这 
两 个 参数 还 应 当 与 液体 密度 п = N/V 联系 起 来 . 

直接 由 格林 函数 的 定义 得 出 的 公式 (31.6) 是 这 三 个 量 之 间 的 一 个 关系 式 ， 
下 面 得 到 的 方程 (33. 21 ) 可 作为 第 二 关系 式 ,该 方程 用 图 技术 概念 术语 明显 地 


О 按 局 样 的 理由 ,两 个 粒子 在 真空 中 散射 的 某 些 图 也 变 成 零 _ 见 8 16. 

О 应 注意 :在 虚线 图 的 空间 ~ 时 间 表 象 中 ,与 1 和 2 两 点 对 应 的 因子 是 iU(X, - X,), E £ # 
5( -#,). 

@ 因为 下 是 宗 量 的 偶 函 数 , 所 以 忆 的 共同 符号 的 选取 在 这 里 是 无 关 紧 要 的 ， 
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现在 我 们 详细 考查 格林 函数 图 的 结构 ,为 此 像 在 $14 中 对 费 米 系统 的 作法 
一 样 ,在 讨论 中 引入 自 能 函数 的 概念 , 即 采用 的 方法 是 研究 一 切 带 有 两 条 实 外 线 
的 图 的 集合 . 这 些 图 都 不 可 能 只 截断 一 条 实 线 就 分 成 两 个 部 分 . 但 与 8$ 14 有 所 
不 同 ,就 图 的 外 线 指向 来 说 ,现在 可 能 出 现 不 同 的 情况 :除了 带 有 一 条 人 射线 和 
一 条 出 射线 的 图 外 ,还 存在 带 有 两 条 出 射线 或 两 条 人 射线 的 图 . 与 此 相应 ,就 产 
生 了 三 种 目 能 部 分 : 


і 


12 120 
—( >— (С) —(С)—». 33. 1 
P P _P P P -Р 


(这 些 记号 中 ,的 第 一 个 下 标 表 征 人 射 实 外 线 数 , 第 二 个 下 标 表 征 出 射 实 外 线 
Ж). 自 能 图 ,除了 实 外 线 , 一 般 地 说 也 有 波纹 线 的 (凝聚 体 的 ) 自由 端 线 . 这 些 端 
线 包 含 在 自 能 函数 的 定义 中 ,这 里 自 能 函数 是 以 圆圈 表示 的 . 下 边 我 们 将 会 看 
到 ,函数 X, (P) 马 o(P) 实 际 上 是 相等 的 ; 

| SCP) SD (Py. (33.2) 
还 要 立即 指出 ,因为 P 和 -P 以 对 称 形式 包含 在 这 些 函 数 的 定义 中 ,它们 是 自身 
宗 量 的 偶 函 数 ， 

№›(Р) =5,( - Р). (33.3) 

作为 示例 ,我 们 画 出 函数 У, Ж X, ЕЕ РН REY Е АО Р: 


ый © ss И — з . (33.4) 
O фр» TL. (33.5) 


现在 我 们 列 出 用 上 自 能 函数 表达 的 精确 的 函数 G 和 FF 的 方程 . 
用 微 扰 论 的 术语 来 说 , 差 值 С(Р) - G6”(P) 可 用 无 穷 多 个 链条 图 之 和 表达 
出 来 ,其 形状 为 : 
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它们 是 由 不 同 数量 的 小 圈 组 成 的 , 圈 间 用 正 向 和 反 向 (相对 于 两 个 端 线 而 言 ) 的 
箭头 以 一 切 可 能 的 方式 连接 起 来 . 用 同样 方法 ,也 可 将 精确 的 函数 (函数 Е 
=0) 以 链条 图 之 和 表示 出 来 ,链条 图 中 两 边 上 的 箭头 的 指向 相反 


如 果 从 所 有 这 些 链 条 图 中 沿 紧 直 虚线 所 示 的 地 方 切断 边缘 的 环节 (小 圆圈 连同 
箭头 ) , 则 剩余 图 的 边缘 箭头 的 指向 相同 的 图 集合 又 将 与 精确 的 函数 G 一 致 , 而 
边缘 上 箭头 的 指向 相反 的 图 集合 则 与 精确 的 函数 太一 致 . | 
现在 我 们 引入 以 单 向 和 双向 粗 箭 头 表 示 的 这 些 函 数 的 图 记号 : 
iG(P) iF(P) iF (P) 
r р р P р 


于 是 ,上 述 论 断 可 写成 由 骨架 图 组 成 的 图 等 式 的 形式 : 
РНЕ ИРЕ Е: оараг 
> р Оч дау: 


(33.6) 


(33.7) 


[对 比 类 似 的 方程 (14.4) ] .将 这 两 个 等 式 写成 解析 形式 ,得 :@ 
G(P)=[1+2ZX,(P)G(P)+X,(P)F(P)]G (P), (33.8) 
F(P) =G ( -P)[X,( - P)F(P) + Х,,(Р)6(Р)]. 
求解 这 两 个 关于 СЯ Е 的 方程 ,并 将 С 的 表达 式 (31. 22) 代 人, 便 得 到 所 求 的 
函数 : 


c(P) = [0+2 ива -Р) |. 


Р(Р) = - 5» (P) , (33.9) 


式 中 
D = РТ = 


= [Za CP) ~-w-i0 Ри] [Bl -Р) Fw + 三 -p]. (33. 10 ) 


”我 们 也 可 以 号 出 6 和 FF' 类似 的 方程 组 ,而 该 方程 组 与 (33.8) 式 的 区 别 , 只 是 互 换 了 Xo 和 X. 
因为 f=F* ,所 以 由 此 可 得 出 等 式 (33.2). 
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我 们 强调 一 下 ,这 些 关系 式 不 依赖 于 自 能 函数 的 内 部 结构 ,所 以 也 与 粒子 间 具 有 
成 对 相互 作用 这 一 假设 无 关 , 因 此 它们 对 于 任何 玻 色 液 体 都 是 正确 的 . 

液体 中 与 动量 已 有 关 的 元 激发 能 量 ,决定 于 函数 G 和 下 对 于 变量 о 的 极 
点 . 当 p 很 小 时 ,这 些 元 激发 是 声 子 ,它们 的 能 量 同 p 一 起 趋 于 零 . 因此 函数 
(33.10) 当 p=0,w =0 时 应 变 成 零 . 由 此 我 们 求 得 等 式 : 


[3..(0) -pl = 5 (0) , 
此 式 作为 的 方程 有 两 个 根 ,其 中 之 一 应 取 
= Х,,(0) -3o(0). (33.11) 


实际 上 ЕКТ ЕН (27.2) i ЗЕЕ ОВР p = 更 - 
Vm =i пФ, АЯ = -和 ,从 而 ~ - 6; 后 一 等 式 , 当 取 (33. 11) 式 时 从 
好 得 到 满足 ,这 时 (33.9) 式 中 的 各 分 子 (在 РО 的 极限 情况 下 ) 只 差 一 个 符号 . 
等 式 (33. 11 ) 就 是 第 二 关系 式 ( 见 832 末 ) , 它 同 关系 式 (31.6) 一 起 可 以 把 参数 
ш n, 通过 液体 的 密度 n 表达 出 来 . 

进一步 将 表达 式 (33.10) 按 o 和 己 展 成 寡 级 数 , 便 可 决定 在 宗 量 o TI p 为 
小 值 范围 内 的 格林 函数 的 形式 . 这 时 应 该 考虑 到 :标量 函数 X. HI X. ИГ р? 的 
寡 展 开 ,而 对 全 部 宗 量 为 偶 函 数 的 怠 , , 它 的 展开 式 也 只 包含 变量 w НЕЕ. 
将 (33.10) 式 表 为 


D={o+ 二 [3(P) -3(-P)]] - 
5 [2--ш+-[5, (Р) +5, ( -Р)] l + (Р) , 
我 们 可 以 立即 得 出 结论 :展开 式 的 前 几 个 未 消 掉 的 项 都 具有 D = 常数 (w? — ир? + 
i0) 的 形式 ,其 中 尺 是 一 个 常数 ,显然 它 是 液体 中 的 声速 . 同时 应 当 指 出 :由 于 
(33.11) 式 ,(33.9) 式 中 的 各 分 子 当 w,p-*0 时 只 差 一 个 符号 ,因而 求 得 : 
C2_F-。 第 数 
w -up +0. 
根据 这 个 格林 函数 ,算出 p 很 小 时 的 粒子 动量 分 布 N(p) ,并 把 它 与 我 们 已 知 的 分 
布 (27.7) 对 比 , 则 能 确定 出 分 子 中 的 常数 值 . 积分 
Мр) =ilinf С(ш,р)е «80 


[对 比 (7.23) 式 ] 可 采用 在 上 半 平 面 内 以 无 穷 远 的 半圆 周 封闭 积分 围 道 的 方法 计 
算出 来 (对 比 $7 最 末 的 讨论 ) ,该 积分 相应 地 决定 于 о = -up + iO 极点 上 的 留 数 . 
最 后 我 们 得 到 N(p) = 常数 /2up ,将 它 与 (27.7) 式 对 比 , 即 得 出 常数 =n mu /n. 因 
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此 ,最 终 求 得 о Тр 为 很 小 值 时 格林 函数 表 为 下 式 : 


2 
поти 


G= -F (33.12) 


n(o°-u?p' +i0) 
应 当 指 出 „ЛЕЖА ЗН] = H — (k, # 32% BJ 8 DÚ F СУР РИ КРА АН 
等 ( 见 $31 中 的 习题 ) ,这 个 结论 是 十 分 自然 的 ,因为 在 w Тр 为 很 小 值 的 范围 内 ， 
玻 色 液体 中 的 全 部 元 激发 都 是 声 子 . | 
最 后 ,我 们 演示 所 得 公式 用 于 研究 $ 25 中 近 理 想 玻 色 气 体 粒 子 成 对 相互 作用 
的 模型 . 在 微 扰 论 的 一 级 近似 下 „У, 和 3 决定 于 (33.4) 的 前 两 个 图 及 (33.5) 的 第 
一 个 图 . 将 它们 写成 解析 形式 ,得 到 : 
| Xa =т[ № +0(р)], X, =п,0(р). | 
在 同样 的 精确 度 下 ,这 两 个 公式 中 的 凝聚 体 密度 n, 可 以 换 成 气体 的 总 密度 n. 在 
$ 25 中 已 指出 ,在 这 个 模型 中 气体 粒子 的 动量 可 认为 是 很 小 的 ,与 此 相应 ,各 健 里 
叶 分 量 U(p) 可 用 它们 在 p =0 时 的 值 U, 来 代 换 . 于 是 
2 = 2nU/;. a =пі7,: (33.13) 
将 这 两 个 表达 式 代 入 (33. 11) 式 ,得 出 4 = no, 它 与 (25.6) 式 符合 . КЛ 
(33.9—33. 10) 5, , 则 得 到 格林 函数 的 下 列 两 个 公式 : 
w +p /2m + nU, 


G(w.,p) = | 
ЕЮ 


(33.14) 


式 中 


s(p) = [ (25) +20, 


m 
从 这 两 个 函数 分 母 的 形式 显然 可 看 出 s(P) 就 是 元 激发 能 量 ,这 符合 以 前 用 另 一 种 
方法 得 到 的 结果 (25.10 一 25. 11). 


834 ” 准 粒 子 的 裂变 


量子 液体 中 一 个 准 粒子 具有 有 限 寿 命 (发 生 衰减 ) ,与 它 同 其 它 准 粒子 发 生 碰 
撞 或 它 自发 裂变 成 两 个 (或 更 多 个 ) 新 的 准 粒子 有 关 . 当 温 度 7 一 0 时 ,衰减 的 第 一 
个 原因 消失 了 (因为 碰撞 概率 跟 准 粒子 数 密度 一 起 趋 于 零 ) ,这 样 ,衰减 只 能 由 准 
粒子 的 裂变 才 会 发 生 . 
现在 来 研究 动量 为 的 准 粒子 裂变 为 二 的 情况 . 如 果 g 是 所 出 现 的 准 粒子 之 
一 的 动量 , 则 另 一 个 准 粒子 的 动量 为 已-4 ,能 量 守恒 定律 给 出 如 下 条 件 ， 
=(р) ==(4) +e(lp -ql). (34.1) 
可 以 看 出 ,在 p 值 的 某 一 范围 内 ,这 个 等 式 对 于 任何 4 都 不 满足 ;这 时 ,这 个 范围 内 
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的 准 粒 子 根 本 不 会 误 减 (当然 ,假如 也 不 能 裂变 为 更 多 的 准 粒 子 ). 

ВЕЖ р 的 改变 , 当 p =р. ( 2455 №), = ЗАЩ ЗЕ (34.1) 的 根 . 这 时 将 发 
ЕЕ Е. 

首先 应 当 指 出 ;在 p =р, Х— м, Jy (34. 1) 的 右边 作为 q 的 函数 是 具有 极 值 
的 .事实 上 , 令 a(g) +e( Ip -gq1) 在 给 定 p 值 时 的 极 值 是 E(p)( 为 了 明确 起 见 , 我 
们 将 把 它 看 作 是 极 小 值 ). 于 是 ,方程 

e(p) —E(p) ==(4) +e( lp -91) -Е(р) 
的 右边 是 非 负 的 . 因此 , 当 p 值 满 足 e(p) -Е(р) <0 时 ,方程 显然 没有 根 ; 而 只 在 
P=P。 这 一 点 才 有 根 出 现 , 在 该 点 上 se(p。) =Е(р. 
将 方程 (34. 1) 表 为 对 称 形式 ， 
e(p)=e(q,) +e(q,), 9, +9, ЕР, 
我 们 发 现 ,方程 右边 的 极 值 条 件 可 以 写成 9s/9q, = 95/94, 或 
0,=0,, (34.2) 
Я, ТЕ А EBI Е ВУИ АН НН Е. 这 里 可 以 分 为 以 下 几 种 
(Л. П. 皮 塔 耶 夫 斯 基 ,1959 ). 

a) Чр=рь 时 , 玻 色 小 体 中 准 粒子 的 速度 等 于 零 ,而 p, 对 应 于 图 2 曲线 上 旋 
子 的 极 小 值 . 因此 ,如 果 v , =e, =0, 其 意思 是 指 :在 阔 点 上 准 粒子 裂变 为 两 个 动量 
为 Ро ВВ Я А 的 旋 子 . 相应 地 ,发 生 裂 变 的 准 粒子 的 能 量 e(p.) =24 ,而 它 的 动量 
p. 是 以 了 .=Ppo +b , 即 2pocos Ө =p, 这 一 条 件 与 po 联系 起 来 ,这 里 26 是 两 个 旋 子 
飞 出 的 夹 角 . 由 此 得 出 ,在 所 有 情况 下 必 有 : 

p. <2р,. (34. 3) 

b) Б о, =v , 寺 0, 并 且 与 它们 相应 的 动量 q, fll q, 是 有 限 的 ,其 意思 是 
指 : 在 国 点 上 的 裂变 产生 两 个 具有 共 线 (平行 或 反 平 行 的) 动量 的 准 粒子 〇 . 

с) 如 果 速 度 " ,和 w , 均 不 为 零 , 但 动量 之 一 ( 壁 如 说 g) 在 阐 点 附近 趋 于 零 , 那 
么 相应 于 该 动量 的 准 粒 子 是 声 子 ,并 且 速 度 w = u. 此 时 可 有 这 样 的 阅 点 ,超过 此 点 
便 可 以 由 准 粒 子 产生 声 子 .在 阐 点 上 声 子 的 能 量 等 于 零 , 准 粒 子 速度 刚刚 达到 声速 
(速度 o, =o, =u 全 相同 ). | 

d) 最 后 还 有 一 种 特殊 情况 , 即 一 个 声 子 裂变 成 两 个 声 子 ,而且 靖 点 就 是 能 谱 
的 始点 P=0. 但 是 这 种 裂变 只 当 能 谱 起 始 一 段 ( 声 子 段 ) 的 曲率 具有 确定 的 符号 
[УЖ 4’ =(р)/4р’ >0] 时 才 可 能 ,也 就 是 说 e(P) 曲 线 必 须 从 起 始 的 切线 < = up 起 
向 上 弯曲 . 这 不 难 证 明 ,现在 将 这 一 段 能 谱 表 为 如 下 形式 ; 

e(p) =up +op°, (34.4) 


Ф 由 于 液体 是 各 向 同性 的 , 准 粒子 动量 P 及 其 速度 wp = 3s/3p 取向 共 线 ,但 方向 可 能 相同 也 可 能 相 
E. 
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该 式 除 线 性 项 以 外 也 计 人 了 按 小 动量 的 寡 展 开 的 下 一 项 由, 于 是 由 能 量 守 便 方 程 
(34.1) 得 出 : | 

u(p-q- 1р -ql)= -a(p –9 - Ip -q!°). 
在 冰点 附近 与 准 粒 子 起 始 动量 成 小 角 Ө 的 方向 射出 一 个 声 子 ;在 方程 的 左边 ， 
有 : 


p-g-lp-gl~ i — cos 0). (34.5) 
在 方程 的 右边 ,只 要 令 ір - qil =р- q, они. 
и(1 – соѕ 0) =За(р-9)” y (34.6) 


由 此 可 见 , 应 当 是 a > 0. 

我 们 在 下 面 (§ 35 ) 将 会 看 到 :在 a) 和 b) 两 种 情况 ,函数 (р) ЖЭНЕ 
以 后 延 拓 ,因此 这 一 点 是 能 谱 的 终点 .但 在 e) 和 dl) 两 种 情况 ,辐射 长 波 声 子 的 准 
粒子 ,其 裂变 会 导致 弱 衰 减 的 出 现 ,这 可 以 借助 微 扰 论 来 确定 @. 

现在 我 们 来 计算 由 一 个 声 子 裂 变 成 两 个 声 子 的 衰减 (第 d 种 情况 ). H 
(24. 12) 式 给 出 的 哈密 顿 量 的 各 三 次 项 中 ,都 有 这 种 过 程 的 矩阵 元 . 对 于 由 动量 为 
р 的 一 个 声 子 的 初 态 (i) 到 动量 为 q, 和 q, 的 两 个 声 子 的 末 态 (JP 的 跃迁 , 微 扰 算 符 
的 矩阵 元 等 于 

Vi = 二 8(P – 4; -4)5 ета (рае ) {1 і) (34. 7) 

( 略 去 了 无 微 扰 密 度 p。 的 下 标 0). 注意 其 中 有 (pq,g,)“ 这 一 因子 ;由 于 它 很 小 ( 指 
的 是 长 波 声 子 的 裂变 ) ,因而 保证 可 以 运用 微 扰 论 全. 

在 1 s 内 裂变 的 微分 概率 由 下 列 公 式 给 出 : 


ЕТУ, 125(Е,-Е,) 





32 V. d'q,d° q, 
(2mh)° ` 


[ 见 第 三 卷 (43.1) 式 ]. 把 (34.7) 式 代入 上 式 时 将 出 现 5 函数 的 平方 ;应 把 它 理解 


Ф 由 声 振动 的 色散 方程 可 将 频率 平方 o? 确定 为 波 矢量 函数 . 与 此 相应 ,将 声 子 能 量 的 平方 sz: (р) k 
动量 的 其 作 正则 展开 ;由 于 液体 是 各 向 同性 的 ,所 以 从 ~ р> 项 开始 应 按 p? ИЖ. po #=(р)Ә ж 
的 展开 式 使 含有 р КА. 

@ 上面 所 列举 的 各 种 情况 中 ,究竟 哪 几 种 实际 上 能 够 实现 ,这 有 赖 于 准 粒子 谱 a(p) 曲 线 的 具体 走向 . 
关于 液 氮 (He) 的 一 些 实验 资料 ,证 明了 在 压强 小 于 15 个 大 气压 时 有 开始 不 大 一 段 声 子 谱 存在 ,在 这 一 段 
里 具有 第 4) 种 情况 的 不 稳定 性 . 液 氮 谱 终止 于 第 a) 种 情况 的 点 上 . 

Ф 计算 矩阵 元 (34.7) 时 ,应 考虑 到 : 声 子 算 符 2 和 名 中 的 每 一 个 都 可 以 从 A' 或 9 的 三 个 因子 中 任 选 
一 个 ;因此 出 现 因子 31. (34.7) 式 中 的 6 函数 是 由 积分 exp[i(p ~ gq, - q. )r/j] 因 子 而 产生 的 , 最 后 注意 ,p， 
а fll q, 的 方向 几乎 重合 . 
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为 中. | 
А2 34. 8 
[8(p -q, -4 和)]】 = = 2 ак 4-9), ( ) 


剩 下 的 一 个 8 函数 被 对 dg, 的 积分 消 掉 了 ;这 里 也 取 Е, = ир,Е, =и(4 +9), 
们 得 到 : 

w={1 + а oo - q. )Š(p —q, – ір —q, 0548; У, 
(АРУ 49, 和 40, 积分 时 ,考虑 两 个 声 子 的 全 同性 ,答案 应 除 以 2). 最 后 ,把 
函数 的 宗 量 表达 成 (34.5) 式 ,并 对 d'q, =2т4, 94, 9с08 0( # q, <р 的 区 域 ) 进行 积 
分 ,可 求 得 裂变 的 总 概率 : 


1 x 
ot | ` (809) 
РЕРИХ y = — Im є = jio/2. 其 中 ,对 于 近 理 想 玻 色 气体 来 说 ,根据 (25.11) 
式 ,w /p=4mha/m 这 一 数值 与 密度 无 关 . 在 这 种 情况 下 
3p 5 
у = 0-85: х (34. 10) 





(С.Т. Беляев,1958). 
ХР с) Е НИ а а АУЕ ААО = nf 
借助 研究 声波 中 准 粒子 能 量 的 改变 来 确定 . 这 种 能 量 改变 由 两 部 分 组 成 


дє 
5e(p) = —р +0 ° р. 
а 


第 一 项 与 液体 密度 的 变化 有 关 , 准 粒 子 能 量 依赖 于 作为 参量 的 液体 密度 . 第 
二 项 (其 中 " 是 声波 中 液体 的 速度 ) 是 由 于 液体 宏观 运动 而 形成 的 准 粒子 能 量 的 改 
变 ; 因 为 在 冰 点 附近 辐射 出 的 声 子 波长 大 于 准 粒 子 的 波长 ,所 以 可 以 认为 : 准 粒子 
处 于 均匀 液 流 之 中 ,于 是 准 粒 子 能 量 的 改变 就 可 如 $ 23 初段 所 述 给 以 确定 .在 Se 
中 使 = V p ,将 p 换 成 二 次 量子 化 算 符 (24. 10) ,并 将 p 换 成 准 粒 子 动量 算 符 p = 
-ій VV , 即 可 得 到 微 扰 算 符 : 


Р-р" +-5(9 `P +p 6) (34.11) 


(在 第 二 项 中 把 乘积 加 以 对 称 化 ,以 使 其 成 为 厄 米 形式 ). 其 次 ,可 像 上 面 处 理 声 子 
裂变 一 样 来 计算 声 子 辐射 的 概率 (见习 题 ). 


Ф 实际 上 ,6 函数 8(k) 产 生 于 积分 | ed (2m) ,如果 计算 大 =0 时 的 另 一 个 同样 的 积分 (因为 已 
НГ ТЖ ,并 且 中 及 有 限 体 积 Y 进行 积分 , 则 得 到 V/ (22) ;这 就 是 公式 (34.8) 所 表达 的 . 
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习 题 


1、 试 求 动量 为 саа ) 的 准 粒 子 辐射 声 子 的 概率 ,这 时 准 粒子 速度 
达到 声速 . 

解 : 准 粒子 在 动量 为 p 和 p' 两 个 状态 (平面 波 ) 间 跃迁 ,同时 产生 一 个 声 子 ( 动 
量 为 gq) ,对 这 一 情况 取 算 符 (34.11) 的 矩阵 元 .在 阅 点 附近 , 声 子 的 动量 g <<p. ,而 
q 的 方向 几乎 与 的 方向 重合 由 .考虑 到 这 一 点 , 即 可 求 出 ，: 

V, = -(2тй)*5 (р -9， -е)у (23) ; 
x 
р дё 
и др | р=р 





А =p. + 


с 


因而 声 子 辐射 的 微分 概率 为 
du = тр 4 8120р) - -2(1р – а ат: 
(动量 的 8 函数 已 被 对 dp 的 积分 消 掉 ). 把 8 函数 的 宗 量 写成 近似 形式 (1 - 
cos g) 并 对 dg 进行 积分 , 则 得 ， 
_24 (p -p.)° 
Зтпрћ 
2. 初速 度 为 的 中 子 在 液体 内 散射 . 试 求 此 时 可 以 产生 动量 为 了 ,能 量 为 e(P) 
的 激发 的 条 件 . 
解 :在 所 考察 的 过 程 中 能 量 和 动量 守恒 可 以 写成 如 下 的 方程 (m 为 中 子 质量 ， 
P 为 其 初 动 量 ): 
РРР (р), 


2 
Урсоз Ө = е(р) еее. 
2 т, 


这 里 9 有 是 P,p 间 夹 角 , 于 是 待 求 的 条 件 为 


у>) Pe 
p 2m 


Ф ”为 了 明确 起 见 , 我 们 研究 声 子 恰好 以 这 个 方向 (而 不 是 相反 方向 ) 被 辐射 时 的 情况 . 对 此 ,函数 es(p) 
在 阔 点 附近 应 有 如 下 形式 : 
e(p)=(p.) + (р-р. )и+а(р-р.)* 
(线性 项 的 符号 为 正 ). 根据 能 量 守恒 定律 不 难 证 明 : 当 a>0 以 及 p >p。 时 才能 发 生 声 子 辐射 ;辐射 出 的 声 子 
动量 取 遍 0<g<2(p -p。) 间 隔 内 的 一 切 值 . 
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$35 能 谱 在 其 终点 附近 的 性 质 


这 一 节 我 们 将 研究 在 元 激发 裂变 成 两 个 准 粒子 的 阔 点 附近 玻 色 液体 谱 的 性 
质 ,但 这 两 个 准 粒子 当中 一 个 也 不 是 声 子 [ 834 中 的 a) ть) 两 种 情况 ]@. 与 产生 
声 子 的 裂变 相反 ,对 于 a) ,b) 两 种 情况 微 扰 论 是 不 适用 的 ,并 且 研 究 这 两 种 裂变 时 
需要 阐明 液体 的 格林 函数 在 阐 点 处 的 奇异 性 质 . 另 一 方面 ,使 我 们 只 对 这 些 奇 异性 
感 兴趣 这 一 事实 , 便 允 许 更 大 程度 地 使 用 图 解法 ,因而 简化 了 计算 过 程 . 比如 说 ,可 
以 不 必 区 别 G 和 下 这 两 个 函数 (因为 它们 的 解析 性 质 是 相同 的 ) ,因而 可 以 认为 只 
存在 一 种 格林 函数 ; 若 考虑 G 和 之 间 的 区 别 ,只 会 使 方程 中 出 现 若干 个 同类 项 
( 按 其 解析 性 质 划 分 ) ,但 这 并 不 影响 所 得 的 结果 . 

我 们 感 兴趣 的 格林 函数 的 奇异 性 与 一 个 准 粒 子 裂变 成 另外 两 个 准 粒子 有 关 ， 
这 一 事实 用 图 技术 的 术语 来 说 ,就 是 指 奇异 性 出 自如 下 形状 的 图 ; 


Q 
— > (35.1) 
Р-0 | 


这 些 图 可 以 切断 两 条 实 线 而 被 截 开 ,也 就 是 说 ,各 图 本 身 包含 双 粒子 的 中 间 
态 . 在 这 些 图 中 对 中 间 4 -动量 = (4,,49) 进行 积分 .并且 就 产生 奇异 性 来 
Я Q 和 P - Q BJ B Ek ko tk: E FE E HJ ,而 裂变 出 的 准 粒 子 ( 裂 变 产 物 ) 就 以 这 些 
动量 在 阔 点 附近 产生 出 来 .对 于 所 要 阑 明 的 理论 来 说 下 述 论 断 是 重要 的 :对 于 
格林 函数 C(Q@) ,这 个 4 -动量 值 域 并 不 是 奇异 的 ,因为 在 这 个 值 域 内 G(0) 具 
有 通常 的 极点 的 形式 : 
С(0)=С(4,,4) [q, —e(q) +i0] ', (35.2) 
其 中 函数 a(q) 是 裂变 出 的 准 粒 子 能 量 , 它 不 具有 奇异 性 . 这 个 值 域 的 物理 特殊 
性 ,只 在 于 其 中 一 个 准 粒子 能 和 另 一 个 准 粒 子 “ 粘 "在 一 起 ;但 这 个 过 程 在 绝对 
零度 时 是 不 可 能 发 生 的 ,因为 这 时 不 存在 真实 的 激发 . 格林 函数 的 奇异 域 只 是 原 
来 的 准 粒 子 裂变 阔 附 近 的 一 些 尸 值 [图 (35.1) 的 外 线 ]. 
# (35.1) 中 的 两 条 连接 线 对 应 于 因子 G( Q0)G(P - 0) ,而 对 0 进行 积分 . 
这 里 ,因为 只 有 0 的 小 值 域 是 重要 的 ,所 以 图 中 其 余 的 因子 在 求 积 分 时 可 以 当 
作 常 量 ,并 等 于 它们 在 阐 值 0 = Q, 时 的 值 @. 因此 ,在 图 中 出 现 用 积分 表达 的 因 


Q 这 一 节 的 内 容 属 于 A. II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 的 工作 (1959). 

ФӘ 对 这 个 论点 应 该 作 明确 解释 .因为 ,因子 G(Q)G(P - 0) 与 决定 (p,q) 平 面 位 置 的 角 9 无关. 所 
以 对 de 求 积 分 归结 为 将 待 积 式 其 余部 分 对 p 求 平均 ,此 后 dt Q 8 BJ 1 Х 2 па? 44, dqdcos 0. 在 这 种 对 
. 4“0 的 积分 中 ,小 值 域 恰恰 是 重要 的 . 对 于 下 面 计算 的 其 它 类 似 场 合 也 应 注意 此 点 . 
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T: 
i d Q 
, и = Ip -gl) +10] 
式 中 P=(w,p). 借助 于 在 复数 q, 的 一 个 半 平 面 内 用 无 穷 远 半圆 封闭 积分 围 道 
的 方法 来 完成 对 dq, 的 积分 ,于 是 得 出 : 


ПСР) 


ПСР) 


[а 
(2т)° Ј o —e(q) —e( Ip —ql) +10 
下 面 我 们 还 要 分 析 这 个 积分 ,现在 需要 用 它 将 所 求 的 精确 函数 G ( P ) #35 
出 来 ,为 此 应 把 所 有 (35.1) 形 的 图 累加 起 来 . 
函数 G(P) 可 以 写成 戴 森 图 方程 : 


(35.3) 


+ (35.4). 
Р-0 


这 里 粗 线 表示 精确 函数 ic , 细 线 表示 这 个 函数 的 “ 非 奇 异 "部 分 ,后 者 由 “切断 两 
条 线 ” 而 不 能 截 开 的 图 形 的 集合 所 定义 的 .35.4) 式 右边 第 二 项 表示 (35. 1 ) 图 
形 的 集合 . 这 时 白 小 环 代表 精确 的 “三 端 ” 顶 角 函 数 [ 用 厂 (Q,P -0Q,P) 标 记 ]， 
阴影 小 环 代 表 该 函数 的 非 奇 异 部 分 ,这 个 部 分 已 经 消去 了 因 切 断 两 条 实 线 而 被 
截 开 的 图 山 . 如 上 所 述 , 对 d Q 求 积分 会 出 现 因 子 T ( P) ,并 且 图 中 其 余 的 因子 
可 代 之 以 它们 的 Q = Q. 时 的 值 . 所 以 等 式 (35.4) 就 是 : 
С(Р) =a(P)+b(P)G(P)T'(P)H(P) (35.5) 

А.Н Г.(Р) =T(Q.,P-Q.,P), 而 a(P),b(P) 是 P=P。 阐 点 附近 的 两 个 正则 
Р. | 

在 (35.5) 式 中 出 现 的 C Ш Г, EW AS АЖ, УГ ПЕ ПЖ 
来 ,还 需要 有 一 个 方程 . 注意 ,将 精确 的 顶 角 函 数 Г 表示 成 “梯形 "级 数 


Pp PAO 
我 们 就 得 到 这 一 方程 ,上 列 级 数 与 四 端 顶 角 函数 的 级 数 (17.3) 类 似 . 级 数 之 和 
可 给 出 方程 : 


Ф ”这 里 所 说 的 情况 与 量子 电动 力学 中 的 戴 森 方 程 相似 ( 见 第 四 卷 $ 107) : 同 那里 一 样 ,所 有 必要 的 
图 的 集合 都 是 只 修正 一 个 顶 角 函数 而 得 到 的 ， 
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P-Q Р-0 P-Q, P-Q 


[比较 (17.4)]; 当 @=0. 时 ,这 一 方程 可 给 出 如 下 的 解析 式 : 
T.Ə(P)=e(P)+d(P)H(P)T.(P), 

式 中 c(P) ,d(P) 是 正则 函数 . 现在 从 上 述 两 个 方程 中 消去 T. , 3148452) K 

的 格林 函数 通过 Л 的 表达 式 : 


1+В(Р)П(Р) 
ХНА, В, С В: P = P. 附近 的 正则 函数 . 
WAS IF] 25 ВУ ЕЖЕ ЕЯ МНЕНИЯ. 
а) 裂变 成 两 个 旋 子 的 阐 
在 这 种 情况 下 , 阐 点 附近 裂变 粒子 的 能 量 a(g) 由 公式 (22.6) 给 出 ,于 是 
《35.3) 式 的 积分 取 如 下 形式 : 
П(о,9) = 


+С(Р), (35.6) 


= J [° -24 - 2164 -po) + (1р - 41 -р,)?] | Zx, (35.7) 
为 求 积分 我 们 引入 两 个 新 的 变量 9: ,gq’ ,根据 定义 ,有 
4, = (posin 0 +qr)cos Ф, 4, = (posin 9+4, )эшф, 
q, = Росоз 0+4, , 
并 且 z 轴 沿 忆 的 方向 , 角 9 决定 于 等 式 2pocos 0 =p. ЖИТ 4, ,9, 很 小 ,因而 
以 所 需 的 精确 度 有 : 
4 = ро +q'sšin 0 + q;cos 0, 
Ip —ql =р, +q'sin Ө —q;cos 0, 
4° 4 = posin 044,04, de, 
这 时 (35.7) 式 中 花 插 号 内 的 表达 式 取 下 列 形式 : 
[° -2A - (4391120 + 4'2сов?0) }. 
再 作 一 次 变量 代 换 ， 
g,sin 0 = m` pcos у, qicos Ө = Мт? psin у, 
然后 对 小 积分 ,可 求 得 : 
A = Q: P 


2Tcos 0) —@ +2A +р’. 
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p 很 大 时 , 式 中 积分 的 发 散 性 只 与 所 作 的 若干 忽略 有 关 , 因 而 是 无 关 重 要 的 ; 24 
р? 的 某 一 值 >> 124 -wl 时 ,积分 的 截断 只 对 五 的 正则 部 分 有 贡献 ,我们 感 兴趣 
的 这 个 函数 的 奇异 部 分 产生 于 积分 下 限 附近 区 域 ,于 是 我 们 求 得 奇异 部 分 : 
1 
24 - о 
当 24 -w 值 很 小 时 ,这 个 对 数 很 大 ;把 (35.8) 式 代入 (35.6) 式 并 按 对 数 的 
负 鹤 次 展开 ,我 们 得 到 : 


П <!n 





(35.8) 


a 
24 - о’ 


ЕН а,Ь,с Жо Жр 的 新 正则 隆 数 .在 阐 点 (p =p,) 发 生 裂变 的 准 粒 子 能 量 等 于 
24. 因为 准 粒 子 能 量 决定 于 函数 G” 的 零点 ,就 是 说 EC (24,p.) =0, 对 此 也 应 
В b(2A,p.) =0. 但 是 ,将 正则 函数 (о, р) 25 р-р, 与 差 w -24 ЕЖЕ 
开 ; 将 正则 函数 a(w,p) 和 ce(w,p) 也 换 成 它们 在 阔 点 上 的 值 ,最 后 我 们 得 到 阅 点 
附近 区 域内 格林 函数 的 如 下 表达 式 


G-!'(w,p) =B [р-р. + oaln”! |. (35.9) 


24 -由 
其 中 а, а, 是 常数 . 
令 这 个 表达 式 等 于 零 ,我 们 即 得 到 阔 点 附近 能 谱 a(p) 的 形式 .假如 不 可 裂 
变 区 域 位 于 p <p。,e <2A 的 范围 , 则 常数 a 和 a 必 为 正 数 ,因而 方程 6”=0 这 
里 具有 不 衰减 的 解 ; 





С‘ (о,р) = + сп ' 








в =2А —aexp | s (35.10) 


我 们 看 到 , ЕН, 3: B E АО ИКУ 08. IB # p > p. 
的 区 域内 ,方程 C”=0 既 没 有 实数 解 ,也 没有 P=~p。 时 ==24 的 复数 解 . 就 此 意 
义 来 说 ,能 谱 曲 线 根 本 不 可 能 延 拓 到 阔 点 之 后 ,而 只 能 终止 于 该 点 呈 . 
b) 裂变 成 具有 平行 动量 的 两 个 准 粒子 的 阅 

НУ (Ур =p. 时 ) ,表达 式 e(q) +e(IP -91) 作 为 4? 的 函数 应 具有 
极 小 值 ,所 以 在 阅 点 附近 该 式 有 如 下 形式 : 

e(q) +=(1р-41) = 
==, +1.(р-р.) +а(4-4)’+В(4-4о,р.)*, 

式 中 а,В 是 常数 ;v。 АЕА Е НЈУ ВЕ, д, 是 一 个 准 
粒子 的 动量 . 将 (35.11) 式 代 和 人 (35.3) 式 ,并 按照 


(35.11) 


Ф 在 123 页 的 注解 中 已 经 指出 :在 液 握 的 情况 下 ,能 谱 恰 好 终止 于 这 种 点 (图 2 中 的 曲线 具有 水 平 
切线 并 逐渐 接近 于 直线 s =24). 
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р=94-9, pb. =рр,соѕ № 
引入 新 的 积分 变量 ,得 : 
| dcos 


1 
и `a: Í 6-6, =s, (p —p.) - ар” — Bp pt cos” 
这 个 积分 在 阔 点 具有 平方 根 的 奇异 性 : 
| П < [+.(р-р.) - (=-е,)]". (35.12) 
把 上 式 代 人 (35.6) 式 ,我 们 便 求 得 阔 点 附近 区 域内 的 格林 函数 : 
G (wp)=A(w,p) +B(w,p)[v.(p-p.)-(w-e.)]™. 
因为 G(s,,p.) =0,ПАЯ В ЕДИР, ТУУА, В р-р, о - є, № 
展开 ,最 终 求 得 : 
С’ [в.(р-р.) - (ш-в.) | +[а(р-р.) +5(0-е,)1, (35.13) 
式 中 а,Ь 是 常数 . 

能 谱 的 形状 决定 于 方程 C” (se,P) =0. 现 在 我 们 来 寻求 该 方程 形 如 e - е, 
=s (p -p.) + 常数 (p-p.) рн 时 有 解 ,必须 有 a + Бо, >0, 
于 是 

=, +0, (р-р.) - (а+%.)°(р -р.)°. (35. 14) 
在 同样 条 件 下 ,在 p >p. 的 区 域内 ,方程 6C” =ОЖИЖр=р, Ш £ = s, 的 解 . 
此 ,在 这 种 情况 下 能 谱 也 止 于 冰点 . 
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作为 二 维 玻 色 系统 的 液 氮 薄膜 具有 非常 独特 的 性 质 . 首先 要 指出 的 是 ,在 二 
维 情况 只 当 了 =0 时 才 存 在 凝聚 体 . 温度 无 论 如 何 低 但 是 在 有 限 人 的 情况 ,凝聚 
体 的 密度 等 于 零 . 因为 ,如 将 (27.8) 式 的 WP) 代 人 等 于 非 凝聚 体 粒 子 数 的 积 


JN(p) 5 ;二 > 中 , 则 在 小 p 区 域 此 积分 将 要 对 数 发 禹 . 该 公式 在 此 区 域 本 应 是 


正确 的 .这 个 矛盾 表明 :在 二 维 情况 作为 推导 公式 基础 的 假设 本 身 是 不 正确 的 . 
此 假设 宜 称 "在 有 限 温度 时 存在 凝聚 体 ”. 

这 里 的 状态 与 二 维 唱 体 情形 相 类 似 ( 见 第 五 卷 $ 137) 例如 ,在 晶体 中 原子 
位 移 的 涨 落 冲 毁 了 品格 ,与 此 相似 ,相位 的 涨 落 消 灭 了 凝聚 体 . 两 种 系统 在 形式 
上 相似 之 处 ,在 于 在 两 种 情形 下 在 能 量 的 表达 式 中 能 量 所 依赖 的 各 种 量 都 只 能 
以 微 商 的 形式 出 现 . 在 第 一 种 情况 下 ,是 指 原子 的 各 位 移 矢 量 本 身 不 能 包含 在 能 
量 之 中 ,因为 对 于 系统 的 整体 位 移 ,能 量具 有 不 变性 . 在 第 二 种 情况 下 ,是 指 凝 聚 
体 波 函 数 的 相位 本 身 不 能 包含 在 能 量 之 中 ,因为 相位 不 是 单 值 的 . 事实 是 ,能 量 


Q 这些 断 言 也 适 于 二 维 玻 色 理想 气体 ,不 难 论证 当 T—0 时 在 二 维 情况 这 种 气体 的 化 学 势 为 零 
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只 依赖 于 这 些 量 的 梯度 ,并 且 最 终 将 导致 涨 落 的 发 散 . 

我 们 在 第 五 卷 138 中 已 经 看 到 :在 二 维 唱 体 中 , 涨 落 的 对 数 发 散会 导致 系 
统 中 关联 函数 慢 的 ( 按 震 规律 ) WK PE. 与 此 相似 ,在 二 维 玻 色 系 统 中 ,密度 矩阵 
(26.7) 41у, - 产 1 一 o 时 不 像 存在 凝聚 体 时 趋 于 一 个 常数 极限 ,而 只 是 按 疾 规 
律 减 小 (J. W. Kane,L. Kadanov ,1967. ) 

过 渡 到 对 问题 的 定量 研究 ,我们 引入 一 些 记 号 .用 d, 表示 二 维 超 流 密度 , 即 
单位 面积 的 质量 , 对 于 宏观 厚度 的 和 氮 层 ,此 量 可 以 写成 d, =p,L. 这 里 р, 是 通常 
的 体 超 流 密度 . 对 于 薄膜 ,不 存在 这 种 关系 ,此 薄膜 的 参量 根本 不 能 用 体 性 质 来 
定义 . 

凝聚 体 波 函 数 当 了 =0 时 写成 如 下 形式 

E= me, 
这 里 引入 了 =0 时 凝聚 体 的 表面 密度 wm. 在 有 限 温 度 时 相位 Ф 应 该 当成 涨 落 量 ， 
此 量 并 对 涨 落 进 行 平均 . 这 些 涨 落 的 概率 是 
| w=exp[ -2? ; (35".1) 
此 时 自由 能 АР 等 于 液体 的 动能 (比较 (28. 6)): 
Aj ç Ф)?45. 

3448 А BE НЕ 382 K РА СЛУ yE X R (27). 然而 ,此 量 根据 本 节 开 头 说 过 
的 是 等 于 零 . 为 证 明 此 点 我 们 利用 第 五 卷 $ 111 的 习题 所 得 的 结果 . 根据 这 个 结 
果 ,对 于 变量 y 的 具有 平均 值 为 零 的 线性 齐 次 函数 ,有 公式 (这 里 y 遵守 高 斯 统 
计 法 ): 





АЕ = d, 


(ехр(у)) =exp( (7y )/2). (35 .2) 


(在 量子 情况 ,这 个 论断 对 于 遵守 维 克 定 理 的 算 符 是 正确 的 . 这 一 点 在 第 八 卷 
$ 127 计算 德 拜 - 瓦 勒 (Debye - Waller) 因子 时 利用 过 . ) 将 公式 (35 .2) НҒ Z 
的 平均 ,得 


(Е) = /шехр( -(АФ)/2) = Wzoexp( – ф(0)?), (35°.3) 


式 中 op(r) 是 828 引入 的 相位 涨 落 的 关联 函数 . (相位 的 无 关 重 要 的 平均 值 可 设 
为 零 ) .二 维 情况 e (r) 的 表达 式 可 从 三 维 公式 (28.9) 用 明显 的 替换 方法 得 到 . 
结果 是 

m í l a dk 


ат] ó (От)? 
这 个 积分 对 任意 > 在 小 值 夺 都 发 散 ,所 以 (3$ *.3) H NJ =. 


Ф(г) = 了 





(35 .4) 
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现在 来 计算 系统 的 密度 矩阵 由 ,根据 定义 , 它 等 于 

p(lri -rl) =(E#`(r,)Z(r,)) = ио (exp[i(A@(r,) -АФ(г,))]) 
( 当然 ,与 (35 .3) 一 样 ,不 可 将 指数 函数 按 相 位 涨 落 展 开 ) ,再 一 次 应 用 公式 
(35 .2) 来 平均 ,得 

| p( Ir, -7,1) =wexpf - ((АФ(г,) - АФ(р,) )?)/2]. 
方 括号 中 的 表达 式 显 然 等 于 : 

((A@(r;)A@(r,) - (АФ(г))°), 
因此 
p(r) =иехр[ф(г) -@(0)]. 

根据 (3$ 3.4) 


- m 1 ik - r ЧА 
Ф(г) -Ф(0) “Там 726° тутр 


此 积分 在 小 值 夺 是 收敛 的 . 在 大 值 СЫ ВЕ, ~ T/hu( u 为 声速 ) 时 不 能 
用 涨 落 经 典 理论 有 关 ,因此 ,积分 应 在 此 大 值 处 截断 . 结果 ,给 积分 主要 贡献 的 值 
域 为 


(35 .5) 


Е 221и, 


在 此 值 域 具有 对 数 精确 度 可 以 略 去 括号 内 的 指数 函数 项 .之 后 经 简单 的 积分 ,得 
p(r) -p(0) = -7 一 


In 


2 та, h rk... 





密度 矩阵 的 最 后 形式 为 
Ау (35 .6) 
这 里 衰减 指数 为 
л т? Я 
= оак (35 .7) 


当然 ,密度 和 矩阵 按 寡 规律 (35 . 6) 缓慢 下 降 的 液体 在 定性 方面 与 普通 液体 
是 不 同 的 .后 者 的 密度 矩阵 按 指数 函数 下 降 , 要 讲 的 理论 的 核心 假设 认为 :具有 
缓慢 下 降 关 联 的 液体 是 超 流 的 . 虽然 ,凝聚 体 粒 子 的 数目 等 于 零 ,而 超 流 密度 а, 
却 不 是 零 ( 当然 ,这 个 假定 是 在 推导 显 含 а, 的 公式 (35 .6),(35 .7) 时 做 出 
的 .这 里 重要 的 是 d, 有 限 的 假定 不 能 与 以 下 的 假定 相 矛 盾 , 即 凝聚 体内 的 粒子 
数 为 零 ) 

实际 上 , 冲 毁 凝聚 体 的 是 相位 长 波 涨 落 .此 涨 落 在 空间 几乎 均匀 地 改变 相 
位 ,并 不 影响 液体 的 力学 性 质 . 这 一 点 是 很 清楚 的 ,如 果 注 意 到 大 量 出 现 作为 有 


Ф 下 面 的 计算 与 二 维 唱 体 密度 涨 落 关 联 函数 的 计算 相 类 似 ( 第 五 卷 $ 138). 
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势 流 的 超 流 , 即 速度 沿 闭 合围 道 的 环流 等 于 零 . 这 等 价 于 相位 单 值 性 的 要 求 . 此 
要 求 不 会 被 相位 的 长 波 涨 落 所 破坏 . 然而 ,破坏 它 的 是 在 围 道内 自发 产生 量子 涡 
线 . 这 种 过 程 在 三 维 物 体内 是 不 可 能 产生 的 ,因为 涡 线 在 这 种 情况 下 具有 宏观 长 
FE. 从 而 能 量 也 是 如 此 . 而 涡 线 具有 原子 数量 级 的 能 量 , 它 横 穿 原子 厚度 的 膜 ,可 
用 热 方式 激发 涡 线 . 这 种 “点 状 ” 涡 线 乃 是 二 维系 统 独 特 的 一 类 元 激发 , 它 与 普 
通 激发 不 同 之 处 在 于 它 的 能 量 对 数 地 依赖 膜 的 面积 . 这 导致 只 当 温 度 高 于 确定 
的 相 变 温度 时 ,才能 经 由 热 方式 产生 涡 线 .0 

首先 应 指出 ,产生 涡 线 在 热力 学 上 是 有 利 的 ,如 果 这 降低 自由 能 . 产生 涡 线 
供 自由 能 变化 ДЕ = ДЕ - TAS, 这 里 AE 是 涡 线 给 能 量 的 贡献 , AS ВАА 
№. 在 (29. 8) 式 将 Lo, 换 以 d. , 8 iH 


2 °т oo” 
这 里 o = TR 是 膜 的 面积 ,ce = па“, й AS 决定 于 相 空间 体积 的 对 数 ,对 于 涡 线 
则 为 面积 的 对 数 , 涡 线 的 状态 由 它 在 平面 上 的 两 个 坐标 来 确定 . 于 是 
АЕ = 14, В 2 _ ma 5, (35°.8) 

2 m С, с; 
ЗАКОНУ F РВ о, 具有 面积 量 纲 ,其 数量 级 等 于 с. 以 对 数 精确 度 
可 设 с, = ou ,如 A F <0, 即 如 果 

7>7.= 了 了 d É (35*.9) 


5 2 
т. 


则 产生 涡 线 是 有 利 的 . (J. М. Kosterlitz, D. Thouless ,1972) 

”应 强调 ,普通 型 激发 (例如 旋 子 或 激发 原子 ) 的 粹 ,其 表达 式 也 有 面积 的 对 
数 . 相反 的 ， 普 通 型 "激发 的 能 量 却 与 面积 无 关 . 因此 它 的 产生 在 热力 学 方面 总 
是 有 利 的 .在 任意 的 ,无 论 如 何 低 的 温度 总 有 一 些 这 类 的 激发 ,而 在 T<T 时 涡 
线 数 严格 等 于 零 . 

也 要 指出 一 种 重要 的 情况 ,薄膜 因为 存在 宏观 角 动 量 ,在 热力 学 方面 是 无 利 
的 , 定 会 产生 等 量 的 反 向 环流 的 涡 线 , 于 是 平均 角 动 量 等 于 零 . 可 以 将 涡 线 的 产 
生 看 做 涡 旋 束缚 对 的 解 离 过 程 . 

因为 ,在 $29 所 指出 的 ,出 现 涡 线 表明 超 流 的 破坏 , 当 温 度 高 于 了 , , 超 流 便 
WK. T. 是 过 渡 到 基态 的 相 变 温度 、 然 而 这 种 相 变 不 同 于 第 一 、 第 二 级 相 变 乃 是 
二 维系 统 所 特有 的 . 超 流 密度 а, 在 相 变 点 以 路 变形 式 变 成 零 . 低 于 相 变 点 ,此 密 
度 以 普 适 关系 式 (35' .9) 与 相 变 温度 7, 自然 相 联系 . 

按照 (35 .7) 和 (35 .9) 两 式 , 密度 和 矩阵 的 衰减 指数 п 在 相 变 点 等 于 1/4， 


Ф 所 述 的 理由 分 别 由 В. Л. Березинский ( 1970 ) #l Ј. M. Kosterlitz, D. Thouless( 1972 ) 独立 提出 的 . 
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于 是 
ОС (35°. 10) 

高 于 相 变 点 ,由 于 d =0 МЕЖЕ JBE 3 Е. | 

下 面 我 们 将 看 到 , 当 从 上 方 接近 相 变 点 , 涡 线 密度 按 指数 规律 趋 近 于 零 . 相 
应 地 , 涡 旋 以 指数 微小 的 形式 贡献 给 热力 学 各 函数 ,于 是 在 相 变 点 热力 学 函数 的 
一 切 微 商 都 是 连续 的 . 在 宏观 厚度 的 膜 内 (此 时 а, =p,L) 情形 就 变 得 特殊 了 . > 
远离 À 点 ,p。~p, 如 按 (35 .9) 估 算 ,温度 T. 是 高 的 .二 维系 统 在 这 里 无 论 如 何 
都 不 会 出 现 . 然而 , 随 着 向 人 点 的 接近 „р, 会 减少 ,最 终 达 到 

р.(Т) = (2Tm°/=Lh°) = (2T m°/mLh°). | 

在 此 温度 , 膜 将 失去 本 节 所 述 机 制 的 超 流 性 . 于 是 ,在 厚 膜 内 形成 涡 旋 的 相 变 将 
发 生 在 略 低 于 入 点 处 , 膜 越 厚 , 越 靠 近 入 点. 

上 述 现象 不 仅 是 超 流 氮 所 特有 ,而 且 可 以 出 现在 其 他 二 维系 统 . 在 这 些 系统 
涨 落 破坏 了 远程 有 序 性 ,结果 产生 具有 缓慢 减弱 关联 的 状态 . 例如 在 第 五 卷 
$ 137 讲 过 的 二 维 唱 膜 . 此 时 ,与 膜 平 面相 垂直 的 位 错 起 着 涡 线 的 作用 . 此 位 错 
能 量 形 如 Аа (о/о). ОЯНА ЧЕ Т =4 时 产生 相 变 . 5 T > T. 在 膜 内 会 有 
位 错 的 有 限 密度 . 在 此 膜 内 位 错 的 运动 可 能 形成 位 错 流 . 在 此 意义 下 ,位 错 的 行 
为 有 如 液体 ,其 相 变 是 熔 解 . 虽然 相 变 点 附近 位 错 数 目 不 多 ,在 无 位 错 之 处 ,就 会 
有 足够 多 的 “固态 "区 域 . 

涡 线 数目 由 涡 线 化 学 势 等 于 零 的 条 件 来 确定 .为 了 写 出 化 学 势 的 表达 式 ,我 
们 注意 到 ,自由 能 (35 .8) 的 附加 项 就 是 化 学 势 . 不 过 那里 所 写 的 是 膜 面积 上 总 
共 只 有 一 条 涡 线 的 情况 .过渡 到 单位 面积 上 有 NN 条 涡 线 , 只 需 将 总 面积 о 换 成 
一 条 涡 线 所 占有 面积 ( 即 除 以 N) 就 行 了 . Кд, Мо 引入 另外 两 个 参量 N, 
和 so( 在 了 . 附近 它们 可 认为 是 恒 量 ) , 则 得 出 涡 线 的 化 学 势 . 


и, = [2а (т) -r]|m +e. (35°.11) 
(根据 量 的 数量 级 N. ~ oç ,so -Т,.) 
= T = T, 对 数 前 的 系数 等 于 零 , 当 了 > 了 . 它 应 为 负 ,此 系数 变 为 零 的 规律 不 


能 从 一 般 的 议论 中 建立 起 来 . 据 第 二 级 相 变 涨 落 理论 的 精神 ,我 们 推测 , 变 为 堆 
是 按 某 种 宏 规 律 发 生 的 : 


[1% 


式 中 v 是 某 一 临界 指数 ,从 化 学 势 等 于 零 的 表达 式 ,得 出 在 高 于 相 变 点 的 情况 下 








а, (т) -7| ~(T-7.)", 


QD 参照 第 七 卷 $27 习题 2. 在 此 题 所 讨论 位 错 模 型 是 在 各 向 同性 固体 中 4 = 1⁄2 78, Кр 是 位 
移 模 量 ,2 是 位 错 的 伯 格 斯 矢量 ( Burgers vector) ‚Г, 是 膜 厚 . 
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涡 线 的 平衡 数目 与 温度 的 关系 : 


N = Noexp | = (35*. 12) 


— |: 
(T-T.)' 
当 ТТ, ,我 们 说 过 ,此 数 是 指数 函数 性 地 变 小 . 

涡 旋 之 间 的 距离 <~N “以 及 涨 落 的 关联 半径 可 同时 被 确定 . 在 此 半径 上 
发 生 密 度 和 矩阵 的 指数 性 衰减 . 我 们 见 到 ,在 相 变 点 附近 这 个 半径 将 指数 性 地 
增 大 . 
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宏观 系统 格林 函数 在 温度 不 等 于 零 时 的 定义 与 温度 等 于 零 时 的 定义 是 不 同 
的 ,其 区 别 仅 在 于 将 按 封闭 系统 的 基态 求 平均 换 成 了 按 吉 布 斯 分 布 求 平均 :现在 
用 记号 (…) 表 示 


〈《….》= 2. 20 《用 | In) „шю, =exp [ 


这 里 是 按 系 统 所 有 的 (用 不 同 的 能 量 Е, 和 不 同 的 粒子 数 N. 描述 的 ) 态 进行 求 
和 , 尼 ' =E, 一 jN,,《nl…1n) 是 第 nn 态 的 对 角 和 矩阵 元 . 用 这 种 方式 定义 的 平均 值 
是 热力 学 变量 7,y,V 的 函数 . 

研究 有 限 温度 格林 孔 数 的 解析 性 质 (I. Д. 朗 道 ,1958) 时 最 好 利用 所 谓 推 迟 
格林 函数 及 超前 格林 了 肾 数 . 这样 可 使 格林 水 数 的 解析 性 质变 得 更 为 简单 外. 为 了 
明确 起 见 ,我 们 首先 说 明 费 米 系统 的 情况 . 

推迟 格林 函数 定义 为 : 


(36.1) 





0-Е, 
| 


(BX) P(X) ++ (X, PX), аль, 


ГСС ,X, ) - (36.2) 


t, <1,. 
对 于 微观 均匀 的 非 铁 磁性 系统 , 当 没 有 外 场 时 ,这 个 函数 ( 像 通 常 的 G, — É ) 归 
结 为 只 与 X=X, - X, 这 个 差 有 关 的 标量 函数 : 

1 


С..(Х,,Х,) =6.б"(Х), С" = бы. (36.3) 


Q $ 36— $38 中 我 们 采用 二 =1 的 单位 制 . 
四 ”一般 用 上 标 只 和 4( 来 自 于 英语 retarded 和 advanced) 来 区 分 这 两 个 函数 . 
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现在 用 通常 的 方法 变 到 动量 表象 .但 因为 :<0 时 6G*(i,r) =0, 所 以 在 
G'(e,p) = Г ее СА (у г) асал (36.4) 


这 一 定义 式 中 ,实际 上 只 需 从 0 2] о 对: 求 积分 .移动 变量 о 到 上 半 平 面 仅 仅 是 
改善 这 个 积分 的 收敛 性 . 因此 (36.4) 式 的 积分 在 o 的 上 半 平 面 内 定义 一 个 不 具 
奇异 性 的 解析 函数 由 . 但 在 下 半 平 面 内 ,函数 6 是 借助 于 解析 延 拓 的 方法 来 定 
义 的 ,这 里 该 函数 有 极点 ( 见 下 文 ). 
对 于 函数 6 ,我 们 可 以 得 到 类 似 于 $8 中 对 T=0 时 导出 函数 6C(8.7) 式 那 
种 形式 的 展开 式 . | 
JE д НЕЕ НУ 7с (п|.-- 1а) Е ВЕЗЕ ВЕ И ЛЕЕ, 3 2 Еее JÑ, 
(8.4) 的 形状 ,我们 得 到 : 
iC (#1,r) = 
pa $0) 1 т) (ті (0) пу + 
+ em аа) (n | (0) 1 ту (ті. (0) 1 ny), 
式 中 
,= 天/ —-E', k.u=P, -P. 
РНИИ. ,对 于 和 m 求 和 有 某 些 不 同 的 意义 ; 第 一 项 里 ,处 于 > 


和 т 态 的 粒子 数 以 关系 式 М, = №, +1 相 联系 ;而 第 二 项 里 ,是 以 N, = N, - 1 相 
联系 . 在 第 二 个 求 和 式 中 互 换 下 标 m П n 便 可 以 消除 这 个 差异 . 同时 注意 到 


(nly (0)1m) (т (0)1z》= Іп (0) 1т) 12 =А,,, 
我 们 即 得 出 如 下 形式 的 完整 表达 式 : 
iG® (ег) =5- Ане, н (36.5) 


最 后 ,计算 (36.4) 式 的 积分 时 应 作 一 下 ( 同 $ 8 中 一 样 的 ) 代 换 :w 一 oo +0, 
最 终 求 得 : 
C (w,p) - т) р (1 +e T), (36.6) 
@) — 0 + 1Ü 


应 注意 : .这 个 表达 式 的 全 部 极点 (按照 上 边 说 的 ) 都 分 布 在 实 轴 下 面 ， 即 在 w 的 
下 半 平 面 之 内 . 
上 述 性 质 足 以 用 来 建立 函数 的 实 部 和 虚 部 之 间 的 一 定 的 关系 , 即 所 谓 





一) 


Ф ”对照 一 下 第 五 卷 $123 中 关于 函数 a(w) 的 类 似 讨论 . С" 和 a 这 两 个 函数 具有 相同 的 解析 性 质 
当然 不 是 偶然 的 :从 第 五 卷 的 (126. 8 ) 式 来 看 ,该 式 就 是 用 相似 的 方法 通过 一 定 的 算 符 对 易 子 表达 出 来 
Ё. 
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Kramers – Kronig 关系 ,或 称 作 色散 关系 : 
Re б*(ш,р) -一 | Im € (u,P) q, (36.7) 


[ 见 第 五 卷 $ 123 中 关于 w(w) 同样 关系 式 的 推导 ]. 对 于 上 式 ,只 要 借助 公式 
(8.11) 在 (36.6) 式 中 分 离 出 实 部 及 虚 部 来 直接 检验 , 便 可 确信 它 的 正确 性 . 还 
应 指出 ,考虑 到 公式 (8.11) 可 以 将 (36.7) 式 重 写成 如 下 形式 ; 


C (w,p) -二 全 „РСР ац, (36.8) 


-о Ц — а) —1 
式 中 
p(u,p) = -4т > ш А.„д(и- 0, )%(р-К,,) (1 +e aT), 


当 w 为 实数 时 , 则 有 p = Im С". 

表达 式 (36.8) , 当 趋 于 “宏观 极限 "TY 一 om (比值 N/V 一定) 时 ,具有 更 深刻 
的 意义 . 在 这 个 极限 下 ,各 极点 @,, 都 汇合 在 一 起 ,因而 函数 p(w) 对 于 一 切 4 值 
都 不 等 于 零 ( 但 不 简单 地 等 于 各 离散 点 上 的 8 函数 之 和 ). 这 时 公式 (36.8) 可 直 
接 确 定 在 o 上 半 平 面 内 及 实 轴 上 的 G*(w). 为 确定 在 w 下 半 平 面 内 的 6G*(w)， 
必须 进行 积分 的 解析 延 拓 ,因而 应 当 改变 积分 围 道 的 形状 ,以 使 围 道 总 是 从 下 面 
绕 过 w=w 这 一 点 .这 时 G*(w) 在 下 半 平 面 内 路 实 轴 为 有 限 距离 处 可 以 有 奇 点 ， 
积分 围 道 被 “ 夹 ” 于 极点 u = o 和 分 子 的 奇 点 之 间 . 

现在 用 类 似 的 方法 引入 超前 格林 函数 ,按照 定义 : 

iG (X, ,X,) = 


0, L, >L, 
| (36.9) 


- ($ (X) Ф (Х,) + Ф (X. 9 (X), t <t. 
动量 表象 中 的 函数 64(w,p) 是 变量 o 的 解析 函数 , 它 在 下 半 平 面 内 没有 奇 点 . 


它 的 展开 式 不 同 于 (36.6) 式 的 地 方 在 于 改变 了 分 母 中 i0 前 的 符号 . 这 就 是 说 ， 
在 实 轴 上 c (wo) =С"` (о), о 整个 平面 内 ， 


G (o) =G (o). (36.10) 
wo 一 oo В, ИЖ С" 和 6“ 与 6 一 样 都 按 如 下 规律 趋 于 零 : 
G! G'—1⁄/oeo, МЧ В}. (36.11) 


我 们 提醒 一 下 [ 见 (8.15) 式 的 推导 ] ,这 个 渐 近 表达 式 的 系数 (为 1) 决 定 于 函数 
ТЕ 1, =t, 时 跃 变 之 值 ;这 个 路 变 值 与 温度 无 关 , 并 且 对 于 所 有 三 个 函数 6& С^, G 
都 是 相同 的 ,根据 它们 的 定义 ,这 一 点 是 很 显然 的 . 

为 了 建立 用 上 述 方法 引入 的 函数 6 ,06 与 通常 的 格林 函数 


iG. (X,,X,) = (T $ (X,) b; (X,)) (36.12) 
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之 间 的 关系 ,我 们 可 获得 此 格林 函数 类 似 于 (36.5) 的 展开 式 . 经 过 上 面 所 进行 
的 完全 类 似 的 计算 , 便 得 出 如 下 结果 由， 


С(о,р) ры Ол) У ю,А,,ӧ(р – К.) x 





(36.13) 





x | l (1 +e) + ітд (о-о) (1 - c | 
Q), – @ 


比较 (36.13) 和 (36.6) 两 式 , 我 们 求 得 ; 


м ne G(w,p) ticoth ті С(о,р). | (36.14) 
这 时 , 仍 从 上 述 的 表达 式 (36.13 ) 可 以 看 出 : 


signlm С(о,р) = - sign о. (36.15) 
应 当 注 意 ,函数 G( Ej G° С 不同 ) 不 是 w 的 解析 函数 . | 
№ Т->0 时 ,有 coth(w/2T) 一 sign w ,因而 由 (36. 14) 式 得 出 :在 实 轴 上 
с- [© w >0; 
G, ш<0. 
所 以 ,了 =0 时 的 函数 G(w) 乃 是 两 个 不 同 的 解析 函数 : 右 实 半 轴 上 的 CG (w) 和 
左 实 半 轴 上 的 G° (o) М [Та ol-*0 时 是 6(w) 在 w 的 两 个 实 半 轴 上 的 极限 值 . 
现在 不 难 写 出 理想 费 米 气体 的 函数 6 ,G4 的 表达 式 . 只 需要 注意 :这 两 个 
函数 都 遵从 同一 个 方程 (9. 6) ,而 在 推导 这 个 方程 的 过 程 中 只 利用 了 函数 在 
= 时 的 跃 变 值 .由 于 6 ”的 极点 位 于 实 轴 下 方 ,而 G6”“ 的 极点 位 于 实 轴 上 方 ， 
因而 绕 过 极点 的 方式 是 熟知 的 . НАЗЕ: 


CCO)R,4 


(36.16) 


(w,p) = (2-2. +и зю) u (36.17) 
上 式 在 温度 等 于 零 时 和 在 有 限 温 度 时 都 成 立 . 根据 (36. 14) 式 ,我 们 求 得 函数 
G) 为 ， | 

(0) l 1 9. о. _ P. 

G (0,p) =P rp imtanh >> s [o 2+}. (36.18) 
当 7 一 0 时 ,我 们 又 回 到 了 公式 (9.7) ,该 式 与 (36.17) 式 的 区 别 就 是 将 +i0 换 成 
了 10 - sign o. 


现在 我 们 对 玻 色 系 统 引 入 类 似 的 公式 . 推迟 格林 函数 和 超前 格林 函数 分 别 
定义 为 : 


Ф 改 用 动量 表象 时 ,对 :的 积分 可 分 成 从 — о 到 0 和 从 0 о 两 部 分 ,并 且 在 其 中 一 个 积分 里 交换 
求 和 指标 m,n. 
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іС"(Х,,Х,) = 


прак >; 


0, t, <t,. 
(36.19) 
iG'(X,,X,) = 
0, É, > 1,5 
"kasukpika, t, < t,. 


假如 我 们 这 时 所 谈 的 是 温度 超过 A 点 的 情况 , 则 在 这 两 定义 式 中 将 出 现 全 V PA 
符 ; 当 温度 低 于 A 点 时 ,定义 式 则 与 非 凝聚 体 算 符 有 关 . 代替 (36.6) 式 ,现在 有 : 
С*(ш,р) = От)? У, а, 8Р4) 

这 个 函数 与 С 的 关系 ,由 下 列 公式 给 出 
С"(о,р) = Ке G(w,p) +i tanh >> ` Im G(o,p), (36.21) 


并 且 在 实 轴 上 有 


(1 —e 71), (36.20) 


Im G(o,p) <0, (36. 22) 

[ 2% С 由 (31.1) 式 定义 ,并 以 按 吉 布 斯 分 布 求 平均 代替 按 基态 求 平 均 ]. 对 于 
理想 玻 色 气体 来 说 ,函数 С" 由 同样 的 公式 (36.17 ) 给 出 ,而 函数 6 为; 
co (w,p) т, 8 («-Ро+и). (36.23) 

格林 函数 在 温度 不 等 于 零 时 的 物理 意义 与 了 =0 时 的 物理 意义 基本 上 相同 . 
当然 ,格林 函数 G 与 粒子 动量 分 布 之 间 的 关系 式 (7.23 ) 以 及 G 与 密度 矩阵 之 间 
的 关系 式 (7.18) ,(31.4) 仍 旧 成 立 . 

这 里 ,关于 格林 函数 的 极点 与 元 激发 能 量 相 合 的 论断 也 仍然 有 效 ( 但 因为 
函数 С 本 刁 不 是 解析 的 ,所 以 这 时 讨论 解析 函数 6 在 w 的 下 半 平 面 内 的 极点 
或 讨论 函数 С" 在 o 的 上 半 平 面 内 的 极点 更 为 合适 ). 这 个 论断 ( 像 $8 中 的 情 
况 一 样 ) 可 重新 由 展开 式 (36.6) 得 出 . 虽然 在 这 个 展开 式 的 不 同 项 里 现在 会 出 
现 系 统 任 意 两 个 态 之 间 的 跃迁 频率 w,, ,但 是 在 趋 于 宏观 极限 之 后 , 同 以 前 的 情 
况 一 样 , 仍 保留 的 极点 只 对 应 于 由 基态 到 具有 一 个 元 激发 的 各 态 的 跃迁 . 两 个 激 
发 态 之 间 的 跃迁 不 会 使 宏观 单 粒子 格林 函数 中 出 现 极 点 ,正如 由 基态 到 具有 多 
于 一 个 准 粒 子 态 的 跃迁 不 会 引起 极点 的 出 现 一 样 ( 见 8 8). 因为 这 些 态 的 能 量 
之 差 并 不 单 值 地 决定 于 它们 的 动量 之 差 . 

还 应 强调 一 下 ; 当 温 度 不 等 于 零 时 , 准 粒子 寿命 不 仅 与 它们 本 身 的 不 稳定 性 
有 关 ,而 且 也 与 它们 之 间 的 相互 碰撞 有 关 . 由 这 两 种 原因 引起 的 衰减 必须 是 微弱 
的 ,这样 , 准 粒子 的 概念 继续 有 意义 . 
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$37 温度 格林 函数 


为 了 建立 计算 有 限 温度 时 格林 函数 的 图 技术 ,需要 从 峭 算 符 的 海 森 伯 绘 景 
变 到 相互 作用 绘 景 ,这 同 在 8 12 中 的 做 法 是 一 样 的 . 这 时 我 们 重新 得 到 的 表达 
式 与 (12.12) 式 的 差别 ,只 在 于 求 平均 不 是 对 基态 进行 的 . 但 是 ,这 一 差别 是 很 


重要 的 :与 由 (12.12) 式 变 到 (12. 14) 式 的 做 法 不 一 样 ,现在 对 算 符 §-! 的 平均 不 


可 能 与 对 其 余 因子 的 平均 再 分 离开 来 ;问题 在 于 , 非 基态 在 算 符 $-! 的 作用 下 并 
不 自然 地 变 为 其 本 身 , 而 是 变 成 具有 同样 能 量 的 一 些 激 发 态 的 一 定 的 毒 加 ( 包 
括 准 粒子 所 有 可 能 的 相互 散射 过 程 的 结果 ). 这 种 情形 ,将 使 得 图 技术 变 得 极为 


复杂 , 即 因 8$-: 中 的 少 算 符 也 参与 收缩 而 产生 一 些 新 的 项 . 

但 是 ,可 以 改变 格林 函数 的 定义 ,以 避免 产生 类 似 的 复杂 情况 . 根据 这 种 定 
义 建 立 起 来 的 数学 工具 ,是 松原 (T.， Matsubara,1955 ) 研究 的 成 果 ,很 适宜 于 计 
算 宏 观 系统 的 热力 学 量 . 

我 们 按 下 面 定义 引 和 人 所 谓 松 原 у О. 


A 


Фи (туг) еў (rye, 
(37.1) 


(т.г) =e + (г)е-"". 
式 中 7 是 辅助 实 变量 ;这 两 个 算 符 ,从 纯 形 式 观点 来 看 ,与 海 森 伯 算 符 的 区 别 在 
于 后 一 种 算 符 中 是 把 实 变量 + 换 成 虚数 - ir@, 例如 在 (7.8) 式 中 作 代 换 : 旬 一， 


2 и ,19/91—» — д/дт , 便 得 到 (37.1) 式 的 两 个 算 符 所 遵从 的 方程 . 像 用 


ВИА 由 算 符 定义 通常 的 格林 函数 一 样 ,借助 上 述 两 个 算 符 可 定义 新 的 格林 函 


9 (туутта) = = (T, (Tr) PT, г.) ), (37.2) 
这 里 记号 Т, 表示 “7 编 时 ”, 即 按 т 从 右 至 左 增 大 的 次 序 排列 算 符 ( 在 费 米 系统 
的 情况 下 ,置换 一 次 算 符 时 需 改 变 符号 ) ;括号 (… 表征 按 吉 布 斯 分 布 求 平均 . 
将 定义 (37.2) 写 成 如 下 形式 后 , 即 可 把 这 个 分 布 表示 成 显 形式 ，: 


Sg = ~ Тг{ФТ, фи (тол, BMC, г, | , 


中 ”这 一 节 里 我 们 写 出 的 公式 将 同时 用 于 费 米 系统 和 和 玻 色 系统 (高 于 点 ). 用 记号 来 区 别 时 ,上 标 
对 应 于 费 米 系统 ,下 标 对 应 于 玻 色 系统 . 此 外 ,对 于 玻 色 系统 应 略 去 自 旋 下 标 ， 


© ”我们 强调 一 下 :鉴于 这 一 区 别 , 算 符 W* 与 + 绝 不 相同 . 
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(37.3) 





Е 0-Н’ 

2 =esp | T )， 
式 中 Tr 表示 所 有 对 角 和 矩阵 元 的 和 . 用 这 种 方式 定义 的 格林 消 数 称 作 温度 格林 沙 
数 , 以 区 别 于 “通常 的 ”函数 G( 故 把 G 称 作 时 间 格 林 函 数 ). 

РА Co 一样 , 非 铁 磁 系统 的 函数 实在 无 外 磁场 时 归结 为 标量 ; S, = 
Убв. 对 于 空间 均匀 系统 来 说 ,该 也 数 与 r, 和 rs 的 关系 又 归结 为 与 7 = r, – r, 
这 一 差 值 的 关系 . 

同样 不 难看 出 :就 定义 (37.3) 本 身 来 说 ,函数 多 只 与 7 =7, -7, 这 一 差 值 有 
ж. 例如 , 令 Т! <т,;: РЕНО. 


а 1 _ я’ пол = Н л „й 
Я = ty Trie Вет т? № (Р, )е! тат k (е, )е rH | | 


或 者 在 记号 Tr 下 循环 置换 因子 : 
= те ВЫ < (еф (ғ) | ， T<0. (37.4) 


由 此 ,上 述 的 说 法 是 显然 的 ， 
事实 上 ,变量 的 取 值 只 在 如 下 有 限 区 间 内 : 


-1/T<+r=<1/T, (37.5) 


ЗН Ч т<0 81 Ж т >0 hf, ЖЖ 贸 7) 的 值 可 以 用 简单 的 关系 式 联系 起 来 . 当 7 
=т, - т, >0 时 , 作 类 似 于 (37.4) 式 的 推导 , 求 得 : 


@ = трубе ой р (п ) ep (п) | = 
i -Tre tp (ri)e TRS Cr.) | ,7 >0 
把 此 式 与 (37.4) 式 作 比 较 , 则 得 : 
т) = +#[r ++); r <0 (37.6) 


[由 于 (37.5) 式 ,右边 函数 的 宗 量 当 r <0 时 是 正 的 ]. 
现在 我 们 把 函数 贸 7,r) 按 坐标 展 成 依 里 叶 积 分 ,并 按 r[ 在 (37.5) 式 的 区 
间 内 ] 展 成 傅 里 叶 级 数 @: | 


т.г) =Т > | ЗА ф, р) 
其 中 ,对 于 费 米 系统 | 


д?р 
(2т)°' 





(37.7) 


(D 括号 中 的 因子 2 是 对 费 米 系统 的 ,对 于 玻 色 体系 统 应 换 成 1. 
@ А.А. Абрикосов,Л. П. Горъков, H. E. Дзялошинский ( 1959) № Е. С. Фрадкин ( 1959) 引入 了 这 
种 方法 . 
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Z = (25+1)тТ (37. 8а) 
对 于 玻 色 系统 
С, =25тТ. (37.8Ь) 
(=0,+1,+2,…); 这 时 自然 满足 条 件 (37.6). 对 (37.7) 式 的 逆 变 换 , 具 有 如 
下 形式 : 
%(¿. p) = | е0 AT,r) dxdr (37.9) 


[ 考 虚 到 (37.6) 及 (37.8) 式 ,在 -1/T<7<1/T 范围 的 积分 变 为 从 0 到 1⁄T 的 
积分 1. 

进行 类 似 于 8$36 中 所 作 的 一 些 计算 ,可 以 把 4, рН у НЮ 
矩阵 元 表达 出 来 . 计算 的 结果 为 : 





T А ӧ k ай 
И АНИ т 
由 此 ,首先 可 以 看 出 : 

€ -С,р) = 2° (0,,p). (37.11) 
其 次 将 (37. 10) 式 与 С" 的 两 个 展开 式 (36.6) 和 (36.20) 作 对 比 , 我 们 求 得 : 

00р) = С*(М..Р), ¿,>0. (37.12) 


在 139 页 上 已 说 过 ,条 件 Z, >0 来 源 于 表达 式 (36.6) 和 (36.20) 只 在 w 的 上 半 
平面 内 才 直 接 成 立 . 因此 ,在 健 里 叶 分 量 中 温度 格林 也 数 与 在 o 的 虚 轴 上 离散 
点 处 所 取 的 推迟 格林 函数 相同 . 特别 是 ,由 这 个 结论 可 以 立即 写 出 理想 气体 温度 
格林 函数 的 表达 式 ,将 w 换 成 i,, 由 (36.17) 式 可 得 : 


р) = (i -E+tp) : (37.13) 


下 一 节 将 要 讲述 计算 函数 ДЕ, рр ВАК. 3 ГЕ С (w,p)( 因 
而 特别 是 为 了 确定 系统 的 能 谱 ) ,需要 建立 一 个 解析 函数 ,该 函数 应 在 w = iZ, 点 
与 S(¿,,p) B|) ,并 在 o 的 上 半 平 面 内 没有 奇 点 .假如 补充 上 lwl 一 ww 时 G6"(w， 
p)—0 这 一 要 求 , 则 这 套 手续 就 是 唯一 的 [ 见 (36.11) 式 ]. 然 而 在 具体 的 情况 
下 ,这 种 解析 延 拓 可 能 伴 有 一 定 的 困难 .但 计算 热力 学 量 时 并 不 需要 进行 解析 
延 拓 . 

例如 ,为 了 计算 势 Q, 可 以 根据 对 密度 矩阵 按 吉 布 斯 分 布 取 平 均 的 表达 式 

No (r. ,r,) = +Z, (TT ;T+0,7,) - (37.14) 

来 进行 . [该 式 显 然 由 定义 (37.2) 得 出 ;比较 (7.17)]. 取 r,=r,( 并 对 a=B 求 和 
后 ) c 


N _ e ка Фр. 
р 27 РА ее тУт ИИК (37.15) 
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该 表达 式 将 入 定义 为 ,7,V 的 函数 ,然后 对 等 式 N = -30/др 求 积分 即 可 算出 
О(и,Т, V). 
$38 温度 格林 函数 的 图 技术 


建立 计算 温度 格林 函数 多 的 图 技术 同 在 S 12, $ 13 "ЕН С 的 
处 理 方法 是 类 似 的 . 松原 少 算 符 的 定义 (37. 1) 与 海 森 伯 算 符 的 定义 之 区 别 , 只 
不 过 是 在 形式 上 将 i 换 成 7, 这 一 事实 允许 在 许多 方面 利用 直接 类 比 法 . 

首先 我 们 引入 “相互 作用 绘 景 ” 中 的 松原 算 符 , 这 些 算 符 与 (37.1) 式 的 区 
别 ,是 把 精确 的 哈密 顿 量 应 ' 换 成 自由 粒子 的 哈密 顿 量 序 ' : 

Фи. (т,г) =ехр(т Я, )4. (г)ехр( -7H). | (38.1) 

Жр т 之 间 的 关系 是 由 松原 S 矩阵 来 实现 的 , 它 的 建立 类 似 于 (12.8) 
式 : 


б(т..т,) = T,exp Í 一 Г Ў, (т) ат} ; (38.2) 
式 中 
У, (т) =ехр(т H')Vexp( -т Ё’) (38.3) 


是 相互 作用 绘 景 中 的 相互 作用 算 符 , 但 是 ,以 前 在 $12 # , Pili, 之 间 的 联系 是 


在 上 = -om 时 “加 入 ”相互 作用 的 初始 条 件 下 建立 起 来 的 ,而 现在 友和 Wai 当 7 
=0 时 相 重合 应 起 着 “初始 条 件 ” 的 作用 . 相应 地 ,代替 (12.11) 式 可 写成 ， 


ZM(r) =ó (7,0) Ф (7)G(7,0). (38.4) 
把 此 式 代 入 格林 函数 的 定义 (37.3) 中 ;为 明确 起 见 , 取 r, >7, ,我 们 有 : 


S (TI ,T2 ) = 


= -Tr|ó# 70 92 (т) 6 (1,0) 6" (т, ,0) (7,) (7,0) 
(为 简单 起 见 ,没有 写 出 宗 量 r, Py). 注意 , 当 T, >T, > 75 时 ， 
G (T, ,Ts) =0(7,,7,)6(7,,т,), 


х РИ д 
6 (7,,т,)6 (т.›т,) =б(т.,т.), 


我 们 把 上 式 重 新 写成 如 下 形式 ，; 
(rn) = -Tr ' [+o] x 
x [2 (+, фи (z )6(r ra) м (т,) 6 (т, 0) | | А 
方 括号 中 的 各 因子 是 从 右 至 左 按 增 大 次 序 排列 的 . 因此 可 以 写成 : 


grir) = TOT, Ф (т) (т,)6]|, — (38.5) 
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其 中 
ржет) 
不 难 验证 :写成 这 种 形式 的 表达 式 当 7 < r, 时 仍然 成 立 . 
不 同 于 (12. 12) 式 的 是 :在 (38.5) 式 中 包含 多 余 的 ( 吉 布 斯 ) 因 子 , 除 此 之 


外 , 仍 按 相互 作用 粒子 系统 的 各 态 进行 平均 .下面 我 们 证 明 , 这 两 个 差异 将 “ 相 
互 抵消 ,因而 可 回复 到 完全 类 似 于 (12.14) 的 形式 .为 此 ,我 们 利用 公子 


е =6-'#9(7,0), (38.6) 


ЖЗ (38.1) АКЛ (38.4) А НЕЕ ЈАК КЕ Х. (37.1) Е 
比较 而 得 出 的 . 借助 于 上 式 , 在 (38.5) 式 中 作 如 下 代 换 : 


把 因子 e” 从 记号 Tr 下 提出 来 ,再 把 它 从 分 子 移 到 分 母 上 ,并 表示 成 : 
е2" = Тг e Br = Тг e "St ç (0 ) 


末了 ,以 exp ( QT) (X О, 是 在 同样 的 ,7T,V 值 时 理想 气体 的 热力 学 势 ) 乘 
分 子 和 分 母 ,我 们 最 终 得 到 : 


обе Ч. $" (т) 8 (т) 6). (38.7) 
这 里 , 按 无 相互 作用 粒子 系统 的 各 态 进行 平均 : 
ей 


显然 这 个 结果 与 (12.14) 式 相似 . 
为 了 变 到 微 扰 论 的 图 , 同 $ 13 中 的 作法 一 样 ,我 们 将 表达 式 (38.7) 按 相互 


ЕНУ, (т) ЮЕ. 对 于 粒子 间 呈 现成 对 相互 作用 的 系统 来 说 ,这 个 算 符 


与 (13.2) 式 的 区 别 只 是 把 海 森 伯 算 符 钞 ,多 * МАТА", р.у 8 
乘积 的 平均 值 重新 按 维 克 定 理 展开 ( 即 用 所 有 可 能 的 方式 来 选取 算 符 的 成 对 收 
缩 ) H $ 13 中 的 同样 的 讨论 ,可 以 证 明 在 这 种 情况 下 这 个 定理 是 适用 于 宏观 极 
限 的 . 

因此 ,现在 产生 的 图 技术 规则 与 $ 13 中 所 得 到 的 ,对 于 7 =0 时 的 图 技术 规 
则 完全 类 似 . 图 表示 法 也 丝毫 不 差 地 保持 原样 . 只 不 过 图 的 解析 读 法 规则 有 一 点 
Л. 

在 坐标 表象 中 , 每 一 条 由 点 2 进入 点 工 的 实 线 都 相当 于 一 个 因子 
- 多 。 (тм зто о) ОРН). 每 一 条 连接 点 1 和 点 2 的 虚线 对 应 于 一 个 因 
子 - U(r, -7r,)8(7, -т,). 图 的 各 内 点 的 一 切 变量 7,r, 要 在 整个 空间 对 dx 积 
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分 ,并 在 由 0 到 1⁄T 的 界限 内 对 dr 积分 . 

为 了 变 到 动量 表象 ,需要 把 所 有 的 函数 9 °” 展 成 (37.7) 式 的 形式 . 对 全 部 
内 变量 " 求 积 分 之 后 ,在 图 的 每 个 顶点 都 出 现 一 个 表征 动量 守恒 定律 (之 =0) 
的 5 函数 .此 外 ,在 每 个 顶点 上 还 出 现 如 下 形式 的 积分 : 


rj expÍ -ir(C +£, +4.) | Чт. 


这 个 积分 [考虑 到 (37.8) 式 ] 只 当 > 4, =0 时 才 不 为 零 ,并 且 在 这 种 情况 下 等 
于 1. 因 此 ,在 每 个 顶点 上 也 遵从 离散 频率 守恒 定律 . 现在 每 条 实 线 与 因子 
- 22° (5,,p) 相 对 应 (但 自身 封闭 的 实 线 重新 对 应 于 因子 n? (ш, Т) ——J 48 
БТЕ и, Т 一 定时 的 密度 ). 每 一 条 虚线 相应 于 因子 ~ U(g). 所 有 顶点 上 的 守 
恒定 律 都 考虑 到 之 后 ,对 余下 的 全 部 不 确定 的 动量 和 频率 作 如 下 形式 的 积分 并 
求 和 : 





гу J Z= 


公共 系数 (包含 在 - 多 。 中 的 图 均 带 此 系数 ) ,在 费 米 系统 情况 下 等 于 ( -1) ,这 
里 工 是 图 中 闭合 实 线 的 圈 数 . 在 玻 色 系统 情况 下 ,此 系数 等 于 1. 

当然 ,在 这 种 图 技术 中 ( 像 在 7=0 时 的 图 技术 一 样 ) 也 可 以 进行 部 分 求 和 
以 及 引 人 和 人 名 种 图 “单元 .比如 说 ,可 以 定义 顶 角 部 分 , 它 是 通过 双 粒 子 格林 函数 
表达 出 来 的 . 这 个 顶 角 部 分 是 以 类 似 于 (15. 14) 式 的 戴 森 方程 与 函数 多 联系 起 
来 的 .我 们 不 必 写 出 这 些 公式 ,因为 这 些 公式 的 推导 完全 类 似 于 了 =0 时 图 技术 
的 情形 . 

当 变 到 了 =0 的 情况 时 ,在 松原 图 中 对 的 求 和 变 为 对 《上 的 积分 ,因而 松原 
图 技术 就 变 为 与 第 二 章 所 讲 的 普通 图 技术 非常 类 似 的 技术 . 但 不 同 的 是 , 当 * 为 
实数 时 松原 函数 与 相应 的 虚 半 轴 上 С" 和 С" 的 值 相 同 [ 见 (37.11 一 37. 12) 式 ]. 
为 过 渡 到 了 = 0 时 通常 的 图 技术 ,还 需要 把 积分 围 道 一 直 转 到 与 w 的 实 轴 相 
重合 . 
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在 第 一 章 所 叙述 的 朗 道理 论 都 只 与 一 种 费 米 液体 有 关 , 即 只 与 不 产生 超 流 
现象 而 有 能 谱 的 液体 有 关 . 对 于 量子 费 米 液体 来 说 ,这 种 谱 型 并 不 是 唯一 可 能 
的 ,现在 我 们 开始 研究 具有 另 一 类 型 能 谱 的 费 米 系统 . 采用 粒子 间 有 吸引 作用 的 
简 并 近 理 想 费 米 气 体 的 简单 模型 (这 是 可 以 作 完全 的 理论 研究 的 ) ,可 以 最 鲜明 
地 说 明 这 种 能 谱 的 起 源 及 其 基本 性 质 Q@. 

” ”粒子 间 呈 现 排 斥 作用 的 弱 非 理想 费 米 气 体 已 在 $6 中 讨论 过 了 . 初 看 起 来 ， 
在 那 一 节 里 所 进行 的 计算 ,对 于 粒子 间 的 排斥 作用 情况 和 吸引 作用 情况 ( 即 散 
射 长 度 a 为 正 值 和 负 值 时 ) 在 同等 程度 上 都 是 正确 的 . 但 实际 上 ,在 吸引 作用 (a 
<0) 的 情况 下 ,用 这 种 方法 求 出 的 系统 的 基态 ,对 于 一 定 的 改组 (改变 基态 的 性 
质 和 降低 能 量 ) 是 不 稳定 的 . 

这 种 不 稳定 性 的 物理 本 质 在 于 粒子 都 倾向 于 “成 对 ” :在 p 空间 中 ,位 于 费 
米面 附近 并 具有 大 小 相等 .方向 相反 动量 和 反 平 行 自 旋 的 粒子 对 ,都 倾向 于 形成 
束缚 态 ,这 就 是 所 谓 的 库 珀 (1L. N. Cooper,1957) 效 应 . 奇妙 的 是 ,在 费 米 气体 中 
粒子 间 的 吸引 作用 无 论 有 多 弱 都 会 产生 这 种 效应 . 

正 是 由 于 这 种 效应 ,在 讨论 有 排斥 作用 的 费 米 气体 问题 中 曾 使 用 过 的 适 于 
气体 单个 粒子 自由 态 的 算 符 集合 6,。 ,6 ,现在 已 不 能 作为 微 扰 论 最 初 的 正确 近 
似 了 @. 现在 需要 立即 引入 新 的 算 符 来 代替 上 述 算 符 , 我 们 寻求 的 是 下 列 线性 组 


Q 这 个 问题 是 超 导 理 论 的 基础 ,该 理论 是 由 J. Вагіееп, І. N. Cooper 和 J. R. Schrieffer 于 (1957) 建 
立 的 .下 面 叙述 的 解法 属于 H.H. Боголюбов (1958) 的 工作 . 

© 指出 微 扰 论 ( 就 86 中 运用 的 形式 来 说 ) 不 适 于 具有 自 旋 投影 为 + 1⁄2 和 动量 为 p, = -pi МН 
子 对 ,也 就 指明 9 = 处 存在 奇 点 ,用 这 种 理论 得 到 的 准 粒子 相互 作用 函数 的 表达 式 (6. 16) 就 具有 这 种 
奇 点 ;这 种 奇 点 只 在 反 平 行 自 旋 的 情况 下 才 存 在 ,而 这 些 自 旋 对 应 于 算 符 oo, 的 本 征 值 等 于 - 3. 
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合 形式 的 算 符 : 
г 入 ^ + 
ыы =u G,- +%а4а._,,, (39.1) 
b,, ТИР а,, -%, a, - 5 


上 述 形式 合并 了 具有 相反 动量 和 相反 目 旋 ( 投 影 ) 的 粒子 的 算 符 (下 标 + 和 -~- 表 
示 自 旋 投 影 的 两 个 值 ) ;由 于 气体 是 各 癌 同 性 的 ,系数 ,sv, 只 能 依赖 于 动量 p 
的 绝对 值 . 为 使 这 些 新 算 符 对 应 于 准 粒 子 的 产生 和 漂 没 ,它们 应 同 以 前 的 算 符 一 
样 遵从 同样 的 费 米 对 易 规 则 : 

i bL +66, =1, (39.2) 
而 所 有 其 它 的 算 符 对 都 是 反对 易 的 (下 标 а 注 明 两 个 自 旋 投 影 值 ). 对 此 ,变换 
系数 应 避 从 如 下 条 件 : 

и, +u =1 (39.3) 

(适当 地 选择 相 因 子 能 够 使 w o, 都 成 为 实数 ). 这 时 ,对 (39. 1) 坏 的 逆 变 换 具 有 
如 下 形式 : 


á =u +0 6: 
Ини (39.4) 
а, = и, 6, Vb 


根据 同样 原因 (具有 相反 动量 和 相反 自 旋 的 一 列 粒子 之 间 的 相互 作用 起 主 
要 作用 ) ,在 哈密 顿 量 (6.7) 的 第 二 个 求 和 式 中 ,我 们 只 保留 p, = -р, =р,р! = 
-р, = р']— 2; I 
Н = > Раза. -8 > > ёё @ 0, ., (39.5) 
式 中 重新 引信 了 “耦合 常数 ”g =4wh'lal/m( НЕ EE a <0). 
在 以 下 的 计算 中 ,最 好 再 一 次 采用 通常 的 方法 ,不 必 明 显 考 虑 系统 中 粒子 数 
的 不 变性 :现在 引入 差 H' = 及 -pW 作 为 新 哈密 顿 量 , 这 里 
N= > ала, 
是 粒子 数 算 符 ; 其 次 ,原则 上 可 利用 平均 值 N 等 于 给 定 系统 中 的 粒子 数 这 一 条 


件 来 确定 化 学 努 . 
我 们 还 引入 记号 


2 


p 


7, == Mo (39.6) 
因为 风 т, 所 以 在 费 米面 附近 . 
T, =u (p = 9 (39.7) 


式 中 心 = pe/m. М5 (39.5) и №, РИ s i Et E p 
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#- Ут, га, -6 ) е. (39.8) 
我 们 在 这 个 哈密 顿 量 中 进行 (39. 4) 式 的 变换 利用 关系 式 (39.2 一 39.3) 和 
可 把 求 和 下 标 p 换 成 -р,15 21]: 
H’'=2 У 1,05 + > m, (u; -0 ) (bb,, +b*.6,.) + 


+2 > трио, (b; bt +h 2) у > В „В, (39.9) 
Р 


В, =u рб, -vb 6* жои (6, bt -bb,,). 
ЕВ ИНЕ МА НЕЙ u, Nš H B 
表达 式 来 定义 ; 
= - > [nln n, + (1 —n,.)]n(1 —n,.) 1. 
因此 上 述 条 件 与 在 准 粒 子 占有 数 mw。 一 定时 能 量 取 最 小 值 是 等 价 的 . 
在 哈密 顿 量 (39.9) 中 ,对 角 和 矩阵 元 只 具有 含 乘 积 
Вап. Вата, 


的 一 些 项 . 因此 我 们 求 得 : 
E =2 3. Nv, + Х т, (и, =) (п,, +п,_)- 


ет | > и, (1 -my -n,_) тв (39.10) 


把 这 个 表达 式 对 参数 u,[ 这 时 考虑 (39.3) 的 关系 ] 取 变 分 ,我 们 便 得 到 极 小 
值 的 条 件 : 





2 
这 = Е. – п, –п,_)[22,и,0, — 
- Gu, - s) 2, ub (1 -ny -n,-)] =0, 
从 而 求 得 方程 | 
2m,u, s, = Д(и, - 2), (39.11) 
式 中 4 表示 求 和 : 
A= > в -п.-пв_). < (39.12) 
HH (39. 11) #1 (39.3) ЖЕ т, BL À ЖА ии: 
u]: 1 7] 
; = 一 一 1 + Р š (39. 13) 
в > Í Ст) 


将 这 两 个 值 代 人 (39. 12) 式 , 即 得 到 确定 4 的 方程 : 
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в — Eee C 6 0 
x +1, 


”在 热平衡 的 情况 下 ， 准 粒子 占有 数 与 自 旋 方 向 无 关 并 由 费 米 分 布 (化 学 势 等 于 
零 , 见 6 页 的 注解 ) 给 出 








п, =n,_ =n,=[e” +1] '. (39. 14) 
再 将 求 和 变 为 对 p 空间 求 积 分 ， ао | 
= | 07 =1. (39.15) 
А +1, р 


现在 转 而 研究 上 面 得 出 的 几 个 关系 式 . 我 们 看 到 , 量 4 在 所 研究 类 型 的 能 
谱 理 论 中 起 主要 作用 . 现在 首先 计算 了 =0 时 这 个 量 的 数值 (用 A, 表示 ). 

当 了 =0 时 , 准 粒 子 是 不 存在 的 ,因此 n, =0 ,方程 (39. 15) 取 如 下 形式 : 

_4тр. dp dp 
ТЕЗ / +12 

应 立即 指出 , 当 g<0 时 , 即 在 粒子 间 呈 现 排 斥 作 用 的 情况 下 (方程 两 边 的 符号 
显然 是 不 同 的 ) ,这 个 方程 显然 不 可 能 有 A, 的 解 . 

АЕ Д, <<orlpr = p| <<wrpr ~ 人 的 动量 区 域 对 (39.16) 式 中 的 积分 提供 主 
要 页 献 ,并 且 积 分 具有 对 数 性 质 (结果 证 实 A, шил). 54 3£— у= š ~ 时 截断 
对 数 积分 ,我 们 有 中 





=1. (39. 16) 


| С. Í Z Pria =. 
[AA +w (р-р) 1? o, J (42 +22)? о A, 











因此 求 得 : 
8трр & _ 
оз рза д = 5 (39.17) 
В 2т' __ Th 
从 而 A, = šexp | ` ) = sexp ( - (39.18) 
这 个 表达 式 也 可 以 写成 
À, = 5ехр( -2/ву,), (39.19) 


式 中 vs = трь/ т 是 费 米 面 上 单位 能 量 间隔 的 粒子 状态 数 (zde 是 de 间隔 内 
的 状态 数 ). 


O ЧР>>р+ В а, хр? ,因而 (39.16) 式 中 的 积分 就 写 出 的 形式 来 看 ,将 同 p 一 样 发 散 . 但 实际 上 这 
个 发 散 是 虚假 的 ,将 常数 g( 即 散 射 长 度 a) 和 相互 作用 势 之 间 的 关系 重 整 化 , 即 可 消除 此 发 散 ,这 和 8§6 
№ $25 中 的 处 理 方法 是 一 样 的 . 连续 进行 这 样 相当 复杂 的 计算 还 可 以 求 出 截断 参数 3 和 化 学 势 , 2 [B] ñb 
比例 系数 :5 = (2/е)' u = 0,49: [ £ £ Л. П. Горьков, T. К. Мелик - Бархударов, ЖЭТФ, 40, 1452 
(1961) ]. 
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使 我 们 最 感 兴趣 的 是 系统 能 谱 即 元 激发 能 量 a,,= е, =e(p) 的 形式 .现在 
我 们 根据 准 粒子 占有 数 改变 时 整个 系统 能 量 的 变化 [ 即 把 (39.10) 式 中 的 EE 对 
n,。 取 变 分 ] 来 求 se(p ) 的 形式 . 因为 w,v, 的 值 已 由 E 对 它们 的 微 商 等 于 零 这 一 
条 件 选 定 了 ,所 以 可 在 и, ,v, 一 定 的 情况 下 把 EE 对 п, АА. Н 

z = [= ŠE ). 
бл, 
利用 (39. 11 一 39.13) 式 计算 微 商 , 便 得 到 如 下 简单 的 结果 
e(p) = WA +m, - (39.20) 

我 们 看 到 ， 准 粒子 能 量 不 可 能 小 于 p = =ps 时 所 
达到 的 A 值 . 换言之 ,系统 的 激发 态 与 基态 隔 着 一 个 
能 阶 . 具有 半 整 数 自 旋 时 , 准 粒 子 都 必定 成 对 出 现 
就 此 意义 可 以 说 ,能 隙 的 大 小 等 于 24. 我 们 注意 到 = 
这 是 一 个 指数 函数 性 的 小 量 :因为 ps1a1/ <<1, 所 
以 与 多 相 比 A, 是 指数 函数 小 量 . 也 应 指出 ,表达 式 Р-Р» 
(39.18) 不 可 能 按 小 参数 一 -耦合 常数 z ЛР; 

g 包含 在 指数 函数 的 指数 的 分 母 中 ,因此 z =0 的 值 |. 
是 函数 A,(g) 的 本 性 奇 点 . 

(39.20) 式 的 能 谱 遵 从 $23 中 建立 的 超 流 条 件 :evp 的 最 小 值 不 等 于 零 . 因 
此 粒子 间 相 互 吸引 的 费 米 气体 必定 具有 超 流 性 质 . 

在 图 5 中 将 超 流 情况 下 准 粒 子 的 色散 规律 (上 面 的 曲线 ) 和 正常 费 米 系统 
的 色散 规律 作 了 对 比 . 在 后 一 种 情况 下 ,这 种 规律 (根据 $1 结尾 所 作 的 解释 ) 是 
В = =0,1р -ps 1 的 两 条 直线 表示 出 来 的 . 

能 隙 4 的 大 小 与 温度 有 关 , 这 就 是 说 能 谱 形 式 本 身 与 准 粒子 的 统计 分 布 有 
关 一 一 与 正常 型 费 米 液 体 的 情况 类 似 . 因为 当 温度 升 高 时 准 粒子 占有 数 增加 
( 趋 于 1) ,所 以 从 方程 (39.15) 就 可 以 看 出 ,这 时 A 减 小 并 在 某 一 有 限 温 度 T, 时 
变 为 零 :系统 由 超 流 状 态 变 成 正常 状态 . 这 个 转变 点 就 是 第 二 级 相 变 (类 似 于 超 
流 玻 色 液体 的 和 转变 ). 

在 简 并 费 米 气体 的 能 谱 中 有 能 隙 存在 , 它 是 本 节 开 头 已 经 讲 到 的 “成 对 ” 效 
应 的 表现 .24 的 大 小 可 以 看 作 是 库 珀 对 的 束缚 能 , 即 分 离 这 种 粒子 对 时 所 需 的 
能 量 . 

哈密 顿 量 (39.5) (如 $6 所 指出 的 ) 只 考虑 s 单 态 ( 即 粒子 的 相对 运动 轨道 
角 动 量 等 于 零 , 并 且 自 旋 反 向 平行 ) 上 粒子 对 间 的 相互 作用 . 总 自 旋 等 于 零 时 ， 
粒子 对 的 行为 同 孩 色 型 组 成 物 一 样 能 够 以 任意 数目 人 来 集 在 (整体 运动 的 ) 最低 


Ф 原文 为 有 限 数 目 一 一 译 者 注 . 
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能 级 ( 即 总 动量 为 零 的 能 级 ). 就 这 样 的 直观 解释 来 看 ,这 种 现象 完全 类 似 于 玻 
色 气体 中 粒子 在 零 能 态 的 聚集 ( 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝聚 ) ;在 这 种 情况 下 ,凝聚 体 
是 成 对 粒子 的 集合 

当然 不 应 赋予 束缚 对 的 概念 以 过 多 的 字面 上 的 意义 .更 准确 地 说 ,应 谈 及 书 
空间 中 粒子 对 各 态 之 间 的 关联 ,这 种 关联 使 合 动量 为 零 的 粒子 对 以 有 限 概率 出 
现 . 在 关联 区 域内 ,动量 的 弥散 值 5p 对 应 于 4 量 级 的 能 量 , 即 др ~ Д/о. 相应 长 
BE £ ~ В/бр ~ fivp/4 ,用 来 确定 具有 关联 动量 的 粒子 之 间距 离 的 数量 级 . 当 了 =0 
时 ,这 个 长 度 ( 称 作 相 干 长 度 ) 为 


hu h тр 
Š "2. оер (т). (39.21) 


因为 对 简 并 费 米 气体 h/ps 在 数量 级 上 与 原子 间距 相同 ,所 以 我 们 看 到 ,é 比 原 
子 间 距 大 得 多 . 特别 是 ,这 种 情况 直观 地 表明 了 束缚 对 的 概念 不 是 无 条 件 的 . 

库 珀 效应 的 发 生 与 费 米 面 的 存在 有 密切 关系 ,该 面 7=0 时 在 p 空间 的 占据 
状态 限定 了 有 限 区 域 ;有 一 个 重要 情况 是 ;在 这 个 表面 上 ,单位 能 量 间隔 的 状态 
数 不 等 于 零 . 这 种 关系 表现 于 决定 能 院 A, 大 小 的 公式 (39. 19) 之 中 ,这 里 当 y, 
一 0 时 A, 变 为 零 . 


$40 超 流 费 米 气 体 热力 学 性 质 


现在 我 们 从 计算 能 隙 大 小 与 温度 的 关系 来 着 手 研究 超 流 费 米 气体 的 热力 学 
性 质 . 把 方程 (39.15) 重 写成 如 下 形式 : 


1+8 рр Lf МР. 

1+2 | тЫ 
我 们 注意 到 ,方程 左边 的 积分 与 7=0 时 积分 的 差别 , 仅 在 于 把 A, 换 成 4. 因此 
考虑 到 (39. 17) 式 我 们 看 出 ,方程 左边 等 于 &3Zln 9, 把 (39.14) 式 中 的 n, 代 


入 方程 的 右边 并 对 ар = dm/vs 进行 积分 : 





А, г d A | 
id (А 
= J. 2057 1) 21}, (40.1) 
式 中 
Қи) = | 0 
° Vx +u (exp Vx +и? +1) 


(由 于 积分 收敛 得 很 快 , 积 分 限 可 以 扩大 到 + о). 
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在 低温 (了 << 4。) 范 围 内 容易 算出 积分 由 ,并 得 到 : 


A=A, (1 - те ar]. (40.2) 


但 在 相 变 点 附近 区 域内 A 很 小 ,于 是 积分 TAXZ7) 展 开 式 的 前 几 项 给 出 @: 


A, тТ + 76(3)4° 


= 40.3 
Я 5 822 Т 049.9) 


由 此 首先 可 以 看 出 :; 当 温度 在 
Т, = уД,/т =0. 57Д,, (40.4) 
它 小 于 简 并 温度 T, ~j 时 ,A 变 成 零 . КАНТ, -了 ,可 得 : 


Д = г. [天 (1- - 工 ) ] =3.067, п-т. (40.5). 


下 面 剩 下 的 是 计算 气体 的 热力 学 量 . 首先 ,我 们 研究 低温 范围 内 的 情况 . 
为 了 计算 在 此 范围 内 的 热 容 量 ,从 公式 


ҘЕ = 2 s(n,, +6n,.) =2 2 gŠn, 
出 发 是 最 简便 的 , 此 式 表示 对 准 粒子 占有 数 取 变 分 时 系统 总 能 量 的 改变 . 将 公式 


Ф 当 w 很 大 时 ,1(w) 按 1/u 的 展开 式 的 第 一 项 为 : 
1⁄2 


° dx 2 т = 
Ки) = | “ею | н) ] = (至) e". 
Ф ”对 于 积分 1(4) 的 展开 式 来 说 , 当 u—0 i o sos 
1 =5- > | GS ПЕ un] az. 


TE 1=1 + Г, ,其 中 


5 У ете PSD 5 
ЖЕ I, 中 可 以 简单 地 求 出 第 一 项 的 积分 ， ae 求 得 ，; 








со /..2 2 
р [ em - - бе } += 
0 


_ Hx _ 
0 совћ2 (х/2) ( 52)" 


式 中 的 积分 等 于 2In(#/2y) (这 里 jn y = C =0.577 一 一 欧 拉 常数 ) ,因此 21 = (туш). 
积分 1, М u = 0 时 变 成 零 . 此 积分 按 tz 展开 式 的 第 一 项 为 ， 


2 
u° ге dx í 1 x 
а 6 | ruh]: 


ЭЕ 
1 h + 





把 展开 式 


tanh -=4x № [2 (29 +1)2 +2] -! | 


п=0 


(此 式 的 推导 ,可 参看 163 页 的 注解 ) 代 入 前 一 式 中 ,得 : 


ВЕНЕШЕ s ss N -3 _ 2 7 (3) 
21, =4u° х [ (2n +1) 2 т> + 2 ] п? 2. Ее 8т2 ` 
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除 以 87 并 由 求 和 变 为 求 积 分 , 即 得 热 容量 : 





当 了 <<A 时 , 准 粒子 分 布 函数 m=e ”, 准 粒子 能 量 e= A, + п /24。; 进 行 简单 
的 积分 , 便 得 出 如 下 结 采 : 





(40.6) 


所 以 当 7 一 0 时 热 容 量 按 指数 函数 规律 减 小 ,这 是 能 谱 中 存在 能 隙 的 直接 结果 . 

根据 热力 学 势 2 来 作 进一步 的 计算 是 方便 的 ,因为 我 们 所 作 的 全 部 研究 都 
是 在 系统 化 学 势 (不 是 系统 的 粒子 数 ) 为 已 知 的 情况 下 进行 的 .现在 我 们 利用 
公式 


дА 
АН Л 是 描述 系统 的 某 一 参量 [ 对比 第 五 卷 (11.4) ,(15. 11) 两 式 ] ;现在 ,我 们 
取 哈 密 顿 量 (39.8) 第 二 项 中 的 耦合 常数 g 作为 这 种 参量 . 这 一 项 的 平均 值 由 公 
式 (39.10) 中 的 最 末 项 给 出 ,根据 (39.12) 式 , 它 等 于 -TA /gcxg. 因 此 有 


Б), ab. е 





У 8 一 0 时 能 际 A 趋 于 零 . 因此 ,将 这 个 等 式 在 从 0 到 z 的 界限 内 对 dg 求 积 分 ， 
我 们 便 求 得 超 流 态 的 热力 学 势 与 在 同样 温度 下 正常 态 (A =0) 时 热力 学 势 值 之 
差 @: 


& 2 
0-0, = =V]. “qz. (40.8) 


根据 微小 附加 量 的 一 般 定 理 ( 见 第 五 卷 (24. 16) 式 ) ,修正 量 (40.8) 式 用 相应 的 
变量 表达 时 ,对 于 所 有 的 热力 学 势 都 是 相同 的 . | 
在 绝对 零度 时 A =4, ,于 是 根据 (39. 18 ) 式 我 们 有 : 
ад, 21 hA, 
dg трьв? ` 
在 (40.8) 式 中 ,把 对 dg 求 积 分 变 为 对 dA, 求 积 分 ,我 们 便 求 得 超 流 系 统 和 正常 


Ф 不 要 把 气体 自身 的 化 学 势 与 等 于 零 的 准 粒 子 气体 化 学 势 混为一谈 ! 

@ 这 里 有 必要 对 我 们 从 一 开始 就 作 的 忽略 给 以 注释 . 在 哈密 顿 量 (39.8) 中 , 当 g=0 时 根本 不 存在 
粒子 间 的 相互 作用 ,因而 可 以 想到 :我 们 得 到 的 是 理想 费 米 气体 ,而 不 是 “正常 ” 非 理 想 气体 .但 实际 上 在 
哈密 顿 量 (39.8) 中 已 经 作 了 忽略 ,此 后 就 不 可 能 再 谈 及 能 量 绝对 值 的 计算 了 . 相互 作用 项 已 被 省 略 ,( 这 
些 项 对 于 求 能 谱 的 形状 及 差 值 2, ~ 0, 是 无 关 紧 要 的 ,) 它 们 对 能 量 的 贡献 大 于 指数 函数 小 量 (40.8)[ 这 
恰好 是 与 № 成 正比 的 贡献 , 它 由 公式 (6. 13) 给 出 ]， 
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系统 基态 能 级 之 差 的 如 下 表达 式 : 


RE p: Is 


Ал 
ХЕ BJ fh 5, зе ЖЕ ЈЕ K hy В] E: BILIK 5| E FHIR “ iF Ж" 
基态 具有 不 稳定 性 . 对 于 单个 粒子 ,(40.9) 式 的 差 值 为 Ди. 
现在 我 们 转 到 相反 的 情况 :7 一 T.. 将 等 式 (40.3) 对 g 求 微分 ,得 : 
ЧАЗА = d4。 _2Tm h` dz 


АУ (40.9) 














п? Т A mp, д?` 
由 此 式 将 dg/g 代 人 公式 (40.8) ,并 将 其 理解 为 自由 能 的 差 ， 
у14(3) тр, 
Ы Sia те | Aaa, 
考虑 到 (40.5) 式 ,最 终 有 
КЕ 2тр,Т. T X° | 
Fj |] (40.10) 
JA 1 2; 
_ 4тр,Т, Т 
АЛЕ: -元 
当 ТТ. 时 , 热 容量 差 趋 于 有 限 值 : 
Ире а ао 11 
п 7403)? š ) 


就 是 说 ,在 相 变 点 要 经 历 一 个 跃 变 ,并 且 C, > C,. 正 常态 热 容量 ( 取 一 级 近似 ) 可 
由 理想 气体 公式 得 出 [ 见 第 五 卷 (58.6) 式 ]; 通 过 ps 表达 的 热 容量 的 形式 为 
C, = VmpsT/3 拓 .因此 ,在 相 变 点 热 容量 之 比 为 
C,(T.) 12 
C.(T,) 7¿(3) 
对 于 气体 的 超 流 性 来 说 ,气体 的 特征 是 把 密度 р 分 为 正常 部 分 和 超 流 部 分 . 
根据 (23.6) 式 ， 9 


= q =2. 43. (40.12) 


- и сии Ре >. ат, 
利用 公式 
mN 8Tprm 
PU VY ЗО’ 
把 气体 总 密度 与 ps 联系 起 来 了 ,因此 
АЗР РА (40.13) 
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这 个 积分 不 需要 特意 去 计算 ,因为 可 以 把 它 化 为 已 知 的 函数 A ( T). 将 方程 
(40.1) 对 了 求 微 商 ,并 把 得 到 的 积分 与 (40.13) 式 比较 , 即 可 证 实 : 


p -1- 
| а 7 (40.14) 
把 极限 公式 (40.2) ,(40.5) 代 入 上 式 ,得 : 
P. _ 27A, 1⁄2 -4oT7 
г-0: == = ) ear. (40.15) 
ТТ: 2 (1-7). (40.16) 
р 


最 后 ,关于 得 出 的 公式 对 温度 的 适用 范围 还 必须 作 两 点 说 明 . 

当 接 近 于 相 变 点 T. 时 , 准 粒 子 的 相互 作用 过 程 (在 上 述 理论 中 未 加 考虑 ) 
就 变 得 重要 了 ;在 这 种 情况 下 ,由 于 出 现 第 二 级 相 变 点 特有 的 热力 学 量 的 奇异 
性 ,这 些 过 程 确 是 极为 重要 的 . 在 充分 接近 相 变 点 时 ,上 面 得 出 的 那些 公式 最 后 
当然 并 不 适用 . 但 由 于 存在 小 参数 (耦合 常数 g) ,这 种 情况 在 我 们 所 研究 的 模型 
里 只 当 T, -了 的 值 非常 小 时 才 开始 出 现 ;在 $ 45 中 我 们 还 要 更 详细 地 讨论 这 个 
问题 . 

像 在 超 流 玻 色 液 体 中 一 样 , 在 我 们 所 研究 的 费 米 气体 中 (与 具有 排斥 作用 
的 费 米 气体 相反 ,比较 $4) 可 以 传播 声音 (声速 为 ~ps/m, 并 以 通常 方式 决定 
于 介质 的 压缩 性 ). 这 就 是 说 ,除了 这 里 所 研究 的 费 米 型 激发 谱 以 外 ,在 这 种 气 
体 的 能 谱 中 也 有 声 子 的 ( 玻 色 ) 激 发 支 . 由 声 子 决定 的 热 容量 与 7 成 比例 ,比例 
系数 较 小 ,但 是 当 ?7 一 0 时 这 种 热 容量 最 后 必定 超过 按 指数 函数 减 小 的 热 容 量 
(40.6). 
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现在 我 们 来 建立 适用 于 超 流 费 米 系统 的 格林 函数 数学 方法 @. 

在 $26 中 我 们 曾 看 到 ,用 算 符 术语 表述 时 , 玻 色 系统 中 的 玻 色 — 爱 因 斯 
坦 凝 聚 ,是 由 连结 两 个 状态 的 矩阵 元 存在 不 等 于 零 的 极限 值 ( 当 粒 子 数 У. о 
时 ) 表 达 出 来 的 ,而 这 两 个 态 的 差别 只 是 N 变化 一 个 1. 这 种 论点 的 物理 意义 在 
于 :使 凝聚 体 减 少 或 增加 一 个 粒子 并 不 改变 宏观 系统 的 状态 . | 

在 超 流 费 米 系统 的 情况 下 ,上 述 论点 也 应 适用 于 由 库 珀 对 构成 的 凝聚 体 :在 
凝聚 体 中 变化 一 个 库 珀 对 时 ,系统 的 状态 不 会 改变 . 在 数学 上 ,这 一 点 是 由 两 个 
粒子 淹没 算 符 之 乘积 多 ,(X,) 多 ,(,) 的 矩阵 元 和 与 它 呈 厄 米 - КИН 
生 算 符 之 乘积 多 : (X,) $; (X,) 的 矩阵 元 存在 不 等 于 零 的 极限 值 ( N— o 时 ) 表 


Ф 本 节 中 讲述 的 方法 是 所. П. Горьков 的 工作 (1958). 
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达 出 来 的 . 这 些 矩 阵 元 将 系统 各 “相同 ”状态 联系 起 来 了 ,这 些 状 态 的 差别 仅 在 
于 系统 中 减少 或 增加 了 一 副 粒 子 对 : 
lim (т, NI W(X) W,(X,) Im,N +2) = 
= іа (m,N +21 2 (X,) $; (X,) Im ,М№) "天 0 (41.1) 
以 下 我 们 将 略 去 取 极 限 的 记号 ;为 简单 起 见 , 我 们 也 略 去 对 角 和 矩阵 指标 m, 这 里 
的 m 是 对 不 同 粒 子 数 系统 的 “相同 ” 态 编 号 的 ， 
像 $31 中 的 玻 色 系统 情况 一 样 ,在 超 流 费 米 系 统 的 格林 聘 数 数学 工具 中 ， 
会 出 现 几 个 不 同 的 函数 .除了 通常 的 格林 函数 
iG (Xi, Xs) = (МТФ, (X,) Ф (X,) IN) (41.2) 
之 外 ,还 必须 引入 几 个 “反常 ”函数 ,根据 定义 ， 
iF (ОХ, ,Х,) = (МТФ, (Х,) P,(X,) IN +2), 
У (Х,,Х,) = (N+2IT $ (X) b; (X,) IN). (41.3) 
因为 Fe 和 中 的 每 一 个 函数 都 是 由 两 个 相同 的 算 符 排列 成 的 ,所 以 
F (X ,X,) = -Е,.(Х,,Х,), 
F5S(X,,X,) = 一 下 (X,,X,). (41.4) 
我 们 提醒 一 下 ,根据 统计 学 基本 原理 ,不 论 按 封闭 系统 定 态 的 精确 波 函 数 求 平均 
或 利用 吉 布 斯 分 布 求 平均 ,统计 平均 的 结果 都 一 样 . 所 不 同 的 ,只 是 在 第 一 种 情 
况 下 平均 结果 用 能 量 E 和 粒子 数 N 表达 ,而 在 第 二 种 情况 下 是 用 7 和 表达 
的 . 对 于 本 节 今 后 的 讨论 来 说 ,第 一 种 方法 更 方便 . 
在 $39 所 研究 的 费 米 气体 模型 中 ,束缚 对 都 处 于 单 态 .束缚 对 的 产生 算 符 
矩阵 元 或 淹没 算 符 矩阵 元 的 自 旋 依赖 关系 ,归结 为 单位 反对 称 旋 量 : 


0 1 
= | (41.5) 
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因此 我 们 把 函数 (41.3) 写成 @ 

F s =Е.Е(Х,,Х,), Fs=agoa F (X, ,X;). (41.6) 
ЮН (41.4) Ç, РЖ F* 5 X, ЯХ, 是 对 称 的 .但 是 非 铁 磁 系统 的 格林 函数 
Ce 的 自 旋 依赖 关系 ,可 化 为 Gs =6,,G. 在 宏观 静止 的 均匀 系统 中 ,格林 函数 С, 
严 和 严 * 仅 仅 依赖 于 各 点 的 坐标 差 和 时 刻 差 ( 见 112 页 的 注解 中 ). 


Ф 比较 29 页 的 注解 . 虽然 按 自己 的 自 旋 结 构 来 看 Coe 是 二 阶 混合 旋 重 ,而 函数 Fs 和 Ps 则 分 别 是 
ШЛЮЗ ЖЕ. 
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在 $26 引入 的 函数 印 (X) 具 有 凝聚 体 中 粒子 的 波 函 数 意 义 ,与 此 同样 ,可 
以 把 函数 ТР (Е, г, ;i,r,) 看 作 是 凝聚 体 中 结 成 库 珀 对 的 粒子 的 波 函 数 . 于 是 函数 
Б(Х) =іЕ(Х,Х) (41.7) 
就 是 这 些 库 珀 对 作 整 体 运动 的 波 函 数 . 由 定义 (41.3) ,(41.5) 不 难看 出 ,这 时 
F*(X,X) =" (Хх). З ЕЕ, 函数 与 (X) 归结 为 常数 ;适当 
选择 少 算 符 的 相位 ,可 使 这 个 常数 为 实数 ， 
现在 我 们 来 计算 以 这 种 方式 定义 的 粒子 间 呈 现 弱 吸引 作用 的 费 米 气体 的 格 
Ж. 
海 森 伯 少 算 符 遵从 方程 (7.8). 因为 在 我 们 所 研究 的 气体 中 粒子 间 力 的 作 
用 半径 很 小 ,在 这 个 方程 的 积分 项 中 可 以 取 因 子 罗 (1,r') 在 r=r 点 的 值 ,并 把 
它们 从 积分 号 下 提出 来 ;这 时 方程 取 如 下 形式 了 了、 
i [Z +z) Š, -8 到 фр. (41.8) 
JR ЛЕ ЖЕНЕ Вне Ми: 
а Е РЕЗА +5 T: ГА Ф. (41.9) 
将 表达 式 (41.8) 代 入 微 商 Covat[ (9.5) 式 ] 中 ,得 到 方程 : 


2 у" n 
[is tam t] G. (X X') 








-ig(NIT $; (X) W (X) 更 (X) $ (X') IN) =8,8 (X - X'). 

(41.10) 

[比较 (15.12) 式 ]. 这 里 出 现 四 个 水 算 符 乘 积 的 对 角 和 矩阵 元 ,根据 矩阵 的 乘法 规 

则 ,可 以 分 别 写 成 两 对 算 符 的 矩阵 元 乘积 之 和 . 从 所 有 这 些 乘 积 中 ,我 们 只 保留 
其 中 粒子 数 改 变 为 М+М +2 这 种 跃迁 的 矩阵 元 项 ,而 略 去 其 余 所 有 各 项 : 
(МТУ; р, $, ФМ) (МТУ, ,IN+2) (N+21T $: j: IN) = 

= -F (X,X)F2(X,X') = -8,F(0)F*(X - X') (41.11) 

[在 最 后 的 变换 中 ， 利用 了 表达 式 (41.5)]. 在 物理 上 ,这 一 项 对 应 于 粒子 的 配 

对 ,其 数量 级 与 凝聚 体 密 度 相 同 . 
但 是 我 们 要 强调 一 一 下 ,上 述 做 法 同 在 弱 非 理想 玻 色 气体 的 情况 下 所 作 的 名 
略 有 原则 区 别 . 在 弱 非 理想 玻 色 气 体 中 , 当 了 =0 时 ,几乎 全 部 粒子 都 处 于 凝聚 体 


Ф 01539 一 样 ,我 们 利用 记号 g 作为 耦合 常数 , 它 与 常数 - U, = - j Vd x 相等 . 我 们 把 拉 普 拉 斯 
算 符 写 成 V ДНЕ АНИ. 在 本 节 和 下 一 节 中 ,我 们 取 正 = 1. 
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中 ,仅仅 由 于 粒子 的 微弱 相互 作用 而 出 现 非 凝 聚 粒子 ,其 数量 颇 少 . 在 费 米 系统 
的 情况 下 ,恰恰 相反 ,凝聚 体 本 身 是 由 于 粒子 的 微弱 相互 作用 才 出 现 的 ,因此 它 
只 包含 少 部 分 粒子 . 换言之 ,在 作 (41.11) 式 的 代 换 时 被 舍 去 的 项 是 不 少 的 , 它 
们 多 于 保留 的 项 . 此 时 被 舍 去 的 项 只 对 计算 系统 基态 能 级 的 修正 有 用 ,在 此 我 们 
并 不 感 兴趣 ,但 是 这 些 保 留 项 将 导致 本 质 上 一 种 新 的 效应 一 一 改变 能 谱 的 性 质 
(对 此 可 比较 154 页 的 注解 ). 

经 (41.11) 式 的 代 换 之 后 ,方程 (41.10) 可 化 为 如 下 形式 : 


(1-2 ++] ссх) +gEF` (X) = 5% (X) (41.12) 


ГАО ХХХ, RISE X (41.7) ,常数 i(0) 用 局 表 示 ], 这 里 包含 
两 个 未 知 函 数 G( X) 和 F° (X) ,因此 为 了 算出 这 两 个 函数 必需 再 有 一 个 方程 . 
我 们 算出 微 商 
,OF (XX ) 
ді 
便 得 到 这 个 方程 ;这 里 没 出 现 含 8 В sss s sS ,因为 函 
数 F(X-X')[ 与 函数 Gs(X-X') 相 反 ] 当 t=t' 时 是 连续 的 D. 把 (41.9) 式 代 
入 上 式 , 并 像 (41.11) 式 一 样 重新 将 凝聚 项 分 出 来 ,最 终 我 们 得 到 方程 
(i -У и) F (х) +gE` С(Х) =0, (41.13) 
其 中 包含 (41. 12) 式 中 同样 的 两 个 函数 СЯ Е ЕХЕ E 1 38 H 
这 两 个 函数 (但 是 为 了 计算 ,还 需要 用 同样 方法 再 导出 一 个 方程 ). 
我 们 把 这 两 个 方程 变 到 动量 表象 ,这 里 仍 用 通常 方法 引进 傅 里 叶 分 量 C(P) 
#1 F* (P): 


эф: а 


- (+ 2 r= #0 |м), 


(e -m,)G(P)+gEF'(P)=1, 
(w +m,)F* (Р) +88" С(Р) =0. 
ЖФ Р = (о,р), т, =P /2m - p. №№ ҶіЕЊ, H + F* ( X) B BS 3 , ЕН 
分 量 也 是 偶 函 数 :F* (Р) =Е'(-Р). 
由 两 方程 消去 函数 К" , 便 得 出 6 的 方程 : 
(wo – т - А?) С(Р) =o +m,, (41.15) 


(41.14) 


其 中 引入 了 记号 
À =z|Z!. (41.16). . 


@ 只 要 采用 类 似 于 在 59 中 对 СЕ И b РМ, ЕЕ ЖИМ, (1,г) 与 
Tp (区 7) 是 反对 易 的 ,就 很 容易 证 明 这 一 点 . 
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:方程 (41.15) 的 形式 解 : 
@) +7, u 0 


G( P) сес) ЧР: (41.17) 
式 中 se(p) = VA +m, ,и, 和 vw, НАЗ (39.13) H. 从 此 可 以 看 出 ,由 格林 函数 
的 正极 点 所 确定 的 元 激发 谱 由 函数 a(p) 给 出 , 即 我 们 又 得 到 (39. 20) 式 的 结 
果 . 同时 我 们 也 看 到 ,能 隙 A 和 库 珀 对 作 整 体 运动 的 凝聚 体 波 函数 的 模 , 原 来 是 
彼此 成 比例 的 两 个 量 . | 
但 是 CE(P) 的 表达 式 (41.17) 还 是 不 完全 的 ,因为 式 中 没有 确定 环绕 极点 的 
方式 . 换 句 话说 ,函数 G 的 虚 部 仍旧 是 不 确定 的 ;这 一 部 分 含有 8 函数 5(0 + 
es) ,因此 在 方程 (41.15 ) НВ о? - = 时 就 被 消去 了 . 
М Т=0 时 ,环绕 极点 的 规则 ,可 采用 将 表达 式 (41.17) 与 展开 式 (8.7) 作 直 
接 对 比 的 方法 建立 起 来 :在 极点 为 正和 极点 为 负 的 各 项 中 ,需要 将 变量 分 别 换 成 
w+i0 о -0; 于 是 (41.17) 式 取 如 下 形式 ; 
2 
о" 
w + т, 
(oe +i0)(o +ë -i0) 
现在 从 (41. 14) 的 第 二 个 方程 将 F* 表示 出 来 ,我 们 得 到 : 
-&85° 


(41.18) | 


F (ор) =) сок OD) Ка) 
另 一 方面 ,按照 定义 则 有 

1 "s Ы - = [ Г dod 

Е* = F*(X =0) [+ (Р) А. (41.20) 


将 (41.9) 式 代 人 上 式 , 在 上 半 平 面 内 用 无 限 远 半圆 来 封闭 围 道 以 实现 对 dw 的 
积分 ,此 后 通过 极点 w = е 上 的 留 数 将 积分 表达 出 来 . 约 去 入 ' 之 后 ,最 终 我 们 便 
得 出 确定 A, 的 等 式 (39. 16). 
T 0 时 , 求 格林 函数 的 虚 部 比较 复杂 . 为 建立 对 变量 o 具有 正确 解析 性 质 
的 函数 G(w,p) ,我 们 首先 写 出 推迟 函数 G'(o p) ; 它 在 上 半 平 面 内 应 当 是 解析 
函数 ,因此 在 (41.17) 式 中 把 w 换 成 w+i0 即 可 得 出 . 这 个 函数 的 虚 部 : 
Im С“ = -7[ud(w – є) +s 8(@ +=) |. 


待 求 函 数 G 的 虚 部 ,可 由 上 式 并 利用 公式 (36. 14) 得 出 ,根据 (36. 14) 式 ， 
Im С(о,р) = tanh На С"(о,р) = 


= – (1 -2n,) [и 5 (шо -2) -s8(o@ +e)], 
式 中 п, 是 费 米 分 布 函数 (39. 14) ( 利用 此 公式 ,我 们 便 可 以 从 按 系统 已 给 的 定 
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态 求 平均 过 渡 到 按 吉 布 斯 分 布 求 平均 ). 具有 这 个 虚 部 的 函数 G 可 写成 如 下 形 
Ж. 
С(о,р) -—* — in, [ u; SC(w - е) - 25(0 +e)], 


(41.21) 
现在 我 们 求 得 函数 F` (о,р) № 


F'(o,p) =Р*(ю,р) т.о - 


其 中 第 一 项 对 应 于 了 =0 的 函数 (41.19). 将 此 表达 式 代 入 (41.20) 式 并 进行 积 
分 ,我 们 便 回 到 确定 4(7) 的 方程 (39.15). 

方程 (41.14) ,可 类 似 于 超 流 玻 色 系统 的 方程 (33.7) 表示 成 费 曼 图 形式 . 这 
时 函数 C, 下 和 到 将 用 同 (33. 6) 中 一 样 的 图 元 素 一 单 向 和 双向 箭头 表示 出 
来 . (41.14) 式 的 两 个 方程 可 写成 : 


вА - в) +8(w+e)], (41.22) 


P (41.23) 


其 中 细 箭 头 对 应 于 因子 iG?) (Р) ,G (P) 是 理想 费 米 气体 格林 函数 . 人 射 和 出 
射 于 顶点 的 波纹 线 分 别 对 应 于 因子 ВЕ 和 - igE7` .将 (41.23) 式 与 (33.7) 式 进 
行 比较 ,我们 看 到 iz, - ig" 这 两 个 因子 对 应 于 自 能 函数 iX, TI uy, , tb PER E: 
说 ,它们 是 这 两 个 量 的 一 级 近似 . 应 当 指出 ,新 的 图 元 素 (双向 箭头 和 波纹 线 ) 只 
限于 超 流 费 米 系统 的 图 技术 这 一 特殊 性 ;与 玻 色 系统 情况 不 同 ,这 里 不 出 现 “ 三 
叉 ” 顶 点 . 因此 这 里 图 技术 比 用 于 超 流 玻 色 系统 的 要 简单 得 多 ,并 更 接近 于 “ 通 
常 " 的 图 技术 . 
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在 $41 中 曾 运用 通常 的 <“ 时间” 格林 函数 来 确定 超 流 费 米 气 体 的 能 谱 . 然 
而 ,对 于 解决 更 复杂 的 问题 (首先 是 研究 处 于 外 场 中 系统 的 性 质 ) ,用 温度 格林 
函数 这 一 数学 工具 ( A. А. Абрикосов,Л. П. Горьков ,1958 ) 就 更 为 方便 . 

温度 函数 多 ,6 和 用 于 正常 费 米 气体 时 一 样 ,由 公式 (37.3) 定 义 . 但 温度 函数 


Fo 和 .Fs( 对 应 于 时 间 函 数 ЕЯ Е) 是 用 类 似 于 (41.3) 式 的 公式 来 定义 的 : 
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Я. (TT 3т r.) = > (тм óT Ф 1 m,N +2), 
g" 


а: (42.1) 
9 (ти Г, т, r.) = > (m,N +21 @Т, Ve | т,№). 
这 两 个 函数 的 自 旋 依赖 关系 以 因子 ges[ 与 (41.5) 式 一 样 ] 的 形式 分 离 出 来 由: 
多 = ze, S, = - z... | (42.2) 


同 7—4, ,函数 Я Я НЕЕ тт, -7, 有关, 并 遵从 关系 式 (37.6)( 取 上 面 
#9): О 1. 
Ат) = -9(*т+-т |, Я (т) =-Я [r ++): (42.3) 


因此 ,这 两 个 函数 按 7 展开 的 健 里 叶 级 数 只 包含 育 数 “频率 ”(37.8a) :/, = (25 +1) тТ. 
т =0 时 的 松原 水 算 符 与 1=0 时 的 海 森 伯 算 符 一 致 : 
(r=0,7) = (2: =0,7). 
将 函数 9. 人 的 定义 同 严 , 严 * 的 定义 作对 比 , 因 此 求 得 ; 
.到 0,r;0,r) = 与 (r)， Z (0,r;0,r) =Z * (r). (42.4) 
这 里 应 把 名 理解 为 按 吉 布 斯 分 布 求 平 均 ( 即 用 系统 温度 表达 ) 的 凝聚 体 波 函数 ， 
现在 我 们 证 明 ,如 何 借助 温度 格林 函数 才能 重新 得 出 温度 不 等 于 零 时 的 超 
流 费 米 气体 的 能 谱 . 


像 推导 方程 (41. 12 一 41. 13 ) 一 样 ,我 们 可 以 推导 出 温度 函数 多 ,FZ 和 .的 
方程 .其 中 ,把 对 : 求 微 商 换 成 对 r 求 微 商 ,而 利用 异 于 (41.8 一 41.9)( 其 中 将 让 
换 成 >) 的 方程 来 代替 它们 . 像 (41.11) 式 一 样 ,从 4 个 松原 算 符 乘积 的 平均 值 中 
分 解 出 含有 粒子 数 改变 2 的 跃迁 矩阵 元 的 各 项 . 结果 我 们 得 到 方程 : 


š Е 
(- = + = + +] #(z,rir',r') +gZí(T,r;7' p') = 

= $(т-т’)8(г —- r') (42.5) 
[z + Z +0) (т, r;r',r') - gH @(r,r;r',r') = 0 


2m 


" 转 到 伟 里 叶 分 量 之 后 ,这 两 个 方程 取 如 下 形式 : 


这 ,一 SF(t,,p) = 1, 
(iZ, - m,) (С.Р) +ЕЁ Я (р) = 1 2.0) 


- (iZ, + m,)Z(¿,,p) - 88° 9 (4,,р) = 0. 


Ф 与 (41.6) 式 中 符号 相同 的 情况 不 同 ,定义 式 中 多 与 PF 的 符号 相反 是 合理 的 ,因为 定义 (42.1) 没 
有 (41.3) 式 中 的 因子 i. 
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这 两 个 方程 的 解 ， | 
(Фр) = (42.7) 
Я (¿,,p) s. =F' (i,,p), (42.8) | 


这 里 又 有 e: =? +11, Д =g 和 (而且 这 个 解 是 唯一 确定 的 , 它 根本 不 包含 函数 С 
和 FF!: 中 的 任何 8 ЖЖ. 
确定 能 谱 中 存在 能 隙 的 条 件 , 现 在 可 以 从 如 下 等 式 得 出 : 


E` = Я (т=0,г=0) -r > [р 
或 代入 (42.8) 式 后 ,得 ; I | 
Оту У, агу" ме 
为 实行 对 * 求 和 ,可 用 公式 @: 
Y [(2s+1)2m2 +а*] = 
因而 得 出 与 (39. 15) 相 同 的 等 式 ; 
£| Tum #1. (42.11) 
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1911 年 由 卡 末 林 ， 昂 内 斯 (H. Kamerlingh Onnes) 发现 的 金属 的 超 导 现 象 乃 
是 金属 中 电子 费 米 液体 的 超 流 性 , 它 类 似 于 我 们 在 前 几 节 中 所 研究 的 简 并 费 米 
气体 的 超 流 性 .虽然 ,在 许多 重要 方面 电子 液体 同 费 米 气 体 是 本 质 上 不 同 的 物理 
系统 ,但 是 与 能 谱 性 质 有 关 的 主要 物理 因素 ,在 两 种 情况 下 仍然 是 相同 的 . 现在 
我 们 用 定性 的 方式 讨论 这 样 一 个 问题 :上 边 所 研究 的 模型 究竟 有 哪些 特点 ,可 以 
在 多 大 程度 上 转 用 于 金属 中 的 电子 . 

金属 的 一 个 重要 特性 是 ,其 电子 的 能 谱 是 各 向 异性 的 ,这 与 我 们 所 研究 的 费 
米 气体 具有 各 向 同性 的 能 谱 是 相反 的 . 但 是 ,这 种 情况 并 不 妨碍 库 珀 现象 的 产 
生 , 对 于 后 者 而 言 , 一 个 极为 重要 的 事实 是 :存在 界限 分 明 的 费 米面 (不 论 其 形 
状 如 何 ) ,而 面 上 状态 数 密度 都 是 有 限 的 . 动量 相反 和 自 旋 相反 的 电子 必须 具有 





(42.10) 


Q 为 得 出 这 个 公式 ,我 们 写 出 


1 1 1 ` 1 
(2s +1)2 2 + a? 2а [= ор | š 
=s |, e“ [e "(22 * } (4+1 dy, 
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相同 的 能 量 , 即 两 个 电子 应 同位 于 一 个 费 米面 上 . 这 一 要 求 ,由 于 对 时 间 反 演 的 
”对称 性 而 自然 得 到 保证 .因此 可 以 说 ,由 于 时 间 的 相互 反 演 而 得 出 的 各 态 中 的 电 
子 都 将 配 成 对 . 

下 一 个 问题 是 金属 中 电子 相互 作用 的 符号 问题 . 按 最 简化 意义 可 以 说 ,这 种 
相互 作用 是 由 原子 间距 上 受 屏蔽 的 库仑 排斥 作用 和 通过 晶 格 的 相互 作用 形成 
的 . 后 一 种 相互 作用 ,可 描写 为 交换 虚 声 子 的 结果 ,并 具有 吸引 的 性 质 ( 564). 
如 果 这 种 相互 作用 ” 占 优 势 ” ,金属 在 足够 低 的 温度 下 将 变 成 超导体 . 

重要 的 是 ,通过 交换 声 子 而 相互 作用 的 仅仅 是 处 于 费 米面 附近 p 空间 中 较 
窗 层 内 的 那些 电子 ;这 个 层 的 厚度 ~ ho, 并 小 于 电子 的 化 学 势 (wb 是 晶体 的 
德 拜 频率 ). 因此 , 若 用 弱 非 理想 费 米 气体 模型 去 描述 超 导 性 , 则 需要 将 (39. 19 ) 
式 中 的 截断 参量 5 理解 为 由 : 

£ ~ ho (43.1) 
(做 代替 2-и). 
至 于 说 到 相互 作用 微弱 这 一 假设 ,实际 上 对 于 一 切 超导体 都 有 
T. << ho, <<u. (43.2) 
但 是 , $39 REF E u PB r W Же 是 个 小 量 , 它 使 (39. 19) 式 中 量 纲 为 
1 的 指数 函数 的 值 变 大 . 现在 这 种 要 求 可 表 成 如 下 条 件 : 
In( 玉 wonZ7T ) >>1. (43.3) 
这 里 不 仅 比值 ho, ZT. 要 大 ,而且 它 的 对 数 也 必须 大 . 这 个 条 件 实 际 上 未 能 得 到 
很 好 的 满足 色 . 

考虑 到 金属 中 的 电子 液体 与 弱 非 理想 费 米 气体 模型 的 所 有 实际 差别 , 超 导 
理论 就 变 得 非常 复杂 了 .但 同时 发 现 , 基 于 上 述 模型 的 简单 理论 ,已 经 在 许多 方 
面 对 超 导体 的 性 质 不 仅 定 性 地 甚至 定量 地 作出 很 好 的 描述 . 前 面 已 经 提 到 ,这 个 
理论 是 由 Bardeen ,Cooper 和 Schrieffer 建立 的 ;因此 ,把 粒子 间 旦 现 微弱 吸引 作 
用 的 费 米 气体 模型 , 称 作 BCS 模型 . 

上 面 讲 到 的 这 些 都 属于 “普通 的 "或 “低温 的 "超导体 . 1986 年 贝 德 诺 效 (J， 
G. Bednorz) #18] (К. А. Müller) 发 现 新 的 一 类 物质 一 一 高 温 超导体 ”. 这 些 物 
质 多 数 是 铀 稀土 金属 的 氧化 物 , 可 有 高 的 转变 温度 一 一 高 于 100 K, 而 费 米 能 
并 不 高 ,为 1 000 K 数量 级 ,但 是 ,对 这 种 有 趣 现象 现在 尚未 建立 较 完 整 的 理论 、 
甚至 对 超 导 的 相互 作用 本 质 也 不 完全 清楚 . 


344 超 导 电 流 
在 电 中 性 超 流 液体 ( 液 氮 ) 中 有 两 种 运动 ， 


Ф 因而 积分 (39.16) 在 大 动量 时 发 散 的 问题 就 消除 了 (对 照 150 页 上 的 注解 ) 
© 比值 ho, ZT, 大 约 在 对 Pb 为 10 到 对 Al 和 Cd 为 300 的 范围 内 变动 . 
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动 的 两 种 电流 . 超 导 电 流 不 传 热 也 不 伴 有 能 量 耗 散 ,因而 它 能 在 热力 学 平衡 系统 
中 产生 ;正常 电流 与 释放 焦耳 热 有 关 . 我 们 把 超 导 电 流 密 度 和 正常 电流 密度 记 为 
Jj, 和 和 ji; 总 电流 密度 j=j, + 六 

СЕТЕР ИИ ЕО жене ЖЕ 
什么 样 的 特殊 模型 都 能 对 超 导 电 流 性 质 作出 许多 重要 论断 

同 $26 节 一 样 , 我 们 引入 函数 名 (2,7) 的 相位 @. 

与 (tr) = |Zle'°. (44.1) 
ЖЕ, 相位 Ф 梯度 按 (26. 12) 式 确定 超 流速 度 v ,, 与 此 类 似 ,在 超导体 情 
况 下 相位 梯度 则 确定 观测 量 一 一 超 导 电 流 密度 . 由 于 金属 是 各 向 异性 的 ,一般 说 
Ж, ;, 的 方向 与 VG 的 方向 并 不 相同 ,而 这 两 个 矢量 各 分 量 之 间 的 关系 由 某 二 阶 
张 量 确定 .但 是 ,为 避免 非 原则 地 复杂 化 起 见 , 这 里 我 们 只 局 限于 讨论 金属 晶体 
的 立方 对 称 情况 . 

这 时 ,二 阶 张 量 归结 为 一 个 标量 ,而 六 和 VG 之 间 的 关系 归结 为 简单 的 正比 
关系 .我 们 把 它 写成 : 

ў - Zn, УФ. (44.2) 
按 定义 ,这 里 e = - lel 是 电子 电荷 ,m 为 电子 的 真实 质量 . 这 样 定义 的 量 n, (18 
度 的 函数 ) 称 作 超 导电 子 数 密度 ;该 量 在 这 里 所 起 的 作用 ,类 似 于 液 氮 中 的 超 流 
分 量 密度 . 我 们 强调 一 下 ,n, 与 库 珀 对 凝聚 体 密度 绝 不 是 一 回 事 , 正 像 液 氮 中 p, 
不 同 于 凝聚 体 原子 密度 @. 

公式 (44.2) [ 同 液 氢 的 公式 (26. 12) 一 样 ] 要 求 在 空间 中 相位 的 变化 充分 组 
慢 . 虽然 ,在 玻 色 液体 情况 下 只 要 求 相 位 在 原子 间距 上 缓 变 ,但 在 这 里 要 求 条 件 
明显 更 强 了 . 相干 长 度 ~ №,/Д, 对 超 流 费 米 液体 起 着 特征 线 度 的 作用 ,相位 
5 在 这 个 距离 (大 于 原子 间距 ) 上 应 当 有 小 的 改变 @. 

如 果 超导体 处 于 外 磁场 中 , 则 j, 和 @ 之 间 的 关系 就 复杂 了 ;这 里 ,我 们 研究 
恒定 场 (对 时 间 ) 的 情况 .下 面 , 需 要 对 公式 (44.2) 加 以 必要 的 修改 ,对 此 可 以 从 
理论 的 规范 不 变性 的 要 求 出 发 进行 说 明 . 

这 一 要 求 是 :一 切 被 观测 的 物理 量 , 在 磁场 矢 势 作 规范 变换 ， 
A—A + V x(r) . (44.3) 


Ф (44.2) 式 中 写 出 的 系数 ,在 自由 超 流 费 米 气体 (BCS) 模 型 中 ,可 使 mn, 与 $40 中 算出 的 量 р, 一 
致 .p, 这 样 确定 时 ,电流 密度 j, 应 表达 为 j. =en,w, , 式 中 是 超 流 运动 速度 . ЕТ 与 相位 梯度 的 关系 ,可 
用 等 式 w = (h/2m) У 外来 表达 ;这 里 二 倍 质 量 2m[ 代 换 (26.12) 式 中 的 m] ,是 因为 紫 聚 体 由 成 对 粒子 构 
Ж. 

@ 应 当 强调 ,这 蜂 出 现 的 恰好 是 与 温度 无 关 的 恒定 参量 长 度 如 ;以 后 将 给 出 这 个 判 据 的 严格 论证 
(Ж. $51 的 结尾 ). 
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时 ,保持 不 变 ， нынын 这 时 ,y 算 符 同 波 函数 有 相同 的 变换 
ЖД]: 
多 Yexp (36%) ; 9° — 1° exp ( -x): (44.4) 
式 中 e 是 用 少 算 符 描述 的 粒子 的 电荷 ( 见 第 三 卷 (111.9) 式 )@. 作为 乘积 多 多 
或 罗 ' 的 矩阵 元 的 格林 函数 G(X,X') Я F(X,X') [ik F =: AF3 , 


СОХ, 7) ех [5 [x(r) _x(r') ] | G(X,X') ; 


| (44.5) 
F(X,X')—exp | += [x (r) +х(г') | | F(X,X’). 
此 时 | 
Е =iF(X,X)—exp (5%). 
即 凝 聚 体 波 函数 的 相位 
Ф-Ф (р). (44.6) 


关系 式 (44.2) 对 这 样 的 相位 变换 ,并 非 是 不 变 的 . 为 了 达到 所 要 求 的 不 变 
性 ,此 式 应 增加 一 个 含 磁场 矢 势 的 项 ， 


j, = Zn, [vë - °A] (44.7) 


括号 中 第 二 项 的 二 倍 电荷 ,表示 超导体 的 电子 是 成 对 出 现 的 . 

这 个 表达 式 , 足 以 解释 超导体 的 主要 宏观 性 质 一 一 将 磁场 排出 超导体 之 外 
[3 37 ( Меіззпег) Ж ЛУ ]®. 

我 们 现在 研究 处 于 弱 磁 场 中 的 均匀 超导体 ,这 里 假定 磁场 值 小 于 破坏 超 导 
性 的 临界 磁场 H.. 这 个 条 件 ,消除 了 磁场 对 m, 值 的 重要 影响 . 假设 物体 处 于 热力 
学 平衡 态 ,因此 正常 电流 不 存在 了 , k j, =]. 现在 对 等 式 (44.7) 两 边 施行 Y x 
运算 ,并 注意 V x A =B 一 一 物体 中 的 磁感应 ,我 们 便 得 到 伦敦 方程 : 


2 
A, (44. 8) 
тс 





Ух] = 


Ф 由 于 在 二 次 量子 化 的 哈密 顿 量 (7.7) 中 由 算 符 以 多 (XX) Тр (X) 这 样 一 对 算 符 的 形式 出 现 , 所 
以 作 (44. 3 一 44,4) 的 变换 时 ,上 述 哈密 顿 量 的 变换 ,就 跟 通 常 的 ( 非 算 符 的 ) 波 函数 这 样 变换 时 通常 的 哈 
密 顿 量变 换 一 样 . (44.3 一 44.4) 形式 的 变换 ,实际 上 在 8 19 中 就 已 经 用 过 了 . 

@ 唯 象 超 导体 电动 力学 ,在 本 教程 的 另 一 卷 中 讲述 , 见 第 八 卷 第 六 章 . 

@ 此 后 ,在 本 章 内 各 处 都 做 这 种 假设 ,因此 了 在 这 里 都 是 超 导 电 流 密度 . 
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(Е. London ,H. London 1935 ) Ф. 
这 是 超导体 特有 的 方程 .我 们 再 用 普遍 的 麦克 斯 韦 方 程 : 


v xB =", (44.9) 


У .В=0. (44.10) 
将 (44.9) 式 中 的 了 代入 (44.8) 式 ,并 注意 由 于 (44.10) 式 ,Vx(Vx)B= - AB,+ 
是 得 到 超导体 中 的 磁场 方程 : 
AB =5 `B (44.11) 
式 中 引入 记号 
$? = тс? /4те?п.. (44.12) 
我 们 利用 这 个 方程 来 求 超 导体 内 靠近 表面 处 场 的 分 布 ,而 这 个 表面 看 作 平 
面 ;现在 选取 这 个 平面 作为 yz 面 ,而 x 轴 指 问 物 体内 部 . 根据 这 些 条 件 , 场 的 分 
布 只 与 一 个 坐标 x 有关, 因而 由 (44.10) 式 我 们 有 dB /dx =0; 于 是 从 (44.11) 式 
自然 得 出 В, =0. 方程 (44. 11) 现在 具有 d B/dx” = B/6 的 形式 ,由 此 
B(x) = Фе“, (44. 13) 
式 中 矢量 名 平行 于 表面 . | 
我 们 看 到 , E£ 1⁄5] ОКА УН СРЕ ВСЕХ , НЕ - 6 的 距离 . 这 个 
长 度 是 宏观 量 ,但 小 于 大 尺度 样品 的 一 般 线 度 (6 ~ 10 ”一 10 em) ,因此 磁场 实 
际 上 只 穿 透 很 薄 的 表面 层 . 长度 6 称 作 场 的 伦敦 穿 透 深度 . 应 当 强 调 ,这 个 长 度 
是 一 个 直接 可 测 的 量 , 它 具有 完全 确定 的 意义 ,这 与 参量 n, 的 约定 意义 是 不 
同 的 . . 
但 是 上 面 所 导出 的 结果 ,需要 一 个 重要 的 附加 条 件 . 出 发 的 公式 (44.7) ,只 
在 所 有 的 物理 量 在 空间 作 充 分 缓 变 的 条 件 下 才能 适用 :物理 量 在 其 间 发 生 重 大 
改变 的 特征 距离 ,应 当 远 远大 于 相干 长 度 2,0. 就 是 说 ,在 这 种 情况 下 应 有 
6 >> &.. (44.14) 
当然 ,这 一 要 求 并 不 影响 对 于 从 超导体 中 排出 磁场 这 一 事实 的 证 明 ,因为 假 
如 不 排出 磁场 会 导致 逻辑 上 的 矛盾 . 本 来 ,在 这 种 情况 下 磁场 的 变化 是 非常 缓慢 
的 ,于 是 方程 (44. 11) 就 会 适用 .但 具体 的 方程 (44. 11) 以 及 由 它 得 出 的 场 的 误 
减 规律 (44. 13 ) ,只 当 遵 从 条 件 (44.14) 时 才 成 立 . 
在 超导体 中 , 当 满 足 不 等 式 6 >> 时 , 称 作 伦 敦 情况 ,在 相反 情况 下 当 6 << 
如 时 ,叫做 皮 帕 德 ( Ріррага) 情况 (在 这 种 情况 下 ,磁场 向 超导体 深 处 的 衰减 规律 


Q 上 述 方程 (44.8) 是 Л.Д. НИЕ (1941). 
ФО 我 们 提醒 一 下 ,磁感应 B 本 身 是 按 物 理 无 限 小 的 体积 元 求 平均 的 真实 微观 磁场 强度 ,各 体积 元 
的 尺度 仅 大 于 晶 格 常数 . 
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将 在 $ 52 中 研究 ). 当 ТТ, 时 , 超 导 电 子 密度 n,—0 ,因此 6— c 所 以 在 充分 接 
近 转 变 点 处 ,总 是 属于 伦敦 情况 .但 当 了 IT 一 0 时 ,5 ЖЕ 之 间 的 关系 将 依赖 于 金属 
АЖЖ. 

最 后 ,我 们 还 要 研究 表达 式 (44.7) 的 一 个 推论 , 它 不 依赖 5 和 甸 之 间 的 
жж. 

从 宏观 超导体 电动 力学 我 们 知道 ,如 果 磁 通 量 通过 超 导 圆 环 的 孔道 , 则 这 种 
通 量 在 物体 状态 作 任 意 变化 (而 不 破坏 它 的 超 导 性 ) 时 ,始终 是 不 变 的 ;这 时 假 
定 , 超 导 圆 环 是 大 尺度 的 , 它 的 直径 和 厚度 大 于 相干 长 度 和 场 的 穿 透 深度 . 现在 
证 明 ， 冻 "在 圆 环 的 孔道 里 磁 通 量 值 ,只 能 是 某 一 基本 “ 通 量 量子 "的 整数 倍 
(Е. London ,1954). 

在 物体 深 处 (超出 场 的 穿 透 范围 ) 电 流 密度 j=0; 但 矢 势 不 为 零 一 一 只 是 它 
的 旋 度 即 磁感应 强度 B 等 于 零 . 我 们 选取 任 一 闭合 回路 C, 它 包围 圆 环 的 孔道 并 
在 远离 物体 表面 的 地 方 通 过 物体 的 内 部 ;这 样 选取 ,可 保证 遵从 公式 (44.7) 的 
适用 条 件 一 一 相位 Ф 和 势 4 在 空间 的 变化 充分 缓慢 . 矢量 A 沿 回 路 C 的 环流 
与 通过 回路 平面 的 磁感应 通 量 ( 即 通过 圆 环 和 孔道 的 通 量 Ф) 相等 : 


фа. = | (УхА) “df= |в. деф. 


另 一 方面 ,使 表达 式 (44.7) 等 于 零 ,并 把 它 沿 回 路 进行 积分 ,我 们 得 到 
hc hc 
фа d= фу Ф - 8 = 250. 
式 中 5Ф 是 环绕 回路 时 波 函 数 相 位 的 改变 .但 由 于 要 求 这 个 函数 具有 单 值 性 , 因 
而 相位 的 改变 只 能 是 27 的 整数 倍 . 所 以 我 们 得 出 如 下 结果 : 


ф = no, , bo = Te =2 x107 Gs • ст? (高 斯 .' 厘米?). (44.15) 


ХФ п Е.ф, 值 是 基本 磁 通 量子 . 

磁 通 量 的 量子 化 也 有 另外 一 方面 的 涵义 : 它 将 导致 总 电流 J 发 生 离 散 值 ,而 
J 在 无 外 场 时 可 以 流 过 超 导 环 . 事实 上 ,电流 J 了 产生 通过 圆 环 孔道 的 磁 通 量 ,其 
值 等 于 LJ/e, 这 里 工 是 目 感 系数 .使 这 个 通 量 等 于 nó, , 便 求 得 电流 的 可 能 值 ， 











_ cj, _ The. 
J = г" (44. 16) 
与 磁 通 量子 相反 ， 总 电流 量子 "同上 自 感 了 一 起 依赖 于 圆 环 的 形状 和 大 小 . 
м 


试 求 磁场 中 半径 为 尺 <<6 ЖЕНЯ. 


Ф ”例如 ,在 周期 系 的 过 渡 族 纯 金 属 及 某 些 中 间 金 属 化合 物 中 ,在 整个 温度 范围 内 都 发 生 伦 教 情况 . 
在 非 过 渡 族 纯 金属 中 ,远离 T. 时 发 生 皮 帕 德 情况 . 
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解 : 当 愉 <<8 时 ,可 以 认为 球 内 酸 场 是 恒定 的 ,并 等 于 外 场 包 .如 果 选 取 夭 
#2 А =1⁄2 $ xr, 则 可 简单 取 
ј = -(ne/mc)A, 
[Ар (44.7) фт Ф =0];iZ B , & sk k m k b Z ЕЖА 6 M К (n -j=0) 
УЛАН АКА] 5. B 2E SJ 24 F An. 2 3 H ; 


Jr 
2c 


活 球 的 体积 求 积分 后 , 便 得 





$45 金 兹 堡 - 朗 道 方程 


描述 磁场 中 超导体 行为 的 完整 理论 ,是 非常 复杂 的 .但 是 在 相 变 点 附近 的 温 
度 范围 内 ,情况 就 大 大 简化 了 . 这 里 ,有 可 能 建立 不 仅 适 用 于 弱 磁 场 也 适用 于 强 
磁场 的 比较 简单 的 方程 组 出. 

在 明道 第 二 级 相 变 的 一 般 理 论 中 ， 非 对 称 " 相 与 “对 称 " 相 的 区 别 是 用 序 
数 描述 的 ,此 参数 在 相 变 点 变 为 零 ( 见 第 五 卷 8 142). ое 
目 然 就 是 凝聚 体 波 函数 Z. 从 原则 上 看 ,为 避免 不 必要 的 复杂 化 ,我 们 把 金属 晶 
ee $ 44 ee 





s, I nus n kitip = n,/2. озган 
相位 与 函数 Z 的 相位 相同 : 


у = x е®. | (45.1) 
超 导 电流 密度 (44.2) , N 表达 时 可 ЕР, 
уфе Ay Vy vy). (45.2). 
а ие 由 能 表达 成 函数 (г) 的 泛 函 . 根据 朗 道 理论 的 
一 般 原理 ,将 自由 能 密度 在 相 变 点 附近 按 微小 的 序 参数 y 及 其 对 坐标 微 商 的 短 
展开 , 便 可 得 到 这 个 表达 式 . 下 面 我 们 首先 研究 无 磁场 情况 下 的 超导体 . 
序 参数 y 就 其 本 身 的 意义 来 说 ,是 与 格林 函数 F(X,X) = - Z( X) IÑ HI 


的 量 , 它 不 是 单 值 函数 :因为 函数 F(X,X) 是 由 两 个 和 算 符 构 成 的 ,所 以 任意 改 


Q 下 边 所 叙述 的 理论 ,属于 金 效 堡 (B. Л. Гинзбург) #0 Л. Д. 朗 道 1950 年 的 工作 . 绝妙 的 是 ,这 个 理 
论 在 超 导 性 微观 理论 出 现 以 前 就 已 经 用 唯 象 方法 建立 起 来 了 . 
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变 这 两 个 算 符 的 相位 ,如 多 一 ee” ,都 将 使 函数 下 的 相位 改变 о. 当然 ,物理量 
不 应 当 依 赖 于 这 种 任意 性 ,也 就 是 说 ,它们 对 于 复 序 参数 的 变换 уфе“, м 
是 不 变 的 .有 这 一 要 求 ,就 消除 了 自由 能 展开 式 中 几 的 奇 次 方 项 . 

这 个 展开 式 的 具体 形式 ,是 按照 第 二 级 相 变 普遍 理论 ( 见 第 五 卷 $ 146) 中 
的 同样 理由 建立 起 来 的 . 这 里 不 再 重复 这 些 讨论 ,我 们 直接 写 出 超导体 总 自由 能 
的 如 下 展开 式 人 @; 


2 2 b 4 
F=F,+ | [221941 жац!" +" lay, (45.3) 


其 中 F, 是 处 于 正常 态 ( 即 w=0 时 ) 的 自由 能 ;6 是 只 与 物质 密度 有 关 ( 而 与 温 
度 无 关 ) 的 正 系数 ;a 值 与 温度 的 关系 有 如 下 规律 : 
a=(T-T)a, (45.4) 

并 在 相 变 点 变 成 零 ; 根 据 超 导 相 对 应 于 7T<7, 的 范围 ,所 以 系数 a >0;(45.3) 式 
中 19 yw1? 的 系数 是 这 样 选 定 的 :使 电流 具有 表达 式 (45.2) 的 形式 ( 见 下 面 )@. 
在 (45.3) 式 中 只 出 现 消 的 一 阶 微 商 ,这 与 % 在 空间 作 充分 缓 变 的 假设 有 关 . 

对 于 均匀 超导体 来 说 ,在 无 外 场 的 情况 下 ,参数 少 与 坐标 无 关 . 这 时 ,表达 
式 (45.3) 可 化 为 


F=F, +aViyi’ + lp. (45.5) 
4 Т<Г, В}, Г 的 平衡 值 决定 于 此 表达 式 最 小 值 的 条 件 : 
Ш? = = a (er (45.6) 


即 与 温度 有 关 的 超 导 电 子 密 度 在 相 变 点 按 线性 规律 变 成 零 . 
将 (45.6) 式 的 值 代 回 (45.5) 式 ,我 们 便 求 得 超 导 态 和 正常 态 自由 能 的 差 : 


2 
Е. -Е, = С (45.7) 


将 此 式 对 温度 求 微 商 , J Tü 3R НА, АЕ X. B| 3R tH ZE 38 3E JS ПО А 25 ОК 
$. 


Q 我 们 只 提醒 一 下 ,这 里 写 出 的 梯度 项 的 形式 与 假定 晶体 具有 立方 对 称 性 有 关 . 在 较 低 对 称 性 的 
情况 下 ,这 一 项 就 会 有 更 一 般 的 由 微 商 Oy/9x; 构成 的 二 次 形式 . 

”这 种 选择 (其 中 包括 视 m 为 电子 的 真实 质量 ) ,当然 没有 什么 深刻 意义 ,其 约定 性 与 (44.2) 式 中 
定义 n, 的 情形 是 一 样 的 . 

图 Ж? =p,/2m 的 公式 (45.6) 和 热 容量 跃 变 公式 (45.8) 与 BCS 模型 中 相同 量 的 公式 (40. 16) 
和 (40.11) 作 对 比 , 便 可 以 求 出 这 个 模型 中 的 系数 a 和 b( Л. П. Горьков ,1959 ) ; 

a=6m T. ./T£(3)u =T.04 xT /mm, b=aT,./n. 
这 里 利用 了 粒子 数 密度 n=p/m ХИ (М T =0 时 ) 与 理想 气体 边界 动量 的 关系 ，: 
n=p3/3m В, ш = р2/2т. 
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=. s (45.8) 
在 相 变 点 附近 , 差 式 (45.7) 乃 是 自由 能 的 小 附加 量 . 根据 小 附加 量 定理 (第 五 卷 
$ 15) (表达 成 温度 和 压强 的 函数 以 代替 温度 和 体积 的 函数 ) 给 出 热力 学 势 的 差 
Ф, - @$,. 另 一 方面 ,根据 超导体 热力 学 的 一 般 公 式 [ 见 第 八 卷 (55.7) 式 ] ,这 个 
3 Ej – VH /8= 的 值 相同 ,其 中 .是 破坏 超 导 性 的 临界 场 , 因此 ,我 们 求 得 在 相 
变 点 附近 临界 场 的 温度 依赖 关系 的 如 下 规律 由 ， 
н, = (299) (ата) (т л). (45.9) 
在 有 磁场 的 情况 下 ,自由 能 表达 式 (45.3) 应 当 在 两 个 方面 加 以 改变 . 第 一 ， 
需要 给 被 积 式 增加 一 项 磁场 能 密度 В'/Зт( X B B = V x Á 是 物体 中 的 磁感应 
强度 ). 第 二 ,需要 改变 梯度 项 ,以 满足 规范 不 变性 的 要 求 . 在 上 一 节 里 曾经 证 明 ，, 
这 个 条 件 将 使 凝聚 体 波 函数 的 相位 梯度 V Ф 必须 代 之 以 差 V Ф - (2еА/ћс). #E 


此 ,是 指 需要 作 如 下 代 换 : 
Уф =ef*V jl +шУ ФУ j -TAy, 


因此 ,我 们 得 出 如 下 的 基本 表达 式 : 





a +> yl ay. 
(45.10) 

(是 无 磁场 时 处 于 正常 态 的 物体 的 自由 能 ). 应当 强 调 ,这 个 表达 式 中 的 系数 
2ie/hc 不 再 有 任意 性 (与 上 边 指 出 的 系数 产 /4m 的 选择 具有 约定 性 不 同 ). 式 中 
的 二 倍 电子 电荷 是 库 瑾 对 效应 的 结果 ( 克 . П. Горьков ,1959 ) ;当然 ,这 个 系数 不 
可 能 用 纯 唯 象 方法 确定 出 来 . 

现在 ,为 寻求 用 以 确定 超导体 中 波 函 数 少 和 磁场 分 布 的 微分 方程 ,我 们 取 
作为 三 个 独立 消 数 :y,y" 和 4 的 泛 函 的 自由 能 极 小 值 . 

复 量 y 是 两 个 实 量 的 集合 ;因此 ,在 取 变 分 时 需要 把 yy 和 yw' E Ehr PR 
ЗК. 将 积分 对 由 " 取 变 分 ,并 把 (Vy - 21еА/ћс) V 8y 项 的 积分 作 变换 后 进行 分 
部 积分 ,我 们 得 到 : 


Ф 在 BCS 模型 中 : 
Н, =2.44(трр/ №) (Т.-Т), Ш ТТ, BF; 
我 们 再 得 出 这 个 模型 中 的 了 =0 ВН, 18: 
Н, =0. 997. (тр:/ В)". 
[使 (40.9) 式 的 能 量 差 等 于 - VH2 /8= 即 得 到 此 值 ]. 
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ФЕ = | | А [v 26а) у нарв артар» 


й. (уу -ay ) ow . df. (45.11) 


第 二 个 积分 是 沿 物体 表面 取 的 . 令 SF =0, 对 于 任意 的 wy” ,作为 体积 积分 等 于 
零 的 条 件 ,我 们 得 到 如 下 方程 : 


= ( - ih v - ZA) уча +6 УЕ = 0 (45.12) 


(再 把 积分 对 y БОКУ, 38 48 Т ËJ ЕЗБЕ, SE E АН fE fu] 38 B) 45 
果 ). 
同样 地 ,把 积分 对 A 取 变 分 可 得 到 麦克 斯 韦 方 程 : 


v xB = 27, (45.13) 
其 中 电流 密度 由 下 式 给 出 : 
ей, . я 2е? à | 
J = -am Уу-уУу )- 1 А. (45. 14) 


此 式 与 (44.7) 式 是 一 致 的 (我 们 写 出 j 以 代替 j,, 因 为 在 热力 学 平衡 时 不 存在 正 
常 电流 ). 应 当 注 意 ,由 (45.13) 式 得 出 连续 性 方程 9V， j=0; 考 虚 到 方程 
(45.12) ,下 接 微分 (45.14) 式 也 可 以 得 出 这 个 方程 . 

方程 (45.12 一 45.14) 组 成 了 完整 的 金 兹 堡 — 朗 道 方程 组 . 

这 些 方程 的 边界 条 件 , 可 根据 变 分 SF 中 沿 物体 表面 的 积分 等 于 零 的 条 件 
得 出 . 因此 ,由 (45.11) 式 便 得 到 边界 条 件 : 


п. [ -ih v p -ay ) =0, (45.15) 


式 中 站 是 物体 表面 的 法 向 矢量 . 应 注意 ,由 于 这 个 条 件 ,(45. 14 ) 式 的 电流 法 向 
“分量 当 然 也 应 当 变 为 零 : - j = 09%. 


Ф 在 (45.15) 式 的 边界 条 件 下 ,yy 本 身 并 不 变 成 零 ,看 来 对 于 物体 边界 上 的 波 函 数 来 说 ,当然 应 该 
如 此 , 这 种 情况 与 下 述 原 因 有 关 : 实 际 上 yy 只 在 距 表 面 为 原子 尺度 的 距离 上 才 变 到 零 ; 其 实 , 这 样 的 距 高 
ЕФ ~ 朗 道理 论 中 是 看 作 可 以 忽略 的 小 量 .( 详 见 P. G, 德 让 《金属 与 合金 的 超 导 性 》, 俄 文 版 为 Ie 
Жен. Сверхпроводимость металлов и сплавов. ~ м. : мир,1968 ‚с. 230 —232. ) 

这 里 导出 的 条 件 (45.15) ,实质 上 适用 于 超导体 与 真空 的 边界 . 此 条 件 对 于 超导体 与 电介质 的 边界 仍 
ЖНЖ ,但 对 于 不 同 金属 (其 中 ,一 个 是 超 导 金 属 , 另 一 个 是 正常 金属 ) 之 疤 的 分 界面 是 不 适用 的 一 一 在 这 
个 条 件 中 没有 考虑 超 导 电 子 对 正常 金属 的 局 部 穿 透 效 应 . 在 这 种 情况 下 , (45.15) 式 需要 换 成 与 n -j=0 
相 容 的 具有 更 一 般 形式 的 条 件 ; 


п. [ -Vay | =- 二. (45.15a) 
式 中 入 是 实 常数 (具有 长 度量 岗 ) ;但 是 对 这 个 常数 的 估计 , 则 要 求 更 详细 的 微观 的 探讨 . 
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至 于 场 的 边界 条 件 , 则 根据 方程 (4$. 13 ) ,并 考虑 在 整个 空间 (一 直到 物体 
表面 为 止 ) 电 流 密度 j 的 有 限 性 ,可 得 出 磁感应 强度 切 向 分 量 В, 具有 连续 性 . Е 
从 方程 

У. В =0 
得 出 磁感应 强度 法 向 分 量 В, 的 连续 性 . 换言之 ,边界 条 件 要 求 整个 矢量 B 是 连 
ВЕН. 

在 弱 磁 场 中 可 以 忽略 磁场 对 1y1 ”的 影响 ,并 认为 (45.6) 式 的 ly1 在 物体 
各 点 等 于 常数 值 .于 是 把 (45. 14) 式 代 和 (45. 13 ) 式 (随后 对 方程 两 边 施 行 V x 
运算 ) 便 得 到 伦敦 方程 (44.11) ,其 中 穿 透 深 度 

тс? Ь | = тс? Ь 1/2 
18те 1а! Зтеа(Т, - T) 

В ЕК ЕР, в - 开道 方程 还 包含 一 个 特征 长 度 : 无 磁场 时 序 参数 y 
的 涨 落 关 联 半径 ;我 们 把 它 记 为 E(7T). 根 据 已 知 的 涨 落 理论 公式 ( 抑 第 五 卷 
$ 146) ,此 半径 可 用 上 自由 能 (45.3) 中 的 系数 表达 出 来 : 

h h 
ЁТ) лег ста) Ст туй" 
<; 2 – 表 道 方程 所 描写 的 序 参数 yy 和 磁场 发 生 重 要 变化 的 距离 ,其 数量 
级 由 特征 长 度 (45. 16—45. 17) E. 这 时 ,一 般 来 说 6 是 磁场 的 特征 长 度 ,而 
é(7T) 是 由 分 布 的 特征 长 度 .这 两 个 长 度 应 当 远 远大 于 “束缚 对 尺度 ”é,, 以 满足 
所 有 物理 量 在 空间 作 充 分 缓 变 的 假设 . 因为 当 按 (7 — T) -一 的 规律 趋 于 相 变 点 
时 这 两 个 长 度 增 大 ,所 以 在 相 变 点 附近 ,一 般 地 说 这 个 条 件 可 被 满足 ( 见 下 文 ). 

在 所 讨论 的 理论 中 , 金 兹 堡 - 朗 道 参数 起 着 重要 作用 , 它 定 义 为 上 述 两 个 长 

度 之 比 .是 与 温度 无 关 的 常数 ; 
_6(7) meb122 
ТЕСТ) (отек | 
按 数量 级 来 说 ,k - 6 7/£ ХЕ 是 相干 长 度 (39.21) ,5, 为 绝对 零度 时 伦敦 穿 
透 深度 . 同时 我 们 还 指出 ,公式 


к = =2V5 6н, (туг? (Т) (45.19) 


是 借助 (45.9) 和 (45. 16) 式 得 出 的 ,x 是 直接 通过 观测 量 表达 的 . 

各 方程 的 形式 已 经 建立 ,我 们 现在 来 讨论 它们 的 适用 范围 . 

从 低温 方面 来 看 ,方程 的 适用 范围 无 论 如 何 要 受 条 件 T. — T << T. 的 限制 ， 
这 也 是 把 序 参数 视 为 小 量 的 条 件 ,因而 是 把 自由 能 进行 全 部 展开 的 基础 . 这 个 条 
件 保证 了 遵从 不 等 式 E(T) >>, НВ < 值 小 的 超导体 而 又 遵守 不 等 式 





(45.16) 


(45.17) 


(45.18) 
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5(Т) >> 句 的 情况 下 ,条 件 是 比较 苛刻 些 山 ;在 这 些 情 况 下 ,从 不 等 式 86 >> é, 可 
得 到 如 下 条 件 : 
T. -7 了 <<“ 7. (45.20) 

从 7 一 了 .方面 来 看 ,方程 的 适用 性 只 受 朗 道 的 相 变 理论 一 般 适 用 条 件 的 限 
mi) ,这 个 条 件 与 序 参数 涨 落 的 增 大 有 关 . 然而 ,此 时 这 个 条 件 是 非常 弱 的 . 实际 
上 ,用 展开 式 (45.3) 的 系数 可 以 把 条 件 表达 成 如 下 不 等 式 : 

БТ? 

а( H° /т)? 
(АЖ (146. 15 ) ) . 例如 ,借助 BCS 模型 中 的 上 和 о 值 估算 不 等 式 右 边 的 表 
达 式 ,得 : 


T. - T >> 


人 
(Т -Т)/Т, >> TA. (45.21) 


H ЕНИН Тиш ~ 10 7° —10 “非常 小 ,可 以 认为 实际 上 一 直到 相 变 点 都 满足 这 个 
条 件 . 而 超 导 相 和 正常 相 之 间 的 第 二 级 相 变 的 涨 落 区 实际 上 是 不 存在 的 . 


习 题 


有 厚度 为 d << £ ,6 的 平面 膜 , 求 平 行 于 平面 膜 并 可 使 超 导 性 遭 到 破坏 的 磁 
场 的 临界 值 (B. JI.  &&,Л.Д. 朗 道 ,1950 )@. 

解 :我们 选取 膜 的 中 间 平 面 作为 xz 面 , 其 中 x 轴 洛 磁场 方向 . # p B = B. (у) 
(ОФА у 轴 变 化 ) 的 方程 (45.13) 中 ,可 以 认为 由 = 常数 . 于 是 电流 表达 式 
(45.14) 中 的 第 一 项 消去 了 ,因而 对 (45. 13) 式 施行 Vx 运算 便 得 到 方程 
B"=0B/6 ,其 中 0=y/Yo,W6=1al/6, 这 个 方程 对 yy 的 对 称 解 : 


а сов (у0/5) "f y - (4/2)? 2 
В(у) =9 (20725) $|! + 29° е | 


(Охи). 这 个 场 对 应 于 电流 的 分 布 
аи 2 
但 方程 (45.12) 中 ,对 yy 的 依赖 关系 不 能 完全 忽略 ,因为 小 的 微 商 6: 炎 /ay 
在 这 里 实际 上 要 乘 以 h/mlal ~ 双 , 因 而 具有 大 的 因子 (&/d) (由 于 条 件 d << 
£) ;此 时 在 这 个 方程 中 却 可 以 忽略 势 4=4.(y) ,因为 它 将 导致 小 量 d/e 的 更 高 
次 项 .为 了 避免 研究 上 几 对 y 的 依赖 关系 ,我 们 把 方程 (45. 12 ) 对 膜 的 厚度 求 平 
均 ; 这 时 对 y 的 微 商 由 于 膜 表 面 上 的 边界 条 件 aw/oy =0 而 消失 了 . 再 注意 ， 





Ф 作为 例子 ,我 们 引用 几 个 纯 金 属 的 < 值 :Al 一 0.01 ,Sn 一 0,. 13 ,Hg 一 0.16 ,Pb 一 0.23， ` 
© ”关于 小 球 的 同样 问题 М $47. 
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| И 4 


因为 函数 沙 的 相位 与 :有 关 ( 以 及 由 的 梯度 与 电流 的 联系 ), 所 以 用 小 约 简 后 ， 
得 : 





m j 2 
а +bl l =0. 
4e l 12 " ы 
式 中 
25 1 4/2 ге $? 
六 = 一 "Чу = 
J T|: У 3(08T)284 


再 利用 表达 式 (45.9) 和 (45.16) , 便 得 到 方程 


1 бау? yl 
(а) и уі ` 
АЖЖ T B 1 Ф ИДЕ. р ЕЛА, 3& Z BR 65 К 83248 Н. Е БХХ 
度 超导体 的 临界 场 H. 的 关系 有 如 下 等 式 ; 

H! = ./24 H ë/d. 

在 我 们 所 研究 的 条 件 下 ,磁场 破坏 超 导 性 是 借助 于 第 二 级 相 变 ,因为 随和 岛 
连续 增 大 时 由 就 变 成 霍 . 这 是 完全 自然 的 ,因为 d<<8 时 磁场 实际 上 会 穿 透 超时 
膜 , 所 以 不 存在 发 生 第 一 级 相 变 的 原因 ,而 这 第 一 级 相 变 恰恰 是 场 突然 穿 透 物体 
时 发 生 的 . 
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Ф -明道 方程 还 可 以 用 来 计算 同一 金属 样品 中 的 超 导 (s) 相 和 正常 
(n) 相 边界 上 的 表面 张力 (B. Л. 2 Л. Д. 朗 道 ,1950) ,将 表面 张力 与 描述 物 
质 体积 性 质 的 量 联系 起 来 . 应 注意 ,这 种 边界 存在 于 磁场 中 处 于 所 谓 中 间 态 的 金 
属 样 品 之 中 ,因为 两 相 的 一 切 区 别 归 结 为 :其 中 一 相关 0, 而 男 一 相 w 业 =0, 所 以 
它们 之 间 的 转变 是 在 某 一 层 内 连续 完成 的 ,因而 可 用 金 兹 堡 - 朗 道 方程 描述 , 方 
程 的 边界 条 件 只 适 于 这 个 层 两 边 的 大 距离 上 . | 

我 们 现在 来 研究 金属 的 n 相 和 s 相 之 间 的 平面 分 界面 . 选取 这 个 界面 作为 
yz 面 ,使 x 轴 指 向 s 相 的 深 处 ;因而 两 相 中 所 有 物理 量 的 分 布 只 与 坐标 x 有 关 . 
场 的 天 势 的 选取 仍然 是 非 单 值 的 ,使 它 遵 从 Y .4 =0 这 一 规范 ;在 我 们 所 研究 
的 情况 下 ,这 是 d4./dx =0, 由 此 看 来 ,可取 A, = 0. 根据 对 称 的 理由 ,显然 矢量 A 
处 处 都 位 于 同一 个 平面 内 ; 令 此 面 为 xy 平面 ,所 以 4,=4, 于 是 磁感应 强度 矢量 
位 于 xz 平面 内 ,而 且 | 

В= В, = А’ (46.1) 

( W KR а 的 微 商 ). 
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НАХ ,我 们 把 方程 (45. 13) 重 新 写成 宏观 电动 力学 中 通常 的 形式 ;:V x H =0, 

这 里 是 按照 
Н-В-47М, cV xM -=j 

引信 场 强 H ВФ. В, Нуна H = 8. 远离 分 界面 ,在 正常 相 的 深 处 
磁感应 强度 与 场 强 相等 ,而且 正 好 等 于 临界 值 :8 = H = H( 忽 略 正 常 相 的 磁化 
ж). 所 以 在 整个 空间 将 有 H= H, = H.. | 

我 们 忽略 在 超 导 相 变 时 物质 密度 的 变化 ,因而 认为 物体 内 部 密度 (以 及 温 
Е) ен ЖФ. 我 们 用 f 记 作 单 位 体积 的 自由 能 (以 区 别 于 整个 物体 的 自由 能 
了) .在 恒定 的 温度 和 密度 的 情况 下 ,并 且 忽 略 表面 效应 时 ,微分 

df = 六 dB (46. 2) 
( 见 第 八 卷 $31). 由 此 可 见 , 如 果 附 加 一 个 要 求 :B 不 变 , 则 在 这 些 条 件 下 也 将 
得 出 | 
Н.В 





(46.3) 


是 不 变 的 . 所 以 对 积分 F = | fdV( 来 自 F 的 可 变 部 分 ) 的 全 部 贡献 ,仅仅 决定 于 


分 界面 的 存在 . 现在 认为 这 个 贡献 属于 单位 面积 界面 ,因此 我 们 便 能 算出 用 积分 
表达 的 表面 张力 系数 : 


а„= | 0-04, (46.4) 


式 中 常数 7, 是 远离 分 界面 (例如 在 正常 相 深 处 ) 的 f 值 . 
对 于 正常 相 来 说 ,自由 能 f. =£, + В?/8т =fo+H2/8m, 因 此 
:有 
Л, =}, ww -8 78 r fo -55: 
[ 在 最 后 的 等 式 中 ,已 考虑 到 (4$.9) 式 ]. 但 任何 点 上 的 大 人 
表达 出 来 的 ,如 : 
HB 
Fa 


现在 利用 公式 (45. 10) ,我 们 求 得 表面 张力 的 如 下 公式 : 


Ф ”为 了 避免 误解 起 见 ,应 注意 在 第 八 卷 $ 53 中 关于 不 适宜 把 物理 量 引用 到 超导体 电动 力学 中 
的 注释 , 在 超导体 电动 力学 中 ,把 磁场 的 穿 透 范 围 看 作 是 无 限 薄 的 . ПО - 朗 道 方程 正好 适应 于 这 个 
范围 的 结构 . 

@ 严格 地 说 : 相 平衡 时 ， т da y m 因此 考虑 密度 的 变化 
时 ,需要 研究 的 并 不 是 自由 能 ,而 是 热力 学 势 Q. 


$46 超 导 相 与 正常 相 边 界 上 的 表面 张力 . 177. 


а.= |. 9 m [w | + A yl J + 
наци! +1" саси (46.5) 
人 
深 处 (x 一 % ) (此 处 ly1 = -а/Ь,В =0) ,被 积 式 都 变 成 零 
应 当 注 意 ,在 (46.5) 式 的 被 积 式 中 ,由 于 4. =0,i4 Vy 这 一 项 消失 了 .从 
(45. 12) 式 中 消失 同样 的 项 ,因此 剩 下 的 是 具有 实 系数 的 方程 ;所 以 这 个 方程 的 
解 可 以 选 为 实 的 ,在 下 文中 就 将 这 样 做 . 因此 在 电流 密度 表达 式 (45. 14) 中 , 消 


je . PA. (46.6) 
此 外 ,我 们 引入 几 个 量 纲 为 1 ре x 和 函数 A(x) (x); 
12, 12.4 р.94_ В 
k=, фер | “= 5 ВЕН. (46.7) 


在 这 一 节 里 ,以 下 我 们 只 наа 为 简单 起 见 , 略 去 这 些 字母 上 的 横 线 .方程 
(45.12) 用 这 种 变量 表达 时 , 取 如 下 形式 : 


= | (Si)v+w |. (46.8) 
方程 (45. 13 ) 结 合 (46.6) 式 中 的 j, 便 得 出 
А" = Ay. (46.9) 


我 们 所 研究 的 问题 中 这 些 方程 的 边界 条 件 ( 对 应 于 x— — c 和 x 一 o ВР) п 
相 和 s 相 ) 为 : 
Jf =0, B=A'=1, № x = – e R; 


p s Ре (46. 10) 
不 难 检验 ,方程 (46.8 一 46.9) 都 上 共有 初 积分 : = 
2k bp +(2-A) -Wy +A” = 常数 =1， (46.11) 
= rh ВАН Ha Я 28 ЕЕ @. 
最 后 ,(46.5) 式 取 如 下 形式 : 
5Н: Ы 2 2 2 4 2 
а = | Е + (4 2) ре + (А7 ] dr- 
SB = 
|. [и аа’ -1) |е (46.12) 


Q 由 条 件 (46.10) 自 然 得 到 : 当 *x 一 + w 时 ,同样 y'=0, 而 由 这 些 条 件 和 方程 (46.9) 则 得 . 4 x— 
时 ,A”=0 和 4=0[ 确 定 的 值 4(% ) 是 由 于 选取 实 y 的 结果 ]. 
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[ 变 为 第 二 个 等 式 时 ,利用 了 由 (46.11 ) 式 表达 的 凡 这 一 项 ]. 

我 们 进而 研究 上 述 的 几 个 方程 . 首先 考查 x << 1 的 情况 (通常 适用 于 超时 
纯 金 属 ) . 这 个 不 等 式 表示 :56(7) <<E(7) ,也 就 是 说 ,磁场 明显 变化 的 距离 小 于 
В у(х) 变化 的 特征 距离 . 

在 图 6 中 ,概括 地 表示 出 场 和 y 在 这 种 情况 下 的 分 布 图 . 在 场 很 强 的 区 域 
内 ,yw =0, 然 后 场 急剧 地 减弱 ,而 耳 数 (x) 开 始 在 x ~ Тк 的 距离 内 向 无 磁场 的 
方向 缓慢 改变 . 在 (46. 11) 式 中 , 取 4 =0, 我 们 求 得 方程 


у’ = 50 - 0°), 
此 方程 应 当 在 x = 0 处 y=0 的 条 件 下 有 解 ,x =0 点 是 在 场 减弱 区 





域内 某 处 选取 的 . 这 个 解 是 
у = tanh ( Kx/V2 ). (46.13) 
НХЛ (ЗРНА =0) 算 出 (46.12) 式 的 积分 ,得 : 
Н.5 _H. 1.95 
3 "Вт к. 
此 值 误 差 的 产生 是 由 于 忽略 了 场 减 弱 区 域 对 积分 的 贡献 .为 了 估计 这 个 区 
域 的 宽度 5,0 我 们 指出 :一 方面 ,根据 方程 (46.9) ,5 ~ 她 . 另 一 方面 ,公式 
(46. 13 ) 按 其 数量 级 来 看 ,在 x ~ ó, 的 区 域 边界 上 也 仍然 成 立 , 因 而 у ~ кб. 从 
这 两 个 关系 式 我 们 求 得 6, ~ к" 而 这 个 区 域 对 表面 张力 的 贡献 是 ~ H?6k-'“， 








а, (46.14) 


“一 即 小 于 (46.14) 式 的 值 ,它们 的 比 仅 为 ~x“[ 因 此 (46. 14) 式 的 精度 是 不 


高 的 ]. 
当 参 数 < 增 大 时 ,表面 张力 系数 经 过 零 而 变 成 负 值 . 这 一 点 从 下 述 事实 便 看 


Ф 应 当 强调 ,这 个 宽度 不 同 于 场 从 真空 到 超导体 的 穿 透 深度 ! 从 真空 进 到 超导体 时 ,在 场 的 穿 透 
区 域内 炎 ~1, 当 从 相 穿 透 时 , 场 在 小 区 域内 减弱 ， 
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得 出 来 : 当 « 值 足够 大 时 ,在 任何 情况 下 都 存在 不 等 式 a,, <0. 事实 上 ,在 这 个 间 
题 中 函数 站 (x) 变化 的 特征 距离 不 可 能 小 于 4(*) 变 化 的 距离 ,因为 4 变化 本 喘 
就 导致 的 变化 ;所 以 当 « 较 大 时 (46. 12) 式 中 积分 号 下 的 yy /x 项 可 以 忽略 
不 计 , 但 由 于 0<A4’<1( 即 在 通常 的 单位 中 ,0 < B < R.) ,所 以 钻 积 式 是 负 的 . 现 
在 我 们 证 明 , 当 


K=1A 人 2 (46.15) 
时 ,a,, 将 变 为 零 . | 
为 此 ,我 们 把 a, 的 表达 式 改 写成 如 下 形式 : 
a - Г. [(4 -1)2 - p']dx (46.16) 


[此 式 得 自 (46. 12) 式 的 初 积分 ,其 中 利用 ww”? 项 的 分 部 积分 并 随 之 代入 (46.8) 
式 的 wy"]. 假如 被 积 式 便 等 于 零 , 即 如 果 

А’-1 = -у’, (46.17) 
则 积分 显然 变 成 零 (此 等 式 中 取 相反 符号 是 不 可 能 的 ,因为 场 B=4' 随 x 的 增 大 
应 当 减 小 ). 由 (46.17) 和 (46.9) 两 式 消去 少 , 求 得 方程 

А"=А(1-А'), (46.18) 
此 方程 的 解 (在 *= о ВА’ = 1 Z z = о BF À =0 的 边界 条 件 下 ) 确 定 了 场 的 分 
布 ;因为 有 (46.17) 式 ,于 是 少 的 边界 条 件 (46. 10) 自然 得 到 满足 . 实际 上 不 求解 
方程 (46. 18 ) 便 足 以 证 明 : 当 xz = 1/2 时 ,还 未 被 利用 的 方程 (46. 8 ) 或 其 初 积分 
(46.11) ,自然 也 被 满足 . 把 (46.17) 式 代入 (46.9) 式 ,得 到 区 ' = - 4]2; 这 个 多 
值 连同 (46.17) 中 的 4' 事 实 上 恒 满足 x* =1/2 时 的 等 式 (46. 11). 


习 题 


对 于 参数 k <<1 的 超导体 , 试 求 弱 磁场 中 场 对 穿 透 深度 的 一 级 修正 . 

解 :我 们 选取 超导体 表面 为 yz 面 ,其 中 z 轴 沿 外 场 名 的 方向 ,并 使 x 轴 指 向 
物体 的 内 部 , 场 和 小 在 超导体 中 的 分 布 由 方程 (46. 8 一 46.9) 确定 ,现在 需要 求 
解 边界 条 件 为 

4’ =0, В=А'= $, 当 x=0 时 ; 
bi =1，4=0， И x = о Bj 
的 方程 (46.8 一 46.9)[ 其 中 第 一 个 边界 条 件 就 是 条 件 (45.15)]. 我 们 来 寻求 如 
下 形式 的 解 : 
и=1 +4, (х), А= -be *+A,(2), 
ЖР р ,A 是 K=0 时 解 的 小 修正 ,这 个 解 对 应 于 场 接 伦 敦 规律 (44. 13) 9% 
减 . 对 于 修正 量 ,我 们 有 方程 
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р", = 2к®р, кокбет", 
考 上 处 到 边界 条 件 , 因 而 
у, =ске -i -kx (1) 
现在 我 们 写 出 关于 A, 的 方程 ; 
| A" =4 -2Óe "u, , 

对 于 式 中 的 光 ,, 只 需 把 kK 一 次 方 的 (1) 式 第 二 项 代入 上 式 便 可 . 考虑 到 边界 条 件 
(А’ =0, 当 %=0 时 ) 并 且 在 此 可 以 忽略 系数 中 的 高 次 项 ,我 们 求 得 

a= LG e De" сен © 


ДЖИ ЕТК НИЖНЕЕ. 我 们 引入 有 效 穿 透 深度 
би ,根据 定义 ， 


98, = | B(z)dz= -4(0) = -A(0). 
光复 到 通常 的 单位 时 ,由 (2) 式 可 得 : 


ды.) | 
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表面 张力 a,, 的 符号 ,对 超导体 的 性 质 有 重要 影响 . 据 此 ,把 所 有 超导体 分 为 
两 类 :au >0 的 为 第 一 类 超导体 ,a,, <0 的 为 第 二 类 超导体 . 因为 a,, 的 符号 决定 
Та - 朗 道 参数 < 的 值 ,所 以 第 一 类 对 应 于 (在 T, W) к <1/V2 的 值 ,而 


第 二 类 对 应 于 к > 1M2 ЧЕХ. 

我 们 现在 研究 大 尺度 圆柱 形 超导体 于 纵向 外 磁场 名 中 的 情况 . 如 果 属 于 第 
一 类 超导体 , 则 当场 增强 并 达到 临界 值 Н, 时, 它 将 经 受 第 一 级 相 变 . 这 时 表面 张 
力 的 作用 (同一 切 第 一 级 相 变 时 一 样 ) , 仅 在 于 阻碍 新 相 的 首 批 晶 核 的 形成 , 因 
而 也 就 可 能 在 场 稍 许 超 过 五 时 保持 亚 稳 的 相 . 

如 果 属 于 第 二 类 超导体 ,那么 在 场 达 到 H. 值 之 前 ,在 热力 学 上 就 有 利于 产 
Ж n 相 的 “ 摊 杂 ” ;并 且 体 积 能 的 增 大 将 被 所 产生 的 晶 核 的 负 表面 能 抵消 . 习惯 
上 把 能 使 这 两 种 能 量 相 消 的 场 的 下 限 值 记 为 H., ,并 称 作 下 临界 场 . 同样 ,在 大 
外 场 的 情况 下 ,从 正常 态 金属 开始 ,我们 将 得 到 称 作 上 临界 场 的 某 个 值 H. > 


Q 超 导 纯 金属 元 素 属于 第 一 类 超导体 . 超 导 合金 以 及 $43 讲 到 的 高 温 超 导体 属于 第 一 类 超导体 . 
关于 在 合金 中 kx >1/V2 的 假设 ,是 L д. МИН. 
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Н, ,小 于 这 个 值 ,在 热力 学 上 有 利于 s 相 “ 摊 杂 ” 的 产生 ,这 又 是 依靠 负 边 界 能 量 
的 优势 . 因此 ,在 场 的 某 个 区 间 H., < Š < Hi 内 ,可 以 说 超导体 处 于 混合 态 几 .处 
于 这 种 状态 的 超导体 ,其 性 质 逐 渐 由 H, 时 的 纯 超 导 性 变 到 五, 时 的 纯正 常 传导 
性 ;同时 ,发 生 磁 场 对 超导体 的 逐渐 穿 透 . 互 . 值 仅 取 决 于 n 相 和 s 相 体 积 能 之 间 
的 对 比 关 系 ,而 此 值 本 身 在 这 里 没有 什么 值得 重视 的 . 

当然 ,两 个 临界 场 与 温度 有 关 , 并 当 T = T. 时 它们 都 变 为 零 . 由 此 可 得 出 图 
7 中 所 画 的 第 二 类 超导体 的 相 图 (图 中 的 虚 曲 线 见 下 面 ). 

fE $; 06 - 朗 道 理论 范围 内 ,即使 没有 预先 查 明 混 合 态 结构 的 性 质 , 也 可 以 
确定 出 上 临界 场 . 这 一 点 ,通过 下 列 问题 便 足 以 看 得 出 来 , 当 磁 场 稍 小 于 НВ, з 
相 的 唱 核 只 能 具有 小 的 序 参数 峭 值 (显然 , 当 岛 一 瓦 ;时 ,一 0). 因此 这 些 卓 核 
的 状态 可 以 用 水 的 线性 化 的 金 兹 堡 - 朗 道 方程 来 描述 . № (45. 
线性 项 ,我 们 得 到 方程 ; 

[iv - 2] #=lalp, (47.1) 

并 且 可 以 将 4 理解 为 y=0 时 均匀 场 的 矢 势 ,这 时 物体 处 在 正常 态 , 外 场 对 它 
完全 穿 透 . 

但 是 (47.1) 式 ,就 其 本 身 的 形式 来 看 ,只 不 过 是 磁场 中 质量 为 2m ,电荷 为 
2e 的 粒子 的 酬 定 读 方程 ,其 中 lal 起 着 能 级 的 作用 ;这 两 个 问题 的 边界 条 件 也 是 
相同 的 :无 穷 远 处 ,y=0. 我 们 知道 ( 见 第 三 卷 §112) ,在 均匀 磁场 中 运动 粒子 能 
量 的 最 小 值 是 = fww/2, 这 里 wy =21e18%6/2mc( 从 此 值 起 能 谱 是 连续 的 ). 由 
两 个 问题 之 间 具 有 的 相似 性 得 出 :方程 (47.1) 所 描述 的 s 相 的 晶 核 ,只 有 当 


lal йо 
2тс 


时 才能 存在 ,因此 临界 场 H,, =2mclal/le lh. № МЕЖ (45.9), (45.17) 和 
(45.18) ,此 公式 可 以 写成 
H, = 2 <H. (47.2) 
(А. А. Абрикосов ,1952 ) . 
无 穷 远 处 的 边界 条 件 为 y=0 的 方程 (47.1) , 它 的 解 对 应 于 在 远离 样品 表 
面 的 深 处 形成 А. 我 们 指出 ,表面 的 存在 有 助 于 唱 核 形成 ,因此 甚至 在 
Š > 也， 的 情况 下 也 能 在 薄 表 面 层 内 产生 晶 核 (D. Saint 一 James ,P. G. De С̧еппеѕ, 
1963). 
描述 物体 表面 ( 视 为 平面 ) 附 近 s* 相 晶 核 的 方程 (47. 1) 的 解 ,在 物体 表面 上 
应 满足 边界 条 件 3y/9x =0( 即 4. = 0 时 的 条 件 (45. 15) ] ,这 里 x* 是 沿 表面 法 线 


Ф 勿 把 混合 态 同 在 样品 和 外 磁场 的 一 定 配置 下 产生 的 第 一 类 超导体 的 中 间 态 混为一谈 1 
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图 7 . 图 8 
方 癌 的 坐标 . 为 了 建立 所 要 的 量子 力学 类 比 , 我 们 提醒 一 下 :上 边 所 利用 的 粒子 
在 均匀 磁场 中 的 运动 问题 ,同样 等 价 于 粒子 一 维 抛物 线 势 阱 


2 


2 


0. (x — x, ) ° 


中 的 运动 问题 , 式 中 x, 是 对 应 于 “轨道 中 心 ”的 常数 ( 见 第 三 卷 $ 112). 我 们 现 
在 来 研究 一 个 双 势 阱 , 它 是 由 对 *=0 平面 (图 8) 对 称 分 布 的 两 条 相同 的 抛物 线 
势 阱 构成 的 . 在 这 种 场 中 ,对 应 于 基态 粒子 的 波 函 数 y(x) 没 有 零 值 而 且 是 4 的 
偶 函数 ;这 种 函数 自然 满足 x=0 时 y' =0 的 条 件 .此 时 , 双 势 阱 中 粒子 的 基态 能 
级 位 于 单 势 阱 中 的 基态 能 级 以 下 @; 转 到 关于 晶 核 问题 时 ,由 此 也 可 证 明 上 述 在 
表面 附近 容易 形成 晶 核 的 论断 . 

对 双 势 阱 中 的 能 级 进行 数值 计算 ,得 出 的 结果 是 :能 级 的 最 小 值 (决定 于 参 
数 ж) 1 0. 59Е,. 重复 导致 公式 (47.2) 的 讨论 ,我 们 得 出 产生 s 相 表 面 晶 核 的 声 
的 上 限 值 位 于 Н. = H,70.59 附近 , 即 


H, =1.7H, =2. 4кН.. (47.3) 
因此 ,在 Hs 和 ,之 间 的 场 区 域内 将 出 现 表 面 超 导 现 象 ;这 个 区 域 的 边界 


如 图 7 中 的 虚线 所 示 . 正常 相 表面 附近 超 导 层 的 厚度 具有 (7) 的 数量 级 . 根据 
同样 的 量子 力学 类 比 不 难得 出 上 述 估计 ,因为 势 阱 中 (在 能 级 5, 上) 粒子 的 波 ` 


函数 集中 在 x ~ 和 YmE。 区 域内 ,把 E, 换 成 1c1 即 可 得 出 相应 的 晶 核 尺寸 ,根据 


中 这 一 点 与 x<0 的 半空 间 内 的 势能 低 于 单 势 阱 (图 8 中 的 虚线 ) 内 的 势能 有 关 . 例如 ,参考 第 三 着 
$ 50 的 习题 3. 
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(45. 17) 式 , 它 与 如 2 是 相同 的 . 

上 边 所 说 的 都 是 关于 第 二 类 超导体 的 .但 是 这 样 引 人 的 临界 场 Н, На, 
对 第 一 类 超导体 也 具有 确定 的 物理 意义 . 

如 果 к 位 于 1/V2 = 0.71 > x > 0.59/Y2 = 0.42 区 域内 , 则 五 , < H., 但 
H, >H.. 哩 然 在 这 种 情况 下 并 不 产生 混合 相 , 但 在 H. 和 HH 之 间 的 场 区 间 内 却 
存在 表面 超 导 性 . 

最 后 , 按 得 出 结论 的 意义 来 看 , 当 к 为 任何 值 时 ,(47.2) 式 的 已 :的 值 都 将 
确定 场 的 上 限 , 而 在 这 个 场 中 可 以 形成 值 为 任意 小 的 s 相 品 核 . 因此 ,在 场 
多 < Hs 中 的 第 一 类 超导体 内 (其 中 R., < R.) ,在 热力 学 上 不 利 的 正常 相 是 完全 
不 稳定 的 .但 在 HH,<<H. 区 间 内 ,正常 相 可 以 作为 亚 稳 态 而 存在 ;在 这 个 场 
区 间 内 ,从 n 相 到 s 相 的 第 一 级 相 变 ,只 能 借助 于 东 为 有 限 值 的 * 相 晶 核 的 产 
生 , 但 唱 核 的 产生 受到 两 相 界 面 上 的 正 表 面 张力 的 阻碍 (B. I. 2,1956). 


习 题 


试 求 半 径 为 尺 <<8 的 超 导 小 球 的 临界 场 (B, 本 .人 金 效 堡 ,1958 ) . 
解 : 同 薄膜 中 的 情况 一 样 一 一 ( 见 §45 的 习题 ) ,此 时 发 生 超 导 性 的 破坏 ,是 
由 于 第 二 级 相 变 .我 们 所 求 的 小 球 的 临界 场 是 这 样 的 场 值 : 低 于 它 ,m 相 便 失去 
稳定 性 而 形成 相 晶 核 像 正文 中 所 说 的 一 样 ,这 归结 于 寻求 薛 定 谓 方 程 (47.1) 
的 最 小 本 征 值 . 在 尺 <<6 的 条 件 下 ,这 个 本 征 值 可 以 借助 于 关于 外 场 的 微 扰 论 
求 出 ,此 时 无 微 扰 波 函 数 峭 = 常数 ( 量 核 占据 整个 小 球体 积 ). 于 是 本 征 值 单纯 
就 由 微 扰 算 符 (2eh/c)/4m 的 平均 值 来 确定 [ 当 线 = 常数 时 , 算 符 
(ieiji[mc)(4' 又) 的 平均 值 等 于 零 ]. 这 时 ,均匀 场 的 失势 应 当 取 4 = Š x r/2 的 
形式 ; 正 是 在 这 种 规范 下 ,y= 常数 的 解 在 小 球 表 面 上 满足 边界 条 件 (45.15), 这 
个 条 件 归结 于 要 求 n， A =0. 进行 平均 ,得 到 
е 2 Е е? 2 р? 
к аа 0 
o = lal 即 可 求 出 临界 场 ,得 出 的 结果 为 : 
Н = V20H.6/R. 
之 所 以 允许 利用 微 扰 论 ,为 如 下 事实 所 证 实 .已 得 出 的 巨人 和 值 ( 当 9 = НОО 
时 ) ,在 R <<6 的 条 件 下 ,确实 小 于 随后 的 本 征 值 ,此 值 对 应 于 小 球体 积 中 已 经 
ЖК, ИЖ 也 /mR 的 数量 级 . 


$48 ”混合 态 的 结构 
像 上 一 节 一 样 ,我 们 重新 研究 圆柱 形 第 二 类 超导体 样品 于 纵向 磁场 Ó 中 的 
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情形 . 我 们 现在 阐明 处 在 少许 超过 下 临界 场 .的 磁场 中 物体 的 混合 态 结构 @. 

在 这 种 情况 下 ,基本 超 导 相 中 挫 入 一 些 正常 相 的 品 核 .为 了 获得 最 大 的 热力 
学 的 有 利 性 ,这 些 晶 核 (在 负 表 面 张力 的 情况 下 !) 应 具有 尽 可 能 大 的 表面 . 因此 
自然 是 这 样 的 结构 :其 中 n 相 的 晶 核 是 一 些 平行 于 场 方向 的 线 . 在 这 些 线 ( 称 作 
涡 线 ) 的 附近 , 既 聚 集 有 穿 透 物体 的 磁场 ,也 有 围绕 涡 线 的 环形 超 导 电 流 . 

外 场 越 接近 Н.И НР, ИНЬ. МЕ 
足够 大 时 , $ 44 中 最 后 所 叙述 的 见解 便 适用 于 各 单独 的 涡 线 . 根据 这 个 见解 , 聚 
集 在 涡 线 附近 的 总 磁 通 量 必定 是 基本 磁 通 量 量子 ф, = fjicyiel 的 整数 倍 ;下 边 
我 们 将 会 看 到 , 涡 线 具有 最 小 可 能 的 通 量 (只 有 由 ) 在 热力 学 上 是 有 利 的 . 正 是 
фо 的 有 限 性 给 正常 相 晶 核 继续 的 分 型 规定 了 极限 . 

当 外 场 从 小 增 大 并 达到 H. ËB ,在 圆柱 体内 将 出 现 一 条 涡 线 , 我 们 现在 写 
出 决定 这 个 时 机 的 热力 学 条 件 . 这 时 ,首先 并 不 去 注意 涡 线 本 身 的 结构 ,而 只 考 
. 虑 与 涡 线 有 关 的 某 一 ( 正 的 !) 能 量 ;我 们 把 属于 单位 长 度 涡 线 的 这 个 能 量 记 为 e 
(以 后 将 算出 这 个 能 量 值 ). | 

显然 ,圆柱 形 物 体 在 纵向 外 场 中 ,磁感应 强度 B 也 处 处 沿 圆柱 体 的 轴线 方 
向 . $46 中 引入 的 宏观 场 强 吾 = 妃 -4mM 也 是 如 此 . 于 是 由 方程 vy x H =0 得 
出 :五 沿 圆柱 体 截 面 (因此 整个 体积 ) 处 处 不 变 ; 由 于 五 的 切 向 分 量 的 连续 性 边 
界 条件 , 这 个 恒定 值 与 外 场 相等 :H = 名 . 所 以 ,我 们 需要 研究 在 给 定 物 体 的 体 


积 、 温 度 和 场 强 H 的 情况 下 物体 的 热力 学 平衡 . 这 种 平衡 的 条 件 是 :热力 学 势 F 
对 指定 的 变量 取 极 小 值 ( 见 第 八 卷 $31). 令 ,是 超 导 圆 柱 体 的 热力 学 势 ( 因 为 


在 超 导 相 中 B =0, 所 以 下, 与 自由 能 Р, 相等 ). 这 时 ,具有 一 条 涡 线 的 圆柱 体 的 
热力 学 势 为 


F =F, +Le - J 全 бау=Е, + Le - | вау. 
Le 项 是 涡 线 的 自由 能 (三 是 线 的 长 度 , 它 与 圆柱 体 长 度 相同 ) ,最 后 一 项 是 热力 
学 势 与 自由 能 下 的 差别 . 因为 物体 中 的 磁感应 强度 B 只 集聚 在 涡 线 附近 ,所 
以 | вау = Lo, ,这 里 $, 是 通过 涡 线 截面 的 磁感应 通 量 .因此 


= L 
F =F, +Le - ф ©. 
4т 





(48.1) 


当下, 的 附加 量 为 负 值 时 ,产生 涡 线 在 热力 学 上 有 利 . 若 使 附加 量 等 于 零 ,我 们 
便 求 得 外 场 的 临界 值 : 


Ф 这 一 节 里 (以 及 本 节 的 习题 中 ) 所 讲述 的 结果 ,是 属于 A. A. Абрикосов 的 工作 (1957)， 
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На =4та/фь. (48.2) 
我 们 现在 来 研究 单个 的 涡 线 结构 . 我 们 只 限于 讨论 当 
к >>1 (48.3) 


即 8$ >> 上 时 的 重要 情况 .上 的 长 度 确 定 涡 线 “ 功 "半径 的 数量 级 ,1y1? 在 这 个 长 度 
内 从 零 ( 对 应 于 涡 线 轴线 上 的 正常 态 ) 变 到 对 应 于 基本 s 相 的 有 限 值 ;在 距 涡 线 
轴线 的 大 距离 r Е, ШГ 保持 恒定 0. 而 磁感应 强度 B(r) 变 化 得 相当 缓慢 ,只 在 
r ~6 >> М ЕЛ. 换言之 ,全 部 磁 通 量 基本 上 穿 过 涡 线 世 以 外 的 区 域 ， 
这 里 1y1” = 常数 (图 9). 

B(r) 


图 9 


对 于 上 述 情况 ,可 以 运用 伦敦 方程 (应 注意 ,方程 的 适用 性 与 温度 向 T. 的 趋 
近 无 关 ) 求 出 场 的 分 布 .在 这 里 为 了 赋予 方程 以 所 需要 的 形式 ,首先 改写 联系 波 
图 数 相位 与 超 寻 电流 密度 的 公式 (44.7) : 
фо 


А +8? УхВ=. УФ, (48.4) 


此 式 中 引入 了 穿 透 深度 6, 并 把 j 用 磁感应 强度 表示 出 来 j=c УхВ/4т. 这 里 伦 
敦 近似 相当 于 假设 5 = 常数 .我 们 将 等 式 (48.4) 沿 闭合 回路 C 求 积 分 ,该 回路 围 
绕 涡 线 并 在 离 涡 线 轴线 为 r >> Е 的 距离 上 通过 . 根据 斯 托 克 斯 定理 ,将 4 的 积分 
变换 成 对 回路 所 围 的 面积 的 积分 ,我 们 得 到 : 


[в df+5 фу хВ . dl = 中， (48.5) 
将 第 二 个 积分 也 作 同 样 的 变换 ,可 写成 
8+0 vx (v xB)] - df = $, (48.6) 


等 式 右边 写 出 对 应 于 相位 只 增加 一 个 2 的 (不 等 于 零 的 ) 最 小 可 能 值 . 如果 回 
路 C 在 离 涡 线 为 >>>8 的 距离 上 通过 ,此 处 场 和 电流 已 经 可 以 认为 是 不 存在 的 ， 
则 (48.5) 式 中 的 第 二 个 积分 便 可 以 忽略 ,因而 我 们 看 到 ,4 与 聚集 在 单个 涡 线 
周围 的 总 磁感应 通 量 是 相同 的 ,但 涡 线 的 轴线 本 身 是 一 条 奇异 线 ,环绕 奇异 线 时 


Q 在 这 一 节 里 ,字母 r 表示 圆柱 坐标 , 即 到 轴线 的 距 高， 
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将 改变 波 函 数 的 相位 . 
因为 对 于 任 一 回路 C( 满 足 上 面 指出 的 条 件 ) 等 式 (48.6) 都 应 得 到 满足 ,所 
以 根据 这 个 等 式 应 当 有 : 
B+ë Ух(УхВ) = В - АВ =$,5(г), (48.7) 
式 中 > 是 涡 线 横 裁 平面 内 的 二 维 径 矢 .在 这 个 方程 的 右边 记 和 人 S 函数 的 形式 , 表 
示 这 里 ~ 上 的 距离 都 看 作 是 零 . 在 整个 空间 里 , 除 r =0 的 线 以 外 ,(48.7) 式 与 伦 
敦 方程 (44. 11 ) 是 一 致 的 ,但 对 于 描述 涡 线 ,需要 ”=0 时 具有 奇异 性 的 解 . 
在 6 >> r >> £ 的 区 域内 ,距离 轴线 为 r 处 的 场 的 分 布 可 以 由 (48.5) 式 直接 
求 出 .我 们 选取 这 个 区 域 中 的 半径 为 r 的 圆周 作为 回路 С. 通过 这 个 回路 的 磁 感 
应 通 量 [ (48. 5) 式 左边 的 第 一 项 ] 仅 仅 是 全 部 磁 通 量 的 一 小 部 分 , 即 它 的 
~ (7/6) 部 分 ;因而 我 们 把 它 略 去 不 计 . 在 第 二 项 中 dl 是 圆周 的 长 度 元 ,因为 矢 
=. B 的 方向 沿 着 z 轴 ( 以 涡 线 的 轴线 为 柱 坐 标 系 的 轴 ) 因而 它 只 与 有关 ,所 以 








Г. (V xB) =(Ix V) ° B= - 2- - 2, 
(1 是 与 圆周 相 切 的 单位 矢量 ). 因此 我 们 获得 方程 : 
dB $ 
і. ( V x B) = Е 2 二 762 (48.8) 
由 此 
B(r) => ба 2, ё <<r << ó. (48.9) 


由 于 这 种 关系 具有 对 数 性 质 ,积分 上 限 ( 在 此 处 应 当 是 至 =0) 可 以 规定 与 所 研究 
的 距离 r 的 上 界 相 一 致 . 

为 了 将 求 得 的 分 布 延 拓 在 r= 的 区 域 , 我 们 运用 对 一 切 r > 都 适用 的 方 
(48.7). 把 拉 普 拉 斯 算 符 在 柱 坐 标 中 展开 ,[ 考虑 到 В = B,(r)] ,我 们 可 将 方 
程 ( 当 rz0 时 ) 重 写成 如 下 形式 : 


"+В, +6-2B =0, 
当 го 时 这 个 方程 具有 递减 的 解 : 
B(r) = Ж x K, (r/6). 
式 中 K, 是 马克 多 纳 ( Macdonald ) 函数 [ 即 虚 宗 量 的 汉 克 尔 (Hankel) 函数 ]. 常 系 


数 通 过 与 解 (48.9) 的 “接合 ”来 确定 :这 时 需 利 用 熟知 的 z << 1 时 的 极限 表达 式 
К,(2) 一 ljn(2/zy) ,而 y =e =1.78. те 


B(r) = Ко (= J; r >> £. (48.10) 


特别 是 ,借助 熟悉 的 z— оо Ko(z) ~(T/2z) “e“, 便 求 得 远离 涡 
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线 轴 线 的 衰减 规律 : 


B(r) = 0, (48.11) 


Ф —_ 
(8тл5?)'^ 

我 们 注意 到 超导体 中 和 液 氨 中 ( $ 29) 涡 线 的 性 质 很 相似 . 在 这 两 种 情况 都 
谈 及 了 奇异 线 , 绕 这 些 奇异 线 环 绕 时 将 改变 凝聚 体 波 函数 的 相位 . 在 液 氨 中 环绕 
涡 线 超 流 运 动 的 环形 轨道 ,相当 于 超导体 中 的 环形 电流 ; 超 流 运动 的 速率 ç, 按 
1/r 的 规律 减 小 , 超 导 电流 密度 也 按 同 样 规律 减 小 ,如 : 

сф, 

8T ó r 
这 种 吻合 是 完全 自然 的 ,因为 两 种 情况 这 些 规律 都 是 存在 奇异 线 的 直接 结果 .不 
过 ,在 液 氮 中 上 述 v,(7) 的 依赖 关系 可 延伸 到 任何 距离 ,而 在 超导体 中 当 7 >> 8 
时 j(7) 便 按 指数 规律 减 小 . 这 一 差别 与 电子 液体 的 带电 性 有 关 , 因 为 带电 粒子 运 
动 会 产生 磁场 ,同样 地 ,这 种 运动 也 屏蔽 磁场 (如 果 粒 子 的 电荷 е 趋 于 零 , 则 穿 透 
深度 8 一 oo ). | 

现在 可 以 计算 涡 线 的 自由 能 . SS #F(r >> £) 的 空间 区 域 对 自由 能 的 贡献 ,由 
对 这 个 区 域 所 取 的 积分 给 出 : 


2 
Е, = | в^ау +2 | (V хв) ау. (48.13) 


事实 上 ,将 这 个 表达 式 对 B 取 变 分 ( 当 给 定 温度 , 即 给 定 5 时 ) ,我 们 便 直接 得 到 
r 天 0 的 伦敦 方程 (48,7) 中 . (48.13) 式 中 的 第 二 个 积分 ,在 6 >> r >> £ 区 域 的 两 
个 边界 上 旦 对 数 发 散 , 它 远大 于 第 一 个 积分 .把 (48.8) 式 中 的 1V x BI ÑA E 
式 ,我 们 得 到 单位 长 度 涡 线 的 能 量 : 


= = (2) 2. | (48.14) 


此 式 具 有 对 数 准确 度 , 即 不 仅 要 求 ИЕ >> 1 ,而 且 也 要 求 In(6/E) >> 1; IEE: H + 
有 这 种 准确 度 , 才 可 以 忽略 涡 线 蕊 对 = 的 贡献 . 

特别 是 ,由 (48.14) 式 的 结果 能 够 证 明 上 边 得 出 的 论断 , 即 产生 具有 最 小 磁 
通 量 值 的 涡 线 在 热力 学 上 是 有 利 的 .事实 上 ,因为 涡 线 的 自由 能 与 同 涡 线 有 关 的 
磁 通 量 的 平方 成 比例 ,所 以 对 于 磁 通 量 为 пф, 的 涡 线 来 说 ,在 能 量 中 将 出 现 一 个 
因子 ” ;再 把 这 样 的 涡 线 分 解 成 n 条 磁 通 量 为 p, 的 涡 线 时 ,将 使 能 量 赢 余 =” 倍 . 





j = 区 1YxBI= (48.12) 





QD (48.13) 式 中 的 第 二 项 用 电流 /表达 时 取 如 下 形式 ; 
2mc8 {Fav= | = "ay. 


在 第 二 个 表达 式 中 再 作 代 换 :8 = me? Z (4те?п,) , 3Ë 3 j = ер,о,/т 引入 超 流 分 量 的 密度 和 速度 . ( 见 165 
页 的 注解 ) ,我 们 看 到 ,这 一 项 可 看 作 是 超 导 电 子 的 动能 . 
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将 (48.14) 式 代 和 人 (48.2) 式 ,我 们 求 得 下 临界 场 





фо ó 
se 0 48.15 
| На ры z? ( ) 
当 ТТ. 时 ,考虑 到 (45.19) 式 ,上 式 也 可 以 写成 
ак 
H. = Н, — (D. 48.16 
i 2 к | ) 


随 着 外 场 的 增强 , 涡 线 数量 增多 ,因而 磁场 对 超导体 的 穿 透 增 强 了 . 在 计算 
涡 线 之 间 的 相互 作用 时 ,热力 学 平衡 对 应 于 涡 线 的 一 定 的 有 序 分 布 ,后 者 构成 了 
二 维 格子 (在 圆柱 体 的 截面 内 ) О. 在 任何 涡 线 数 密度 下 ,每 一 条 涡 线 的 轴线 仍旧 
是 一 直线 ,环绕 这 条 轴线 波 函 数 的 相位 将 改变 2. 磁感应 强度 对 圆柱 体 截面 的 
平均 值 

В =уф,, (48.17) 
式 中 > 是 通过 单位 截面 积 的 涡 线 数 . 事实 上 ,如 果 把 关系 式 (48.4) 沿 样品 整个 
截面 的 回路 求 积分 ,那么 便 得 出 方程 (48.5) ,其 右边 为 Sv6,(5 是 截面 积 ) ;方程 
左边 的 第 一 个 积分 是 总 磁感应 通 量 58, 而 第 二 个 积分 是 边缘 效应 , 它 小 于 第 一 
个 积分 ,它们 的 比值 为 ~8/R(R 是 截面 的 线 度 ) ,因此 它 可 以 忽略 不 计 ; 当然, 这 
里 重要 的 是 :在 距离 为 ~8 处 环绕 涡 线 的 磁场 将 发 生 衰减 . 

只 要 各 涡 线 之 间 的 距离 d 大 于 关联 半径 ,就 可 以 断言 : 涡 线 磁场 是 单纯 赫 
加 的 .事实 上 , 当 d >>& 时 ,仍然 可 以 划 出 包围 任何 数目 涡 线 的 回路 ,并 使 它 处 处 
在 远离 涡 线 蕊 (距离 >> £) 的 地 方 通过 . 在 这 种 回路 上 满足 伦敦 近似 条 件 (5 不 
变 ) ,因此 我 们 又 重新 获得 稍 异 于 (48.7) 式 的 方程 ,其 中 右边 的 5 函数 换 成 宗 量 
为 到 每 条 涡 线 距离 的 8 函数 之 和 . 由 于 这 个 方程 是 线性 的 ,因而 便 得 出 上 述 
Ш. > - 

当 外 场 接近 于 Hs 时 , 涡 线 间 的 距离 就 可 以 同 £ 相 比 较 了 . 这 一 点 ,也 可 以 从 
临界 场 表 达 式 (47.2) 本 身 清楚 地 看 出 来 ,如 果 借 助 (45.9) 及 (45. 16 一 45. 18) 
式 , 可 将 (47.2) 式 写成 

в: H, =ф,/2тё?, (48.18) 
此 式 对 应 于 集中 在 面积 为 - € 上 的 通 量 $。. 

当 名 =H。 时, 发生 第 二 级 相 变 , 超 导 性 消失 了 . 就 这 种 相 变 的 一 般 理 论 的 实 
质 来 说 ,可 以 断言 :作为 外 场 函 数 的 序 参数 yy 将 按 1y1? x H., - © 的 规律 变 为 零 . 
另 一 方面 ,物质 的 磁化 强度 M = (В-Н)/4т 自身 ( 系 与 的 相位 选取 无 关 的 


Ф ”因为 这 个 函数 是 根据 假设 In x >>1 导出 的 , 当 x ~1 时 绝 不 能 用 它 ! 其 中 , 当 k =1/Z 时 , 场 H. 
(жн, ж) ВУ Н, 相等 . 
О 看 来 , 涡 线 在 格 点 形成 等 边 三 角形 时 格子 最 为 有 利 . 
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量 ) 在 这 个 区 域内 与 1y1 成 比例 . 考虑 到 Š = Н.В B = 玖 ,因此 我 们 得 到 
超导体 中 的 磁感应 强度 В 在 相 变 点 附近 依赖 于 外 场 的 如 下 线性 规律 ; 
В-Н.<® -Н.. (48.19) 
2) АЯ 
1. 试 计 算 彼 此 相距 d >> £ 8 ЛЕЛЕ ЗЕ. 
解 :我们 将 两 条 涡 线 系统 的 自由 能 表达 式 (48. 13 ) 变换 一 下 形式 :其 中 只 在 
每 一 条 单独 涡 线 附近 进行 积分 .为 此 ,利用 方程 (48.7) ,我 们 写 出 : 
В? '+6(VxB)2=@] -B- Ух(УхВ) + (УхВ)?]| =8 У - (Bx V xB) 
把 体积 积分 变换 成 如 下 积分 : 
оф | 
Fann =87|,, [Bx (V xB)] df, (1) 
КОННИ #e f, ( op R4225 к; Е << r, << 5) EK 65 #. 
分 . 当 d >> £ BF, 8 Bš Го 65 ER B = B, +В, 涡 线 的 相互 作用 能 ,由 积分 
(1) 中 同时 与 B, 和 В, 有 关 的 部 分 给 出 :: 


Len =Ë | | (В, ху хв) .dj + | (B xÇ xB.) ' df, | 


(3 r—0 时 ， J (B,x V x B.) .df 形状 的 积分 趋 于 零 ). 利用 (48.8) 和 
(48.10) X 而 得 出 : 








特别 是 ,在 距离 а>» ЁК: 
2 1⁄2 
812 нз =) а". (2) 

2. 如 圆柱 体 样品 截面 的 平均 磁感应 强度 为 也, 试 求 记 对 混合 态 中 外 场 名 的 
依赖 关系 . 处 于 这 种 状态 时 ,各 涡 线 都 分 布 在 彼此 相距 d >>6 的 地 方 ,这 时 ,在 样 
品 的 截面 内 构成 等 边 三 角形 格子 . | 

解 :等 边 三 角形 的 面积 等 于 /3d?/4(d 是 边 长 ) ,而 涡 线 数 等 于 格子 中 三 角形 
数 的 一 半 ( 太 个 三 角形 有 3N 个 格 点 ,但 格子 中 每 一 格 点 是 属于 六 个 最 相 邻 的 三 
# #9), ИЖ ь=2/Ва?. 

处 于 混合 态 的 物体 ,其 单位 体积 的 热力 学 势 为 


- > 中 1 
f =f.- 1 - H. +9) t> 2, ё: 


A P я ТЖК (48.1) [Ф H. (48.2) ХАН] ЖЕФ, е, 
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是 两 条 滴 线 的 相互 作用 能 ,并 对 穿 过 单位 面积 的 全 部 涡 线 进行 求 和 . 因为 当 
d >>6 时 21s 按 指数 规律 减 小 ,所 以 求 和 式 中 只 考虑 相 令 成 对 的 那些 线 就 足够 
了 .在 三 角形 格子 中 ,每 条 涡 线 有 6 个 最 相 邻 的 线 , 因 此 


> > ёд => > Eu =3ven(d). 
НИ i 
把 上 题 公式 (2) 中 的 sl, 代 入 上 式 , 得 : 


z _ Z фо ия 3ф, 1“ 


= š + , 
Í 2483 тб? а 2172 a 


Хфа =-<,а 与 Ó 的 依赖 关系 决定 于 通 数 了 (a) 取 极 小 值 的 条 件 ; 由 此 得 出 ; 


3 
Š -Н,, = ПРИ (3) 
(这 里 省 略 了 l/a <<1 的 更 高 次 项 ). 这 个 方程 连同 等 式 B = vé, , PP 














а = (22,⁄/362B) 12. 
可 确定 待 求 的 依赖 关系 已 ( 轧 ) .应 注意 , 当 Ó— H, ,& 38 48/45 按 


这 一 规律 趋 于 无 穷 大 . 
$49 高 于 相 变 点 的 抗 磁 磁化 率 


在 $45 末 曾 经 指出 , 序 参 数 y 的 涨 落 在 7. 附近 的 温 区 变 大 ,而 超导体 的 这 
个 温 区 是 非常 狭窄 的 ,在 该 区 域 以 外 ,热力 学 量 涨 落 的 修正 ,一 般 地 说 是 很 小 的 ， 
但 是 ,对 于 高 于 相 变 点 的 金属 的 磁化 率 来 说 ,这 些 修 正 还 是 很 重要 的 ;由 于 涨 落 ， 
即使 有 相当 少数 的 超 导 电 子 出 现 , 便 能 对 磁化 率 有 贡献 . 这 种 贡献 大 于 远离 相 变 
点 的 正常 金属 所 提供 的 ,后 者 的 磁化 率 通常 是 很 小 的 中 ， 

现在 我 们 研究 处 在 弱 外 磁场 (名 << H.) 中 温度 超过 了 点 但 在 该 点 附近 的 金 
属 .这 里 , 序 参 数 的 平衡 值 y=0, 为 了 算出 yy 的 涨 落 需要 运用 金 北 堡 — 朗 道 理论 
中 的 自由 能 . 这 时 ,在 表达 式 (45. 10) 中 (注意 : 涨 落 很 小 ) 只 保留 p 的 平方 项 ,而 
ВТ" 的 项 ,并 把 А 理解 为 均匀 场 名 的 矢 势 ,与 少 的 涨 落 相关 的 磁感应 强度 
В КТЕ р 的 平方 项 (由 于 电流 密度 7 取 平 方 ). 因此 ,忽略 В 的 涨 落 时 ,在 
В /8T 项 中 就 可 以 将 B 理解 为 磁感应 强度 的 (热力 学 ) 平 均值 . 所 以 在 有 涨 落 的 


Q 这 个 效应 是 B.B.Ulwunr( V. У. Shmidt) (1966) 指 出 的 . 
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情况 下 ,金属 总 自由 能 的 变化 由 如 下 的 表达 式 一 一 y 的 泛 函 给 出 多: 
AF[y]= | { 云 | ( - у -2е4 у | чаши | у (49.1) 


为 计算 对 自由 能 的 涨 落 的 贡献 АР, 96 3 3 12 р (49.1) 视 为 “等 效 哈密 顿 
Е” ,由 此 根据 公式 
exp ( - = | exp | -A ) ру | (49.2) 
ЯН ДР, 5 ЖЖ (г) 的 全 部 分 布 求 泛 函 积分 ( 见 第 五 卷 $ 147). 这 一 积 
分 ,实际 上 可 以 这 样 实现 :将 小 展 成 某 一 完备 的 本 征 函 数 系 ,并 对 这 个 展开 式 的 
无 穷 多 个 系数 求 积分 . 在 无 外 场 的 均匀 系统 的 情况 下 ,可 以 简单 地 展 成 平面 波 
(例如 ,参看 第 五 卷 § 147 中 的 习题 ). 
但 在 目前 的 情况 下 ,应 按 哈密 顿 量 (49.1) К)“ Еее а” 
2 (iv 24] у-у (49.3) 
的 本 征 函 数 进行 展开 . 在 $47 中 曾经 指出 ,这 个 方程 与 均匀 磁场 中 粒子 (质量 为 
2m ,电荷 为 2e) 运 动 其 定 雇 方程 在 形式 上 是 一 致 的 .方程 的 本 征 函 数 用 一 个 离散 
的 (n) 和 两 个 连续 的 (p,,p,) 量子 数 编号 ,而 本 征 值 只 与 n 和 p,(z #0 名 的 方 
问 ) 有 关 , 并 由 如 下 公式 给 出 ， 











Е ("+ „р. ) и ["+]) ho +2, (49.4) 
Aj EPS (АЖ 25 ЕН п,ар, 区 间 内 的 p, 和 所 有 可 能 的 P 值 ) 的 数目 为 
21е1 © 
отв) с 


(Л $ 112). 
为 简便 起 见 ,我 们 把 量子 数 n,p,,p, 的 集合 用 一 个 记号 q 来 表示 ,因而 我 们 
3 БА Я J ( r) 的 展开 式 写 成 


y= > cw (г), (49.5) 


式 中 c =c' +іс" 是 任意 的 复 系数 ,而 本 征 函 数 满足 归 一 化 条 件 ， | РЗ = 1 


(这 里 是 按 金 属 体积 求 积 分 ). | 
将 展开 式 (49.5) 代 人 (49.1) 式 ,首先 可 把 对 体积 求 积 分 变 为 对 q 求 和 . 事 
实 上 ,将 第 一 项 进行 分 部 积分 , 便 得 出 (49.1) 式 的 如 下 形式 : 


中 ”为 避免 误解 起 见 ,我 们 强调 指出 :对 于 超导体 ,磁场 并 不 是 在 第 五 卷 $ 144 中 所 引入 的 那 种 意义 
的 “外 场 "h, 后 者 ,本 来 应 当 以 ~h(y +w" ) 项 的 形式 包含 在 自由 能 之 中 ,但 在 目前 的 情况 下 显然 是 不 可 
能 的 ,因为 这 样 的 项 对 于 的 相位 的 选取 不 是 不 变 的 . 
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AF[y] = [全 去 ту -“A] уф" ар ау 
将 (49.5) 式 代 人 上 式 ,并 考虑 到 每 一 个 函数 y, 都 满足 方程 (49.3) (ДФ E = 
五 ) ,以 及 不 同 q 的 本 征 函 数 是 相互 正 交 的 ,我们 便 得 : 
AF[y] = > le (E +a). (49.6) 


(49.2) 式 中 的 泛 函 积分 是 指 对 所 有 ас, дс”, 求 积分 . 作 (49.6) 式 的 代 换 之 











АЕ _ TT 
op ( т ) ` ll E +a 
或 sr- -zy ni (49.7) 
用 量子 数 ”和 p, 的 术语 ,此 表达 式 可 写成 
" y 2leI TŠ TT 
= от ћ) 2с 2. Г.в Ер п +1/2) ае 000) 


这 个 求 和 式 当 已 很 大 时 是 发 散 的 ,但 这 种 发 散 实际 上 是 虚假 的 ,并 只 与 这 
一 情况 有 关 : 原 来 的 公式 (49.1) 仅 在 函数 小 (7) 缓慢 改变 ( 即 在 ~ 名 的 距离 上 vy 
的 变化 很 小 ) 时 才 适 用 . 用 本 征 值 Е 的 术语 ,其 意思 是 只 允许 Е, << 六 /me. 在 
满足 所 提 条 件 的 某 大 М Кери n 的 求 和 ,我 们 利用 泊 松 公式 
> /nt } = Ја ду) |" 
[ 见 第 五 卷 (59. 10) 式 ] 于 (49.8 6 ,不 难 理解 :这 个 公式 第 一 项 的 积分 给 出 与 
多 无 关 的 对 自由 能 的 贡献 ;这 一 项 对 磁化 率 的 计算 并 不 需要 ,因而 我 们 把 它 略 
去 . 而 在 第 二 项 中 现在 可 以 取 Мо (因此 答案 中 去 掉 了 截断 参数 )@， 








| 2с АРЕ 
48T fime Ј - а +р, /4т 
最 终 求 积 分 后 ， 
Ари О (49.9) 
241 вс? Vma : 
从 而 磁化 率 
1 9ДЕ еТ, 


ВЕ Е і 49. 
+ V әф? 12пћс(та)'?ОТ-Т.)'" 09.20) 


(Н. Schmidt 1968 ; А. Schmid ,1969). 我 们 看 到 , 当 温 度 接 近 于 相 变 点 时 磁化 率 


Ф 在 系数 中 取 T< 7.. 当 7 在 7 附近 时 ,这 个 积分 中 的 几 个 重要 的 值 P ~ Vma ~ ВЕСТ) << М, 
即 它们 都 满足 所 提出 的 条 件 . 
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#8 (Т-Т,) -而 增 大 .在 这 个 区 域内 ,(49.10) 式 是 对 正常 金属 磁化 率 的 主要 
贡献 . | 
Я = 

1. 一 薄膜 (厚度 d << £ ( T) ) 处 于 垂直 于 其 平面 的 弱 磁 场 中 , 试 求 当 温度 7 了 
>T. ,了 -了 <<Т ЖЕНА. 

解 : 膜 的 有 限 厚 度 使 得 (49.4) 式 中 的 量子 数 p, 具有 离散 性 ,并 且 对 于 薄膜 
来 说 ,在 (49.7) 式 中 应 只 限于 p,=0 的 值 (第 一 个 不 等 于 零 的 值 已 经 是 p, ~ Һа, 
B] № E ~ та? >> h /më -а). Ў п тр (ДАЖЕ Яр.) 6 Жл 
数 的 个 数 是 21e18S/[2TFic ,其 中 9 是 膜 的 面积 ;因此 (49.7) 式 中 对 g 的 求 和 应 理 
解 为 (名 S/Thc) > .应 用 到 泊 松 公式 求 和 ,可 得 如 下 结果 : 





“P 2 
AF-S279 
24ттс а 
4 ВЕ 8k $E 
м _ЗАР _ _ e Т.® 
$ | 12Tmmc a(T-T) 


应 当 注 意 , 这 个 磁 矩 当 ТТ 时 比 在 无 界 金 属 的 情况 增 大 得 要 快 一 些 . 

2. ЖЕЖИЖНТ, p. K -4£ R << £ ( T) 65 J 8. 65 8$ Ж (В. В. Шмидт, 
1966). 

解 : 在 这 种 情况 下 ,方程 (49.3) 的 全 部 本 征 值 中 重要 的 只 有 一 个 , 它 对 应 于 
Жі u = ЖЖ. 它 等 于 E, =e?R2 岛 2?/10mc? , 且 为 最 小 (关于 这 一 点 ,请 参看 
$ 47 习题 中 的 全 部 讨论 ).(49.7) 的 求 和 式 归 结 为 一 项 ,于 是 磁 拢 

Т.дЕ eTR’S 


M == et A =. 
а 9% 5тса(Т-Т.) 


$50 约瑟夫 森 效 应 


我 们 来 研究 被 电介质 薄 层 隔 开 的 两 块 超导体 . 对 于 电子 来 说 ,这 个 薄 层 乃 是 
一 个 势 垒 ,如果 这 个 层 足 够 薄 ,就 存在 电子 借助 于 量子 隧道 效应 穿 透 势 又 的 有 限 
概率 . 即使 势 侄 透射 系数 很 小 ,只 要 不 等 于 零 就 具有 原则 性 的 意义 :这 时 两 块 超 
导体 成 为 一 个 统一 系统 ,因而 可 用 统一 的 凝聚 体 波 函数 来 描述 . 这 种 情形 引起 的 
效应 ,是 约瑟夫 和 森 (B.D. Josephson ,1962 ) 首先 预言 的 . 

系统 凝聚 体 波 函数 的 统一 ,其 意思 是 指 :在 无 外 加 电势 差 的 情况 下 ,通过 两 
块 超导体 之 间 的 结 ,可 以 有 超 导 电 流 流 过 . 和 在 各 超导体 内 一 样 ,电流 密度 由 凝 
聚 体 波 函数 的 相位 梯度 来 确定 ,可见 , 流 过 结 的 超 导 电 流 密 度 /与 结 两 边 的 相位 
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Ф, 和 Ф, ИН ЖФ. 因为 Ф, - Ф, 的 各 差 值 都 相差 2 的 整数 倍 时 ,物理 上 
它们 是 相等 的 ,显然 熙 数 
ј=ЈФ,), Ф, = $, - Ф, (50.1) 

应 该 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 . 时 间 反 演 的 运算 将 改变 电流 密度 j 的 符号 , 同 
时 也 改变 相位 ®,, 的 符号 (因为 各 波 函 数 可 换 成 自己 的 复 共 绒 函数 ). 这 就 是 说 ， 
(50. 1) 必 定 是 奇 蛆 数 并 当 Ф, =0 时 变 成 零 . МЖ (Ф, ) 作 为 有 界 函 数 , 它 
有 自己 的 极 大 值 和 极 小 值 , 当 相 位 差 改 变 时 函数 也 在 这 两 个 值 之 间 改 变 , 由 于 是 
奇 羡 数 , 这 二 值 的 绝对 值 是 相同 的 ;我 们 用 =], 表示 它们 . 

应 当 注 意 , 写 出 (50.1) 式 的 前 提 是 在 结 内 要 忽略 电流 的 固有 磁场 对 电流 的 
影响 . 否则 ,就 应 以 规范 不 变 的 表达 式 


Ф, -Ф, - 2 | Ads 


来 代 换 差 值 Ф. 由 于 电介质 层 的 厚度 非常 小 ,连续 函数 4.(x) 在 这 里 的 积分 容 
易 满 足 可 被 忽略 的 条 件 ( 势 A, 在 结 两 边 的 值 可 以 认为 相同 ). 
在 整个 温度 范围 内 ,函数 /SG@2 ) 的 形式 ,只 能 根据 微观 理论 来 确定 . 这 里 我 
们 仅 限 于 在 金 效 堡 - 朗 道理 论 的 适用 范围 内 , 作 唯 象 的 研究 ， 
假如 电子 完全 不 能 通过 结 ,那么 每 一 块 超导体 的 波 函 数 y 在 结 自 己 的 端面 
上 都 应 满足 边界 条 件 (45. 15) : 
Oj, 21е 
= -pc „у, =0, 
94. _ 21е 
дх 
ss sss s НЧ 将 导致 在 这 两 个 条 件 的 右边 出 
现 不 等 于 零 的 .与 结 另 一 边 的 少 值 有 关 的 表达 式 . 由 于 在 相 变 点 T. 附近 小 很 
小 ,因而 在 这 些 函 数 中 可 限于 取消 的 线性 项 , 即 写 成 
ow 21е, К ду, 21е №. 
дх о. а = Óx ее та" 
系数 1/A 5 3 А В В 2 НЙ. бие 2) 应 当 满 足 对 时 间 反 演 对 称 的 要 
求 :两 个 等 式 应 当 在 作 y 一 y' ,4 一 -4 的 变换 时 仍旧 成 立 ; 从 而 得 出 ,常数 和 是 
实数 [这 时 ,把 等 式 (50.2) 作 上 述 变换 ,两 等 式 便 直接 与 各 自 的 复 共 绒 式 一 致 ]. 
把 公式 (45.14) 应 用 于 结 的 任何 一 边 ( 辟 如 说 ,1 边 ) , 即 可 确定 通过 结 的 超 
吐 电流 值 和 函数 y 的 相位 差 之 间 的 关系 : 


TA. =0. 





(50. 2) 


@ 为 了 使 通过 结 的 超 导 电 流 具 有 可 观测 到 的 值 ,电介质 层 的 厚度 实际 上 应 当 非 常 小 : ~ 10 -7 cm. 
这 样 的 距离 甚至 小 于 超导体 中 最 小 的 特征 参数 长 度 一 一 相干 长 度 &. 就 此 意义 来 说 ,电介质 层 应 当 看 作 
是 无 限 薄 的 层 , 而 层 内 相位 的 行为 ,在 理论 上 根本 还 未 出 现 . 
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1ећ ду, ду; 











| i А Зе s: 
J = 5 (41 3 — фу 3 ) А. у 
将 边界 条 件 (50.2) 中 的 一 代 人 上 式 , 便 得 : 
leh s š 
J = “Om Ci 4, L UA ). 


对 于 两 块 同样 金属 间 的 结 来 说 ,y, 和 yy, 这 两 个 量 仅仅 是 相位 不 同 而 已 ;于 是 ， 
我 们 求 得 电流 密度 : 


j=jsin By, j=. (50.3) 


当 接近 于 相 变 点 时 ,ly1 Т, -了 一 样 趋 于 零 ; 因 此 ,通过 结 的 最 大 电流 密度 也 
按 同 样 规律 趋 于 零 @ 〇 . 

现在 让 外 电源 给 隧道 结 加 上 一 定 的 电势 差 , 即 在 结 内 有 了 电场 五. 这 里 我 们 
用 一 个 标 势 (这 里 用 V 表示 ) 来 描述 这 个 电场 :E = - У У. 这 个 场 对 通过 结 的 超 
导电 流 的 影响 ,根据 规范 不 变性 的 要 求 就 能 解释 明白 . 

在 无 电场 (了 Y=0) 的 情况 下 , 波 函 数 的 相位 与 时 间 无 关 :9G/at =0@. 为 了 把 
这 个 等 式 推广 到 有 电场 的 情形 ,我 们 指出 :普遍 的 关系 式 对 于 标 势 的 规范 变换 


Vy ov 1 0) (50.4) 
c ot 


应 当 是 不 变 的 ,这 里 并 未 涉及 到 矢 势 (假定 它 与 时 间 无 关 ). 这 里 恰好 和 导出 变 
换 \44.3) ,(44.6) 时 的 做 法 一 样 ,我 们 发 现 :; 和 了 变换 的 同时 , 波 函 数 的 相位 应 
按 


ФФ + Fx) (50.5) 
进行 变换 . 因而 显然 ,关系 式 
Ф 2e 
ву =0 (50.6) 


是 规范 不 变 的 , 当 V=0 时 ,此 式 变 成 2 =0. 


@ 基于 BCS 模型 的 微观 理论 证 明 ; 在 任何 温度 下 ,j 和 ,| 之 间 都 有 (50.3) 式 这 种 关系 . 该 理论 可 
以 将 六 同 处 于 正常 态 的 两 块 金属 之 间接 触 区 的 电阻 联系 起 来 . 关于 这 一 理论 的 讲述 ,可 以 从 下 书 中 查 到 


H. О. Kymux, H. K. Янсон 着 超 导 隧道 结构 中 的 约瑟夫 森 效 应 . 莫斯科 ;科学 出 版 社 ,1970. 英 译本 :I O. 
Киік, L K. Yanson. The Josephson Effect in Superconductive Tunneling Structures. Israel Program for Scientific 
Translations, Jerusalem, 1972. 


Ф 我 们 提醒 一 下 (比较 112 页 上 的 注解 ) ,因为 系统 的 哈密 顿 量 H АЙ Н = B - , Ñ, МИЯ exp 
( —2i1/ b) Е ран. 
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在 电场 与 时 间 无 关 的 情况 下 ,将 等 式 (50.6) 积 分 ,得 : 
Ф _2e 
i = И, 
式 中 更 ”与 时 间 无 关 . 所 以 ,如 果 给 结 加 上 恒定 的 电势 差 V, , 则 结 上 的 相位 差 


Ф, = Ф? 28 ЗК 


а номи | 
j= =з (Ф РУ). (50.7) 
我 们 得 出 一 个 极 好 的 结果 ;给 隧道 结 加 上 恒定 的 电势 差 , 便 能 出 现 频率 为 
о = 160,1 (50.8) . 
的 交 变 超 导 电 流 . 


在 结 内 消耗 的 功率 由 有 乘积 jV,, 给 出 , 它 对 时 间 的 平均 值 等 于 零 ,也 就 是 说 外 
电源 不 存在 惯常 的 能 量 支 出 一 一 无 能 量 耗 散 的 超时 电流 本 应 如 此 . 但 是 应 当 强 
调 , 当 存在 外 电动 势 时 ,也 有 一 定 的 伴 有 能 量 耗 散 的 正常 电流 (六 小 时 很 弱 ) 流 
经 结 . 

因为 了 对 B,, 上 共有 周期 性 依赖 关系 ,以 及 B,, 对 时 间 具 有 线性 依赖 关系 ,从 
这 一 事实 就 可 以 得 出 通过 结 的 超 导 电 流 以 频率 (50.8) 作 周期 性 变化 的 结论 ;这 
个 结论 与 对 电势 差 大 小 的 任何 假设 均 无 关系 .但 具体 的 公式 (50.7) ,只 在 频率 
о, 小 于 超 导 性 特征 频率 A/h, ВЕ 

he, =21eVl <<4(7) 
的 条 件 下 才 成 立 . 
2) R 

— b, $ h S FE. АЊА ЖЕЕ 2k 65 38 Sk $ КЮ» ФЕ РТИ 
V, , 试 写 出 电路 中 的 电流 方程 . 

解 : 电 路 的 总 电压 降 V, = RJ + V,, , 3 F J 是 流 经 电路 的 电流 , 凡 是 结 上 的 
电势 差 中 . 将 J = Ј зіп Ф, #9 (50.6) ХНУ ÑA tA 8: 

h ЭФ, 
2lel д: 
应 注意 ,用 这 个 方程 所 描述 的 交 变 电流 具有 非 正 蓄 性 质 ， 


$51 超导体 中 电流 与 磁场 的 关系 
当 一 切 物理 量 在 物体 体积 内 处 处 缓 变 的 极限 情况 (伦敦 情况 ) 下 ,在 $44 中 





= V, -Е/ зш Ф,. 


Ф 在 小 VW 的 情况 下 ,我们 忽略 了 超导体 中 微弱 的 正常 电流 . 
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曾 得 到 超导体 中 电流 和 磁场 之 间 的 关系 式 ;这 时 ,假定 磁场 是 弱 场 , 即 小 于 它 的 
临界 值 ,我 们 现在 对 此 问题 在 静 磁 场 于 空间 作 任 意 变 化 的 一 般 情况 进行 研究 ,这 
时 仍 假定 磁场 是 弱 场 , 所 谓 “ 任 意 ” ,在 这 里 是 指 : 场 在 ~& 的 距离 上 可 以 有 显著 
的 改变 [ 当然 ,在 数量 级 为 晶 格 常数 的 距离 上 场 的 变化 仍然 是 小 的 ;因此 介质 
(金属 ) 的 不 均匀 性 在 原子 距离 上 是 无 关 紧要 的 ]. 

在 一 般 情况 下 ,无 界 的 介质 中 电流 和 磁场 之 间 的 关系 ,用 如 下 积分 公式 表 

мт) = | биг") А, (фа, (51.1) 

式 中核 0 只 与 介质 本 身 的 性 质 有 关 D. (51.1) 式 的 线性 关系 相应 于 磁场 微弱 这 
一 假设 . 

我 们 知道 ,电流 密度 可 以 看 作 是 系统 能 量 对 矢 势 的 变 分 微 商 : 当 4 取 变 分 
时 ,系统 哈密 顿 函 数 的 改变 为 


р вда 
5Н = _ |i ЗА? х 


( 见 第 三 卷 (115.1) 式 ). 因 此 (51.1) 式 中 的 核 0; 是 二 级 变 分 微 商 ,对 二 重 微 商 
[对 hi(r) 和 Ah,(r") 的 微分 ] 次 序 的 对 称 性 表现 在 : 


Qa(r -7 ) = Q(T -г). (51.2) 
将 A4(r) 和 j(r) 展 成 传 里 叶 积 分 ,我 们 可 以 写 出 (51. 1) 式 的 傅 里 时 分 量 : 
ji(k) = -Q.(K)A,(k), (51.3) 


其 中 由 于 有 (51.2) 式 ,Q,(k) =Q,( -k). 

РАЎ Cu (К) 的 一 些 重要 性 质 ,只 要 根据 规范 不 变性 的 要 求 即 可 得 出 . 在 作 
规范 变换 A(r)—A(r) +VX(r) 或 取 传 里 叶 分 量 

A(k)—A(k) + iky( k) 
的 情况 下 ,电流 j 不 应 改变 . 这 就 是 说 , 张 量 О (k) D 5 18 AX R IE 3 ; 
Q, (k)k, =0. (51.4) 

特别 是 ,在 立方 对 称 唱 体 中 ,Qx 的 张 量 关系 归结 为 8 和 kk, 形 的 一 些 项 ;于 是 ， 
由 (51.4) 式 得 : 


Q. = (ә, “5: )Q(k), (51.5) 


式 中 0(k) 是 标量 函数 . 
下 面 我 们 选取 势 的 规范 :VY . 4(r) =0, 对 于 傅 里 时 分 量 , 即 指 天 .4(K) =0. 
因此 电流 和 势 的 关系 (51.3) 归 结 为 等 式 


Ф ` Е: дааа 它 的 实际 意义 是 ， 以 后 可 以 把 它 的 结果 
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КЕ) = -Q(k)A(k), (51.6) 
АНКЕ Ж Q(K) 便 可 确定 这 一 关系 ， 
伦敦 情况 对 应 于 k—0 时 Q(k) 的 极限 表达 式 . 对 方程 (44.8) 
V xj = -—v ХА 


的 两 边 施 行 V x 运算 ,并 考虑 等 式 V ' 4 =0, 则 不 难 求 得 这 个 表达 式 . 注意 到 由 
于 连续 性 方程 以 及 V .了 =0, 故 得 : 


Aj = -—AA. 
W fE 26.725 [B] rR, РА IB В АЖ (r) А (г) 9728: 
Кг) = -—A(r). (51.7) 
mc 


即 每 一 点 的 电流 值 仅 决 定 于 该 点 的 矢 势 值 . 健 里 叶 分 量 j(k) 和 4(k) 之 间 也 有 
同样 的 等 式 ,将 它 与 (51.6) 式 对 比 即 可 得 到 与 天 无 关 的 Q(K) 的 表达 式 中 : 


Q(k) ==, 
mc 419, 
本 节 的 以 下 内 容 是 计算 BCS 模型 中 的 CQ(K) .我 们 已 经 说 过 ,这 个 模型 指 的 
是 粒子 (电子 ) 间 星 弱 相互 吸引 的 各 向 同性 的 简 并 费 米 气体 . 同时 假定 这 些 粒 子 


都 以 自己 的 电荷 6 与 磁场 发 生 相互 作用 . 
在 $42 中 曾 写 出 无 外 场 情况 下 的 费 米 气 体 的 温度 格林 函数 方程 (42.5) .大 


场 的 引 人 是 在 (7.7) 式 的 哈密 顿 量 H'" 中 以 算 符 变 换 V 一 V – ieA/c 的 方式 实现 
的 @. 因此 在 更 的 方程 (7.8) 中 也 进行 同样 的 变换 ,相应 地 在 类 似 的 宅 * 方 程 中 需 








当 k—0. (51.8) 


IE уу + ес: К РФА ТРУ 的 方程 ,也 如 此 变换 . 自 旋 项 ( — o - 
H) ,对 应 于 电子 磁 矩 与 磁场 的 直接 相互 作用 ,因为 该 项 很 小 ,在 哈密 顿 量 和 方程 
中 可 以 忽略 不 计 . 算 符 V 作 用 在 函数 多 (7,rir rm) 和 多 r,rir' rm) 上 时 ,相应 


РЕ" (тг) ЖИР" (т,г) ВИКИ. 因此 ,在 方程 (42.5) 中 也 是 借助 于 同样 的 
变换 V 一 V +1еА/с 而 引进 磁场 的 . 

有 外 场 存 在 时 ,将 破坏 系统 的 空间 均匀 性 ,因此 格林 函数 对 宗 量 > 和 产 的 依 
赖 关 系 已 不 属于 对 rr' 的 依赖 关系 ;但 格林 函数 对 7+ 和 7' 的 依赖 关系 ,仍旧 只 
是 通过 差 7 -7' 来 表达 : 


Ф 在 这 一 节 及 以 下 各 节 中 把 伦敦 穿 透 深度 记 为 61. 
@ 本 节 以 下 的 叙述 中 [在 方程 (51.9 一 51.19) 中 ] 取 六 = 1. 
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i += [v ло | + | (zar г) +Е ЕЯ (г.г) = 8(r) 
[z 2ml . с i г.” 5 ЕЕ : , 


[ое А] +} ит ва апт) = 0. 
(51.9) 
ЕЕЕ F ( ix IE ИНЕТЕ), аА ЕИ; 


我 们 取 : 


= 9+ g 0, 
(51.10) 


Я = g 9 , @ 00 
(两 式 中 第 一 项 是 无 外 场 时 的 函数 值 ,而 第 二 项 是 场 的 线性 微小 修正 量 ). 因而 
两 个 方程 中 只 保留 4 的 一 级 小 量 的 项 . 

此 时 应 注意 :存在 外 场 时 ,凝聚 体 波 函 数 Е 也 要 改变 ,在 这 种 情况 下 , 它 不 
归结 为 一 个 常量 . 但 是 , 当 我 们 选取 | 

У. А-=0 (51.11) 

这 种 矢 势 规范 时 ,改变 并 不 复杂 .事实 上 ,标量 函数 与 中 对 不 变 的 与) 值 的 一 级 
修正 只 与 V . 4 成 比例 ,并 在 (51.11) 条 件 下 变 成 零 .因此 ,在 满足 所 需 准确 度 的 
情况 下 ,在 各 线性 方程 中 可 以 取 z = 65° =4, 式 中 4( 实 量 ) 是 无 外 场 情况 下 
气体 能 谱 中 的 能 只. 

结果 ,(51.9) 式 的 线性 化 方程 取 如 下 形式 : 


[ + У +0) (¿£ r.) + АЯ (гг) = 

= A(T) у FO (гг), 

mc 
(51.12) 

z =) 9 
(- i, + 2 р) (бт) - АЯ? (Fyr,r') = 

= - A(r) VZ (¿r - r). 

mc 


由 于 这 两 个 关于 4 的 方程 是 线性 的 ,只 要 对 场 的 一 个 健 里 叶 分 量 求解 便 
可 , 即 
A(r) =A(k)e™, k.A(k)=0. (51. 13) 


4(r) 取 这 种 形式 时 ,我们 可 以 立即 把 函数 8 和 .多 中 对 r+r' 的 依赖 关系 
分 离 出 来 , 取 : 
GO IT rT) =g(£ar-rmyek' 0? (51.14) 


К” (уг, =f (4,57 _ г’ ) ek'(r+r)2 
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这 样 ,(51.12) 式 中 的 第 一 个 方程 分 离 之 后 取 如 下 形式 : 
[4.5 (7+5*) + | (Ст) +AKCir-m) = 


= д (кей 02у 976 (гг). 
тс 


对 于 第 二 个 方程 也 同样 如 此 .我 们 现在 将 函数 z УХ г-н. 
最 终 ,我 们 得 到 下 面 的 代数 方程 组 : 


[z - = (р +1) + | &(&.,р) + Af(L,,p) = 


e k 
=—-—p'+-A(k)#  ? [£ p --—|), 
тс Í >) (51.15) 


[- z, -a [p +) ки Ар) Аар) = 
Р А sS ): 


利用 函数 О.Я 的 表达 式 (42. 7 一 42. 8 ) 作 简单 的 变换 之 后 , 便 得 出 
这 两 个 方程 的 解 : 
(14, +7.) (№, +7.) +4? 
АК 
Е" ЛАНИТ УГ 
Н =, ==(р + /2) п, = (р +k/2)[ 下 面 我 们 不 再 需要 函数 f(¢,,p)]. 
现在 我 们 来 计算 电流 . 为 此 ,我 们 需 把 熟知 的 二 次 量子 化 表象 中 的 电流 密度 


MAT yk KQ 


(51.16) 


а = К 2 二 Ч 
Ў =p (У: ) Ф, - $: (V) A Ў, 
mc 


作为 计算 的 依据 . 
为 了 把 这 个 算 符 变 到 松原 绘 景 中 去 ,只 要 把 海 森 伯 算 符 更 ,更 * 换 成 松原 算 


А, 47 即 可 . 回顾 一 下 格林 函数 的 定义 (37.2) ,我 们 发 现 :电流 密度 ( 算 符 /的 
对 角 矩 阵 元 , 按 志 布 斯 分 布 求 平均 ) 可 以 写成 ; 


17) =2 (У! 9) (тоғут) 0 А(т)п, (51.17) 


式 中 路 是 粒子 数 密度 (因子 2 是 来 自 于 多 . =2%). 
将 = + 多 :代入 (51.17) 式 时 ,8 项 消失 了 ,因为 对 于 均匀 且 各 向 


Ф 见 第 三 着 $ 115. 这 里 省 略 了 粒子 自 旋 对 电流 的 贡献 项 . 对 于 非 铁 磁 系统 来 说 (这 时 格林 函数 多 。 
=8, S) ,这 一 项 在 求 平均 时 变 为 零 . 
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同性 的 系统 来 说 多 (г -7r") 是 偶 函 数 , 它 的 微 商 当 rr -7' =0 时 变 成 零 . 同样 地 
Jë j jk + -7' 进 行 健 里 叶 展 开 , 得 : 


j(r) -7 у [(У'-У) ZV (rr) ],., -“A(r), 
把 (51.13) 和 (51.14) 式 中 的 A(7) 和 多 "代入 之 后 , 则 有 


дю) = 291 7 У | paz, p) TEs- АС). 
将 (51. 16) 式 中 的 ВЛ ВЖЕ НАДО 
向 性 ,并 在 垂直 于 上 的 平面 内 对 p ,的 方向 求 平均 ,所 用 的 公式 为 
те p. . 2 К.Е, 
Рабат > sm 0 [x - 12 ), 
式 中 6 是 kk 和 pp 之 间 的 夹 角 . 结果 我 们 求 得 确定 j(k) 和 4A(K) 之 间 关 系 的 函数 
0(k) 的 如 下 表达 式 : 


е? T = 2,2 
Q(k) = 2 [р sin 6 





tn) +n ) +A , Фр ne 
(2 +) (+8) (2т)° тс’ 
(51.18) 





2 2 2 ] 2 
5. 21. +A, m. =-= (р °) - K. 

这 里 所 写 的 积分 和 求 和 从 表面 上 看 是 发 散 的 . 虽然 这 种 发 散 实 际 上 是 虚假 
的 ,但 是 在 计算 时 要 慎重 :在 消除 发 散 以 前 ,计算 结果 甚至 可 能 与 求 积分 与 求 和 
的 次 序 有 关 . 

但 这 种 困难 可 以 避 开 ,只 要 事先 考虑 到 这 一 明显 的 情况 便 可 : 当 4=0 时 定 
有 О =0, 即 在 正常 金属 中 根本 不 存在 超 导 电 流 . 因此 ,只 要 从 (51.18) 式 中 减 去 
À = петте 我 们 就 不 用 更 改 答案 了 : 


ет (14, +1, ) (14, +1.) +A 
006) == гу J sin и А 


1 d° 
Ее ее. 
这 个 表达 式 已 很 好 地 收敛 ,因而 其 中 可 以 按 任 意 次 序 求 积 分 和 求 和 . 
首先 应 当 指出 :我们 感 兴趣 的 大 值 很 小 ,其 意思 是 大 <<p;; 此 不 等 式 简 单 地 
表明 这 一 事实 : 超导体 中 磁场 和 电流 发 生 改 变 的 特征 距离 远大 于 粒子 间距 ( 即 
远大 于 ~ 1/р,). 


我 们 先 在 (51. 19 ) 式 中 对 dp 求 积 分 . 这 个 积分 基本 上 集中 在 费 米 面 附近 的 ` 


动量 罕 域 之 内 , 即 在 1p -Prl ~ Е 的 区 域内 . 在 这 个 区 域 里 ， 


7. =m + ——uykeos 0= (p – ру) + vkoos 0, 
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被 积 式 中 的 因子 p? 可 以 换 成 pi, 而 把 对 dp 求 积分 换 为 对 2mmpydndeos0 求 积 
分 .此 后 ,(51. 19) 式 花 括号 中 的 第 二 项 对 dy 的 积分 将 变 成 零 ,因为 积分 路 线 现 
在 可 以 在 ”的 复 平面 内 由 无 限 远 半 圆周 封闭 而 成 ,因而 积分 变 成 零 是 被 积 式 的 
两 个 极点 位 于 同一 个 半 平 面 (是 上 半 平 面 或 下 半 平 面 取 决 于 上 , 符号 ) 内 的 结果 . 
(51. 19) 式 的 第 一 项 对 dy 的 积分 是 容易 的 ,此 后 只 剩 下 对 变量 x = созо 的 积分 . 
再 根据 等 式 p; =3m2n 引入 密度 n ,我们 得 到 最 终 的 结果 (用 通常 的 单位 ): 


37Tne — Г A2(1 -x )dx 
e 4тс 2 J. [2 + Д? + (hos kx/2)2] (Z + A2)12 





£, = (2s +1) тт 
(51.20) 
(J. Bardeen,L. N. Cooper,J. R. Schrieffer ,1957 ) Ф 
Е k IB 4Ë 7 B I PR Të ó F (kë, << 1, EE rB ~ вю, Д, ~ юТ, 是 相干 长 
ВЕ) ,可 以 证 明 : 表 达 式 (51.20) 归结 为 与 大 无 关 的 伦敦 表达 式 (51.8) ;这 里 我 们 
将 不 讨论 此 问题 . 
在 相反 的 极限 情况 下 ,这 时 ké, >> 1 ,在 (51.20) 式 的 积分 中 < 和 TvLjikor <<1 
区 域 是 主要 的 . 因此 被 积 式 分 子 中 的 * 与 1 相 比 可 以 忽略 ,然后 ,由 于 积分 收敛 
得 快 ,因而 积分 可 以 从 - о 扩大 到 .结果 求 得 : 
3m pe T < Д? 
Соо тей 2; Z LA 


利用 (42. 10) 式 进行 求知 ,我 们 可 将 此 公式 表 为 @ 





2 
A 
А т, ké, >> 1 (51.21) 





34 T << Т, В, n,=n,A= AÓ. Р В 11/86. ЧТ -Т<<Т 时 ,能 隙 4 很 小 ， 

因此 tanh( Д/2Т) = A/2T ;考虑 到 式 (40.4 一 40.5),(40.16) ,我们 又 重新 得 出 
B~1/6ito. 所 以 ,在 从 0 到 了 . 的 整个 温度 范围 内 都 有 

В -1/616,- (51.22) 

因而 ,函数 О(К) ЛЕ 151/6, 区 域内 大 致 保持 不 变 ( 其 中 ,在 k=0 点 附近 按 

А 的 寡 作 正则 展开 ) ;超出 这 个 区 域 ,函数 Q (k) 是 衰减 的 ,并 当 k>>1/é 时 按 


Ф 这 里 所 讲 的 借助 温度 格林 函数 获得 这 一 结果 的 方法 ,是 属于 A. А. Абрикосов Я JI. П. Горьков 
(1958) 的 工作 . 

@ 这 种 形式 的 公式 ,是 A,.B . Pippard,1953 年 还 在 微观 超 导 理 论 建立 之 前 ,根据 定性 的 考虑 提出 来 
的 . 
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ТИЕ 的 规律 衰减 . 函数 Q(K) 的 这 种 行为 对 应 于 坐标 函数 CQ(r) ,后 者 在 r= ë, 的 
区 域内 ( 按 1Vr ) 规 律 衰减 得 慢 ,超出 这 个 区 域 则 按 指数 规律 很 快 地 衰减 . 因此 ， 
磁场 和 电流 之 间 的 关联 总 是 延伸 在 ~ 名 的 距离 上 . 应 当 强 调 ,这 一 论断 在 从 零 
3] Т, 的 整个 温度 范围 内 都 成 立 . 因而 ,在 $44 中 所 作 关 于 超 导 性 特征 长 度 é& 的 
普 适 性 的 论断 ,在 此 我 们 得 到 了 征明 . 
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现在 我 们 把 上 一 节 得 出 的 结论 应 用 于 外 磁场 对 超导体 的 穿 透 问题 (这 一 问 
题 的 伦敦 近似 情况 曾 在 $ 44 讨论 过 ). | 

设 超导体 的 界限 为 占据 x > 0 半空 间 的 平面 ,而 外 场 Š ежи 
的 磁感应 强度 B) 平 行 于 表面 并 沿 z НН. 于 是 所 有 的 量 只 与 坐标 x 有 关 , 此 
时 电流 j 和 矢 势 4( 在 V - 4 =0 规范 办 ) 都 沿 y 轴 方 向 . 麦克 斯 韦 方程 V < B = 
– ДА =4«/ НЯ 


А"(х) = - ва), x >0. (52.1) 


式 中 的 “” 表 示 对 % 的 微 商 . 

对 于 人 射 到 金属 表面 的 电子 而 言 ,这 个 方程 的 边界 条 件 与 金属 表面 的 物理 
性 质 有 关 . 最 简单 的 情况 ,是 电子 从 金属 表面 作 镜 面 反 射 . 显然 ,遵从 这 种 反射 定 
律 时 ,半空 间 问题 等 价 于 无 界 介质 问题 ,在 这 个 问题 中 , 场 4(*) 沿 *=0 平面 的 
两 边 对 称 分 布 [4(*) =4( -x)]. 这 时 ,作为 x 奇 函 数 的 微 商 4'(x), 当 *=0 时 
不 连续 ,并 当 * 通过 零 时 改变 符号 . 换言之 ,无 界 介 质问 题 中 半空 间 平面 上 的 条 
IF B = A' = 名 对 应 于 条 件 

А’( +0) -A’( -0) =2%. (52.2) 

将 方程 (52.1) 乘 以 e-**, 并 将 它 在 从 - % о 的 界限 内 对 dx 积分 . 在 方程 

的 左 端 写 出 


Г. А"е -dx = J. (А’е-) "ах + Г (А’е`®) "ах +ik - Г. А’е "iz dz, 
头 两 项 积分 共同 给 出 — 29% ,而 末 项 已 经 可 以 简单 地 分 部 积分 ,因为 函数 4(x) 在 
х =0 处 连续 . 结果 我 们 得 出 等 式 
2% + FACE) = 7С), 
式 中 A(E) 和 j(%) 分 别 是 定义 在 整个 空间 中 的 函数 A(x) 和 j(x) 的 健 里 叶 分 量 . 


因此 可 用 关系 式 СЁ) = – Q(k)4A(%) 把 这 两 个 量 联 系 起 来 ,这 里 0(%) 由 上 一 节 
中 得 出 的 公式 给 出 , 所 以 ,我们 求 得 场 的 健 里 叶 分 量 


222% 
АС) = ищо (003) 
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穿 透 深度 8 定义 为 外; 
5=$ |, Ва 
将 A(x =0) 用 健 里 叶 分 量 4A(k) 表 达 出 来 ,并 将 (52.3) 式 的 A(k) 代 入 ,我 们 有 

1 f° dk 1 f” dk 
= 各) Балти T J. Е + 4тО(1Е1) /с 
ТЭХ, ~4TQvec 的 天 的 值 域 起 主要 作用 . 在 伦敦 情况 ( 当 5, >> £, 
时 ) ,这 些 值 很 小 , 即 当 kë, << 1. 这 时 0(5) 由 与 天 无 关 的 表达 式 (51.8) 给 出 , 因 
而 求 (52.5) 式 的 积分 自然 得 出 6 =61. 

相反 ,在 皮 帕 德 情 况 ( 当 6. <<, BF) ,重要 的 是 积分 中 大 >> 1/6, 的 值 . 这 

里 ,Q(k) 由 表达 式 (51. 21) 给 出 ,于 是 求 (52.5) 式 的 积分 得 : 


A(x =0) 
ее." | (52.4) 


(52.5) 


8 =6, =4/[3 6” ， (52.6) 
考虑 到 (51. 22) 式 ,因此 我 们 求 得 皮 帕 德 穿 透 深度 
ó, ~ (61é0) (52.7) 


上 述 计算 都 属于 电子 由 金属 表面 作 镜 面 反射 的 情况 .但 是 ,在 伦敦 情况 下 穿 
透 深 度 根本 与 电子 的 反射 定律 无 关 , 这 一 点 只 要 从 $44 中 的 5 值 的 推导 来 看 
就 清楚 了 ; 当 6 >> £, 时 ,金属 表面 结构 的 细节 是 无 关 紧 要 的 . 

但 就 在 皮 帕 德 情 况 下 , 穿 透 深度 对 反射 定律 的 依赖 实际 上 也 很 不 显著 . 例 
如 ,在 与 镜面 反射 相反 的 漫 反 射 的 情况 下 (这 时 电子 以 任何 方向 人 射 , 反 射电 子 
的 速度 方向 ,都 是 各 向 同性 的 ) ,5, 值 只 不 过 是 镜 反射 时 的 978 售 . 
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杂质 ,对 超导体 比 对 正常 金属 性 质 的 影响 更 为 深刻 .只 要 杂质 原子 浓度 x 还 
小 ,对 正常 金属 热力 学 量 的 修正 就 不 大 ,只 有 当 x~1 时 , 即 当 杂 质 原子 间 的 平均 
距离 可 与 晶 格 常数 a 相 比 较 时 这 种 修正 才 变 大 起 来 . 应 当 强 调 ,这 里 我 们 所 说 
的 ,当然 是 指 电子 对 热力 学 量 的 贡献 ,并 且 所 谈 到 的 热力 学 量 都 是 被 传导 电子 在 
动量 空间 量子 态 分 布 的 平均 密度 所 决定 的 那些 (例如 : 热 容 量 及 弱 磁 场 中 的 磁 
化 率 等 ). | ` 

在 超 导 金 属 中 还 有 另 一 种 图 像 . 这 一 情形 与 存在 比 a 大 的 特征 长 度 参 
数 一 一 相干 长 度 €, 有关. 由 于 电子 在 杂质 原子 上 的 散射 会 破坏 电子 间 的 关联 
性 ,只 要 电子 的 自由 程 可 与 名 相 比较 时 ,超导体 性 质 就 能 发 生 显著 的 改变 ;但 这 
时 浓度 x 仍然 很 小 . 这 里 我 们 将 定性 地 讲述 为 了 一 般 了 解 这 些 低 浓度 合金 性 质 


Q 在 场 按 指 数 规律 衰减 的 情况 下 ,这 种 定义 与 (44. 13 ) 式 的 定义 是 一 致 的 . 
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所 必需 的 主要 结论 @. 

设 杂 质 原子 不 具有 和 角 动 量 , 因 而 也 无 磁 矩 ( 非 顺 磁 杂质 ). 在 这 种 情况 下 , 杂 
质 对 无 外 磁场 的 超导体 的 热力 学 性 质 只 有 微弱 的 影响 . 因为 这 种 杂质 并 不 破坏 
时 间 反 演 的 对 称 性 . 实际 上 ,以 一 定 方 式 配 置 的 杂质 原子 与 电子 的 相互 作用 ,可 
以 用 某 一 势 场 U(r) 给 以 描述 .根据 克拉 默 斯 (Kramers) 定 理 , 在 这 种 场 中 电子 的 
能 级 仍然 是 二 重 简 并 的 ,并 且 这 些 能 级 所 对 应 的 状态 恰好 是 彼此 为 时 间 反 演 的 
态 , 因 此 这 些 态 上 的 电子 可 以 构成 库 珀 对 . 这 种 情况 ,和 以 前 讲 过 的 一 样 ,将 发 生 
在 界限 分 明 的 费 米面 附近 . 所 不 同 的 是 ,这 个 面 现 在 不 是 给 动量 空间 中 的 占有 态 
限定 界限 ,而 是 给 场 U(r) 内 量子 数 空间 中 的 占有 态 限定 界限 ;在 杂质 浓度 很 低 
的 情况 下 , 费 米面 附近 的 量子 态 密度 的 变化 很 小 . 

因此 显然 , 按 杂 质 原子 的 位 置 求 平均 之 后 所 得 到 的 公式 ， 与 纯 超 导体 理论 得 
到 的 公式 只 差 * 微量 级 的 修正 . 特别 是 ,忽略 这 些 无 关 紧 要 的 修正 ,并 不 改变 相 
变 点 温度 T. 和 在 该 点 热 容量 的 跃 变 值 . 因此 也 不 改变 金 兹 堡 - 朗 道 方程 中 系数 
的 比值 a*/b[ 见 (45.8) ] ;这 个 方程 的 形式 本 身 同 杂 质 的 存在 与 否 根本 无 关 , 不 
论 对 纯 超 导体 或 对 超 导 合金 ,方程 都 以 同样 的 准确 程度 成 立 . 

另 一 方面 ,超导体 的 磁性 质 ,尤其 是 磁场 的 穿 透 深度 , 当 1 -~ 所 时 就 会 发 生 
显著 的 改变 . 我 们 现在 来 估计 一 下 穿 透 深 度 ,这 时 假定 :即使 杂质 浓度 x <<1, 自 
由 程 仍 有 i! <<, (А. В. Ріррага,1953). 

电子 与 杂质 原子 发 生 碰 撞 时 ， A ааа Зое. 
这 就 是 说 ,超导体 中 电流 和 场 之 间 的 积分 关系 式 中 的 核 CQ(r) ,在 +r ~1<<é& 距离 
上 就 已 按 指数 规律 衰减 . 相应 地 ,在 动量 表象 中 函数 0(k) 在 k<1/1 区 域内 现在 
保持 为 一 个 常数 . 这 个 常数 值 ,可 以 在 及 ~1 的 情况 下 ,通过 与 公式 (51.21)( 当 
k >> 1/1 >> 1/&, 时 仍然 成 立 ) 的 “接合 ”来 确定 . 因此 我 们 求 得 : 

лап 27 А шур. (53.1) 


O(k) ~ пе? 2а T: 


穿 透 深 度 8 H k - 1/5 oe в’ - Q(k)/c 确定 ( 见 $52). 利 用 (53.1) 
式 , 得 : 





8-8 (T=0) ms s. Ë (53.2) 


Jf kR sr ,应 当 满 中 不等式 6 >> 1 后 者 保证 利用 (53. 1) 式 是 合理 
的 ;上 标 ( 纯 ) 表 示 无 杂质 情况 下 物理 量 之 值 ,名 值 也 是 指 纯 超导体 之 值 . 表达 式 
(53.2) 也 可 以 表 成 伦敦 公式 ,这 时 要 将 公式 中 的 超 导 电 子 数 密度 理解 为 


Ф А. А. Абрикосов Ж Л. П. Горьков 建立 的 全 部 超 导 合 金 理论 是 相当 复杂 的 ,并 超出 了 本 书 的 范 
В. 请 参看 原始 论文 : 冰 3Td@35,1588(1958 ) ;36 ,319(1959 ) . 
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n,~n 1 (53.3) 
如 用 金 兹 堡 - 朗 道 方程 的 系数 a 和 4。 来 表述 , 则 关系 式 (53.2) 就 是 [ 见 
(45.16)]: 
b b Ё, 
о (ит, 


再 考虑 到 上 面 指出 的 比值 a /6 与 杂质 存在 与 否 无 关 , 我 们 求 得 : 


oa~awéo/l, b~bw(é0/l). (53.4) 
根据 (45. 17) 式 ,由 此 我 们 有 关联 半径 ü 
¿(T) ~ (Т) и (ИЕ) (53.5) 
以 及 (45.18) 式 的 参数 
K ~ Kg &/Т>> ки. (53.6) 


当 自 由 程 充分 小 时 ,x > 1MV2 ,因此 足够 “ 脏 ” 的 超导体 属于 第 二 类 超导体 . 

金 兹 堡 - 朗 道 方程 对 “ 脏 ” 超 导体 的 适用 范围 ,从 低温 方面 来 看 ,实际 上 只 
限于 条 件 T. — T << T.. 所 需 的 不 等 式 6(T) >> 7, 在 这 种 情况 下 等 价 于 更 弱 的 
条 件 





Г. = 了 2 ё, ; 2 ё, 
г << (22) к >. 

最 后 ,我 们 提 一 下 顺 磁 杂质 超导体 的 性 质 . 这 些 杂 质 会 破坏 系统 对 时 间 反 演 
的 对 称 性 ,因而 也 破坏 了 电子 的 成 对 现象 ( 当 存 在 磁 矩 时 ,时 间 反 演出 要 求 改变 
磁 矩 的 符号 , 即 实质 上 是 指 把 一 个 物理 系统 换 成 另 一 个 物理 系统 ). 这 些 杂 质 对 
超导体 性 质 影响 的 定量 量度 , 乃 是 导致 自 旋 方 向 改变 (与 杂质 原子 发 生 交换 作 
用 所 引起 ) 的 散射 的 自由 程 1. "43k Е x 达到 临界 值 时 ,/, ~ 如 , 超 导 性 就 消失 了 . 

但 是 ,事实 上 数量 级 相同 的 临界 浓度 有 两 个 . 当 取 其 中 小 的 x, 时 ,能 谱 中 的 
能 阶 A 将 变 成 零 ; 而 凝聚 体 波 函数 与 只 在 某 一 浓度 x, >x, 时 才 变 为 零 . 在 浓度 
为 x, 和 x, 之 间 的 范围 内 ,将 发 生 无 能 隙 超 导 性 . 因为 推导 8 44 中 的 伦敦 方程 
时 ,只 是 利用 了 存在 凝聚 体 波 函数 和 考虑 了 规范 不 变性 这 一 事实 ,所 以 显然 , 超 
导体 的 主要 性质 一 一 存在 超 导 电 流 , 有 迈 斯 纳 ( Meissner) 效应 一 一 在 这 个 浓度 
范围 内 仍然 保留 . 就 超导体 平衡 性 质 来 说 ,由 于 热 容量 对 温度 不 按 指数 规律 变 
化 ,能 谱 里 便 不 出 现 能 隙 . 应 当 指出 ,这 里 与 $ 23 中 的 朗 道 超 流 准则 并 不 发 生 了 矛 
盾 ,因为 这 个 准则 根本 不 适 于 无 序 系 统 ( 即 我 们 所 研究 的 合金 类 型 ) ,这 是 由 于 
元 激发 不 是 用 一 定 的 动量 来 表征 的 @. 


Ф 关于 无 能 阶 超 导 性 理论 的 论述 ,请 参看 原始 论文 ;A.-A. Абрикосов, Л. П. Горьков, XX3T@39 , 
1781(1960). 
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我 们 不 只 一 次 地 说 过 ,在 费 米 系 统 中 产生 超 流 性 的 基础 是 库 下 效应 一 一 在 
费 米面 上 相互 吸引 的 粒子 构成 束缚 态 ( 即 组 成 粒子 对 ). 对 于 费 米 气 体 来 说 , 吸 


引 作用 的 条 件 可 以 表达 为 要 求 散射 长 度 4 = J rdsx 具有 负 值 ,也 就 是 说 ,处 于 相 


对 运动 轨道 角 动 量 为 零 (1=0) 的 状态 的 两 个 粒子 的 散射 幅 具 有 正 值 (在 小 能 量 
情况 下 , 正 是 这 个 态 给 散射 以 主要 贡献 ). 

但 是 ,正确 而 更 有 力 的 论断 是 :不 论 轨道 角 动 量 ! 为 何 值 ,只 要 相互 作用 具 
有 吸引 性 质 , 就 会 发 生 粒 子 成 对 现象 (结果 就 产生 超 流 性 ) (Л. Д. 朗 道 ,1959). 
应 当 强 调 , 在 讲 到 各 向 同性 系统 (液体 或 气体 ) 时 ,可 以 按 ! 值 给 状态 分 类 . 

现在 对 费 米 气体 来 证 明 这 一 论断 ,这 里 所 用 的 方法 是 :只 根据 系统 (正常 费 
米 气体 ) 在 温度 T > T, 时 的 性 质 , 在 原则 上 能 够 确定 出 向 超 流 态 转变 的 温度 T.. 

£ Š 18 中 曾 提 到 ,在 正常 费 米 系统 格林 晒 数 这 一 数学 工具 中 ,粒子 对 的 束 
缚 态 能 量 可 表现 为 顶 角 函数 一 的 极点 ;对 于 温度 顶 角 函数 (了 7 关 0 时 ) 也 是 一 样 ， 
该 函数 我 们 用 .9 来 表示 . 当 出 现 这 种 极点 之 后 ,整个 这 个 数学 工具 事实 上 就 不 
НТ. 但 我 们 还 是 把 它 应 用 于 最 初 的 时 刻 , 这 时 ,温度 降低 并 当 了 = T. 时 初次 出 
现 极点 ,而且 粒子 对 的 束缚 能 在 这 一 时 刻 应 等 于 零 ; 超 流 态 和 正常 相 的 状态 这 时 
是 一 致 的 . 

在 如 下 的 骨 可 图 上 : 


辐 轿 表示 一 У.Н Г, 这 样 来 确定 :按照 上 边 指 出 的 理由 , 它 是 在 
би =£ a =0, р, +р, =0 (54.1) 

的 情况 下 ,FSF 具有 极点 时 的 温度 . 第 一 个 等 式 表示 ,成 对 粒子 都 处 于 费 米 面 上 ,而 
粒子 对 的 束缚 能 等 于 零 ; 第 二 个 等 式 的 意思 是 ,成 对 粒子 具有 相反 的 动量 . 

不 论 粒 子 间 的 吸引 作用 多 人 么 微弱 ,都 能 产生 粒子 对 . 显然 ,为 产生 极点 ,必须 
使 项 角 函 数 的 微 扰 论 级 数 的 一 些 项 在 (S4.1) 条 件 下 并 当 了 .一 0 时 ( 当 吸 引 弱 
时 ,T. 也 小 ) 含 有 发 散 的 积分 ;否则 ,所 有 对 一 级 近似 有 限 项 的 修正 ,在 任何 温度 
下 都 将 明显 地 小 于 这 一 项 ,而 且 不 可 能 出 现 极 点 . 

梯形 图 级 数 
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3—— v] 3 -一 3 一] 
Co (54.2) 


I | I 2 4 | | 1 


Д ——— 4 








2 
4 2 


将 满足 这 一 要 求 . 随后 将 会 看 到 ,在 从 第 二 个 图 起 的 全 部 图 中 ,由 于 增加 虚线 所 
带 来 的 微小 相互 作用 ,在 上 述 意 义 下 ,被 积分 的 发 散 所 补偿 外 . 

把 从 (17.3) 式 变 到 (17.4) 式 时 曾 用 过 的 方法 应 用 于 这 个 级 数 后 ,我 们 发 
现 , 等 式 (54.2) 等 价 于 图 方程 


Р; Р! 
P, P, Р, Р; 
——IIK ee 
ы Р;-0 | ©. = | Р-Р; (54.3) 
w k ЕМА 
_P, -PP -3 -P, 
—_ P, _P, 


图 的 自由 端 线 和 内 线 对 应 于 (54.3) 图 [已 考虑 到 条 件 (54.1) ] 中 所 示 的 各 宗 量 : 
P,=(0,p.), P,=(0,p,), Q=(i¿,,q). 
理想 气体 格林 函数 的 自 旋 依赖 关系 分 离 成 9700 5,9 М ,而 顶 角 函 
数 (没有 反对 称 化 !) 的 自 旋 依赖 关系 为 
人 
将 图 (54.3) 按 $38 中 所 指出 的 规则 展开 并 缩 并 自 旋 因 子 ,我 们 即 得 到 关于 函数 
的 积分 方程 
.9 (Di -р,;р,, -Р,) + 


Er б 4) 790-4, -9) х 


х.7(4, -gq;pi, - - p, ) 一 一 一 5 = О(р, -р.). (54.4) 


в. >: 

此 方程 中 的 求 和 及 积分 中 ,离散 变量 的 一 些小 的 值 和 费 米 面 附 近 的 诸 g . 
值 最 为 重要 ( 见 下 文 ). 因此 ,在 积分 号 下 的 因子 ИМ УНИИ д, =0 Ка = 
р». 在 费 米面 上 还 有 矢量 p, 和 ps,. 所 以 ,方程 (54.4) 中 函数 了 和 U0 的 每 一 个 ,都 
只 与 一 个 独立 变量 一 一 费 米面 上 三 个 矢量 p, ,p; 和 4 中 的 任意 两 个 之 间 的 夹 角 


Ф 本 来 还 需 绘 出 图 (54.2) 因 交换 端 线 3 和 4 而 补充 的 同样 的 图 级 数 ,以 使 顶 角 函数 对 它 的 自 旋 和 
轨道 宗 量 反对 称 化 , 但 这 里 为 了 达到 确定 T. 的 目的 ,可 以 不 必 这 样 做 ,因为 在 顶 角 函 数 的 这 两 部 分 中 会 
同时 出 现 极点 . 
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有 关 . 
现在 我 们 可 以 求解 方程 (54.4) ,为 此 将 U 和 儿 按 勒 让 德 多 项 式 展 成 级 数 ; 


(0(9) = у (21+ 1)a,P,( cos 9), 
т (54.5) 
(29) = > (21 + 1).9Р, (соз 9). 


式 中 乡 是 上 述 三 个 矢量 中 任意 两 矢量 之 间 的 夹 角 . 将 这 两 个 展开 式 代 人 (354.4) 
式 , 并 借助 于 球 函 数 相 加 定理 按 方 向 求 积 分 ,得 ， | 





97 +adl) =a, (54.6) 
式 中 
了 (0) 2 dg _ 
П = T р J z (¿,,q)! (2) 
d°q . 
у рУ [2 я Sk 


函数 Se) Ж Н (37. 13) <, Шт, =9'/2т - n = se (а-р,). 根据 求 和 公式 
(42.10), 则 有 ; 


h ть d 
П = . sam: ть (54.8) 


对 dq = dm/ve МЕТРИК, он ep 150 页 上 的 注解 ) ， 
因而 积分 应 当 在 某 个 пе 2, ДИО. (нщ Т0 时 ,积分 在 下 限 处 也 呈 对 数 发 
散 , 即 有 In(1/7) 的 行为. 

由 (54.6) 式 可 见 , 在 

1 +a =0 (54.9) 
的 条 件 下 ЗРК ( B] .9 有 极点 ). 方 程 (54.9) 同 在 ! =0 值 时 确定 粒子 
成 对 的 相 变 点 的 方程 (42, 11) 在 形式 上 是 一 致 的 ,所 不 同 的 只 是 要 把 后 一 方程 
中 的 “耦合 常数 "g 换 成 ~ ei[ 对 比 (42.11) 式 ]; 若 把 此 公式 理解 为 确定 T. 的 方 
程 ,还 需 在 公式 中 取 A =0, 这 样 =(P) 便 与 9, 相同 了 . 因此 我 们 看 到 ,只 要 有 一 
个 a, 值 是 负 的 , 顶 角 函数 就 有 极点 ;这 时 相 变 温度 


O _ У __2 | 
Ta La,exp ( ) (54.10) 


Га, 1и» 


[比较 (40.4) 和 (39.19) 式 ]. 假 如 取 一 系列 不 同 的 值 , 且 a, <0, 则 相 变 发 生 在 





Q 由 于 (54.7) 式 中 对 的 求 和 很 快 地 收敛 ,所 以 在 求 和 式 中 实际 上 重要 的 只 有 小 的 Z, 值 ,而 对 dq 
积分 的 对 数 性 质 , 则 证 实 q 接近 于 py 的 假设 是 正确 的 . 
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对 应 于 最 大 的 1a,1 的 温度 T. Ф | 

可 以 证 明 ,在 一 切 由 电 中 性 原子 组 成 的 费 米 气 体 (或 液体 ) 中 ,只 要 【 值 足 够 
Х,а, 在 任何 情况 下 都 必定 是 负 值 (元 . IT. HaraeBcrkz 直 ,1959 ) . 原因 是 ,中 性 原子 
的 相互 作用 ,总 会 发 生 在 大 距离 范围 上 ,在 这 样 距离 内 相互 作用 具有 吸引 的 性 
质 , 即 所 谓 范 德 瓦 尔 斯 吸引 . 

在 实际 存在 的 这 类 液体 一 一 液态 He 同位 素 中 ,产生 超 流 性 ,看 来 有 赖 于 
l=1 时 的 粒子 对 @. 这 里 我 们 不 去 详细 研究 超 流 相 的 结构 ,而 只 是 简单 地 讨论 一 
不 如何 选择 区 分 超 流 相 与 正常 相 的 序 参数 . 当 高 于 相 变 点 时 等 于 零 而 低 于 相 变 
点 时 不 等 于 零 的 物理 量 , 是 反常 格林 函数 Fo (г, р) = Е, (л, г); ТЕ 8 41 
中 曾 指出 , 它 起 着 束缚 粒子 对 的 波 函 数 的 作用 . 它 在 费 米面 上 ( 即 当 p = 2p,n 
时 ) 的 傅 里 时 分 量 Fee(P) 是 方向 严 的 函数 (和 在 !=0 时 粒子 对 的 情况 一 样 , 它 
不 是 常数 ) .因为 落 算 符 是 反对 易 的 ,函数 Rs(z) 对 于 粒子 交换 当然 是 反对 称 


”的 : 


F (n) = -F,( -n). 

在 粒子 对 构成 1=1 的 情况 下 (对 任何 奇数 值 角 动 量 也 一 样 ) ,Fs 是 n 的 奇 
Ж, ЧЩ Fs 是 一 个 对 称 旋 量 . 这 就 是 说 ,粒子 对 的 自 旋 等 于 1, 对 于 1 为 奇数 的 
两 个 全 辐 费 米子 的 状态 来 说 ,本 应 如 此 .二 阶 对 称 旋 量 等 价 于 一 个 矢量 ,我们 用 
d 来 表示 它 . 在 1=1 的 情况 下 ,4d 对 nn 的 依赖 关系 应 当 符合 于 勒 让 德 多 项 式 
P,(cos 0) , 即 具 有 线性 关系 :d; = Уп. 于 是 复 二 阶 张 量 yj (不 一 定 是 对 称 的 1) 
可 以 描述 超 流 相 . 实际 上 存在 两 种 不 同 的 液态 ”He 的 超 流 相 , 而 它们 是 用 张 量 
yn 的 不 同形 式 加 以 区 别 的 . 


Q 应 当 指 出 ,假如 所 有 的 в, >0, 则 不 会 发 生 相 变现 象 ,并 且 ЯМА (54.6) ЕН Т-0 Е 
温度 都 能 成 立 . 当 7T-0 时 所 有 宛 都 按 ось TI 的 规律 趋 于 零 . 正如 24 页 的 注解 中 提 到 的 事实 :动量 
相反 的 粒子 的 函数 (还 有 准 粒子 相互 作用 函数 Г), М T—0 时 变 成 零 . 

@ 在 温度 ~10K 时 ,发 生 相 变 .应 当 指出 ,小 的 7, 保证 存在 一 个 区 域 , 可 以 将 正常 费 米 液体 理论 
应 用 于 液态 "He. 
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晶 格 中 的 电子 


$55 ”周期 场 中 的 电子 


晶体 中 各 原子 的 电子 壳 层 彼此 强烈 地 相互 作用 . 因此 ,已 经 不 能 说 单个 原子 
的 能 级 ,而 只 能 说 整个 晶体 全 部 原子 的 电子 壳 层 集体 的 能 级 . 对 于 不 同类 型 的 固 
Ik ,其 电子 能 谱 的 性 质 不 同 . 作为 研究 这 些 能 谱 的 准备 步骤 ,还 必需 讨论 单 电子 
在 空间 周期 外 电场 ( 晶 格 模型 ) 的 行为 ,这 是 一 个 更 加 公式 化 的 问题 ,将 在 
$ 55— $ 60 中略 述 . | | 

场 的 周期 性 意味 着 : 场 在 平移 任何 形 为 a = па, +п,а, +п.а, 的 矢量 保持 不 
变 ( 其 al ‚а, ‚а, 是 品格 的 基 周 期 ( 基 格 矢 ) ; п, „п, ,ns 是 整数 ) 

U(r +a) =U(r), (55. 1) 

因此 ,描写 在 此 场 内 电子 运动 的 蕉 定语 方程 . 对 于 任意 变换 r—r + a 也 是 不 变 
的 . 由 此 得 到 ,如 果 y(r) 是 某 一 定 态 的 波 肖 数 , 那 么 yy(r +a) 也 是 描写 同样 电子 
状态 的 薛 定 雇 方程 的 解 . 这 表明 ,两 个 函数 是 一 致 的 ,其 精度 只 差 一 个 常数 因子 : 
у(г+а) = 常数 .y(r). 显 然 ,常数 的 模 应 等 于 1 ,否则 , 当 无 限 次 重复 位 移 a( 或 
者 -a) 时 , 波 隙 数 将 趋向 无 穷 大 .具有 这 样 性 质 的 函数 的 一 般 形式 为 : 


Jalr) =e "war). (55.2) 
其 中 大 是 任意 (实数 ) 常 矢量 ,而 wx 是 周期 函数 
ux(r+a)=u,(r), (55.3) 


这 个 结果 首先 由 布 洛 赫 (F. Bloch ,1929 ) #18; (55.2) JÉ z Н PS ЖЖ НВ 8 85 
函数 ,因此 周期 场 中 的 电子 常常 叫做 布 洛 赫 电 子 . 

一 般 说 来 ,在 给 定 上 值 时 , 苹 定 证 方程 有 各 种 解 的 无 穷 系列 ,这 与 电子 能 量 
s(K) 各 种 高 散 值 的 无 穷 系列 相对 应 ,bn 的 下 标 s 标志 这 些 解 , 这 种 下 标 ( 能 带 序 
叶 ) 也 应 刻 划 函数 z = s,( k) 的 不 同 分 支 一 一 即 电子 在 周期 场 内 的 色散 律 . 在 每 
个 带 内 能 量 取 遍 一 定 的 有 限 区 间 值 . 
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对 于 不 同 的 带 , 这 些 区 间或 被 “能 际 ” 所 隔 开 或 部 分 地 交 又 ;在 后 一 种 情况 
T , 交 和 区域 里 的 每 个 能 量 值 对 应 于 各 带 中 不 同 的 大 值 .这 在 几何 上 表明 :对 应 
于 两 个 交合 带 s,s' 的 等 能 面 位 于 上 空间 的 不 同 区 域 . B +i 36830 zÑ Е ел Il 
并 一 一 不 同 态 具 有 相同 的 能 量 . 但 是 ,既然 这 些 态 对 应 不 同 的 上 值 ,那么 ,在 能 谱 
中 就 不 会 有 任何 奇异 性 . 应 该 将 带 的 交叉 跟 交 春 的 一 般 情形 区 别 开 来 ,交叉 时 
se,\k) 和 ee,(K) 之 值 在 相同 的 点 丰 上 是 相同 的 (等 能 面 交 叉 ), 通常 只 把 这 种 情 
况 理 解 为 简 并 ; 交 又 使 能 谱 中 出 现 一 定 的 奇异 性 . 

当然 ,具有 不 同 的 :或 的 一 切 函 数 光 :都 相互 正 交 ,特别 是 ,由 s 不同 而 上 
相同 的 yx 的 正 交 性 中 得 出 函数 wx 的 正 交 性 . 此 时 ,由 于 函数 的 周期 性 ,积分 按 
晶 格 的 一 个 元 胞 体积 * 进行 已 足够 了 ;相应 的 归 一 化 为 


J u ud =6,,, (55.4) 


当 平 移 变 换 rr +a 时 ,矢量 上 的 意义 在 于 用 来 决定 波 函 数 的 行为 .用 e”“ 
ЗЕ 

| ya(rta)=e" (г), (55.5) 

由 此 立即 得 到 , 量 大 按 其 定义 不 是 单 值 的 : 差 任 一 个 倒 格 矢 五 的 动量 值 ,都 会 使 

波 函 数 具 有 相同 的 行为 (因子 expli(k +b)a] =exp( 达 .ea)). 换 言 之 ,这 样 一 些 

k 值 在 物理 上 是 等 价 的 ,它们 对 应 于 同一 个 电子 态 , 即 同一 个 波 函 数 . 可 以 说 , 函 


Жр. (在 倒 格 子 中 ) 是 下 标的 周期 函数 ; 

W... (r) =, (Г), (55.6) 
能 量 也 是 周期 性 的 : 

se,(k+b) =e,(k). (55.7) 


函数 (55.2) 式 同 自由 电子 波 函 数 一 平 面 波 由 = 常数 x exp( ip + r/h) ЖЖ 
种 相似 性 . 这 时 恒 矢 量 hk 作为 守恒 量 . 我 们 又 得 出 电子 在 周期 场 内 准 动量 的 概 
含 ( 如 第 五 卷 $ 71 中 的 声 子 ). 我 们 着 重 指出 ,在 这 种 情况 下 根本 不 存在 真正 的 
守恒 动量 ,因为 在 外 场 内 动量 守恒 定律 是 不 成 立 的 . 但 是 ,绝妙 的 是 在 周期 场 内 ， 
电子 仍然 可 以 用 某 一 恒 矢量 来 表征 . 

在 给 定 的 准 动量 为 名 的 定 态 上 ,真实 动量 以 各 种 概率 可 有 无 穷 多 个 h(E +) 
形式 的 值 . 这 是 因为 ,空间 周期 函数 展 成 储 里 叶 级 数 ,含有 形 为 eo“ 的 各 项 


U(r) = 2, ЯСИ 
НЕ (55.2) ЛЖ IBU ` 
фк (г) = > Ge (55.8) 


展开 系数 仅 依 赖 于 (+5) 之 和 的 事实 ,表明 在 倒 格 子 中 的 周期 性 质 (55.6). 需 
要 着 重 指出 ,这 个 事实 [连同 性 质 (55.6) ] 不 是 加 给 波 函 数 的 条 件 , 而 是 场 U( r) 
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的 周期 性 的 自然 结果 . | 

矢量 上 在 物理 上 的 一 切 不 同 值 丝 分 布 于 倒 格 子 的 一 个 元 胞 内 . 这 个 元 胞 的 
“体积 "等 于 (2r)?/o, 其 中 是 晶 格 本 身 的 元 胞 体积 . 另 一 方面 ,用 4/2m 空间 的 
体积 来 决定 与 其 对 应 的 (物体 每 单位 体积 的 ) 状态 数 . 因此 ,每 个 能 带 里 的 状态 
数 等 于 1/o, 即 等 于 晶体 单位 体积 中 的 元 胞 数 . | 

函数 =, (К) Ë Y fE k 空间 内 的 周期 性 外 ,还 有 与 晶 格 方向 对 称 性 ( 晶 类 ) 相 
对 应 的 转动 和 反射 对 称 性 . 并 且 , 不 论 在 此 晶 类 中 是 否 存在 对 称 中 心 ,总 有 

2E.( —k) ==,(k) ， (55.9) 
这 个 性 质 是 时 间 反 演 对 称 性 的 结果 .事实 上 ,由 于 这 个 对 称 性 ,如 果 yw, 是 电子 的 
ОШ, АННЫ НЕНИЯ. НН, 
у Ее", ры НЕ ВЕ — kO. 

下 面 我 们 研究 周期 场 内 的 两 个 电子 . 把 它们 看 成 一 个 波 函 数 为 上 (Cr ,г,) ВО 
系统 ,我 们 发 现 , 在 平移 时 这 个 波 函数 应 该 乘 以 ex 型 的 因子 . 这 里 , 可 称 为 系 
统 的 准 动量 . 另 一 方面 ,电子 间 的 距离 很 大 时 , 波 函 数 少 (rm „г, 归结 为 单 电子 波 
函数 之 积 , 且 在 平移 时 乘 以 em"et". 由 于 要 求 此 因子 的 这 两 种 写法 一 致 ,我 们 
得 到 

ЕЕК, +k, +b (55.10) 

特别 是 ,由 此 得 出 :在 周期 场 中 运动 的 两 个 电子 碰撞 时 ,其 准 动量 之 和 的 守恒 性 
精确 到 可 差 一 个 倒 格 矢 : 

К, +К, =К, +k; +b. (55.11) 

在 定义 电子 平均 速度 时 ,还 要 说 明 准 动量 和 真实 动量 间 进 一 步 的 相似 性 , H 
算 平均 速度 ,需要 知道 表象 中 的 速度 算 符 f = 六 在 此 表象 中 , 算 符 作用 在 任意 
披 函 数 按 本 征 函数 yy 展开 的 系数 C. Е: 


y= У Сара. | (55.12) 


首先 求 算 符 f. 我 们 有 恒等式 . 
ry= У J Сагу d° = > | C, | – і ты ri ] aa 
对 第 一 项 分 部 积分 ,在 第 二 项 中 将 周期 水 数 9uj/9k( 类 似 uw 本身 ) 按 同一 个 上 
ЖУЛЕ 25 РЕЖ 25 и, ЕЯ: 








дик 


ok 





= -i > (514215 Ки. (55.13) 


Ф 在 能 带 交合 时 ,严格 说 来 ,由 这 些 论证 只 能 得 到 2,( - к) ==, (А), Н s fill s' ВЕЛ. 
然而 ,适当 地 规定 函数 e( k) 的 各 不 同 分 支 的 序号 ,总 可 获得 (55.9) 式 . 
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р Ро Е. 
ry = > 9а 
Е 


另 一 方面 , 按 算 符 了 的 定义 ,应 该 有 
jy = У | (PC, ) wd’k. 
与 已 得 表达 式 比 较 , 则 得 





Х J °, (sk 1021s'k) Yond k = 





ОУ С I. d k. 


а 2 
Р=і +0 (55.14) 


其 中 ( 厄 米 ) 算 符 Ó 由 其 矩阵 (s'k10Q1sk) 给 出 .重要 的 是 ,这 个 矩阵 对 指标 是 
对 角 的 ,因此 算 符 ОНЕ ек 是 可 对 易 的 . 

按 一 般 的 原则 ,电子 的 速度 算 符 是 由 ? 算 符 同 哈密 顿 算 符 的 对 易 关系 得 到 
的 .在 表象 内 ,哈密 顿 算 符 是 元 素 为 a,(k) 的 对 角 和 矩阵 ,其 指标 是 和 能 带 
序号 s@, 而 只 作用 在 变量 的 算 符 8/ ЭК а s 的 对 角 和 矩阵 . 因此 表 式 





д ^ ^ 
5 = 900? пе тіс ) +Š 
其 矩阵 元 是 ， 
1 Əz,(Kk) 
(о р. .(k) ) = h ӘБ ` 
ass sss сур 


(skl01s'k) = [ев _ e. (k)](sk1Qls'k). 


这 个 表达 式 在 s =s' 时 变 为 零 , 即 2 没有 按 能 带 序 号 的 对 角 元 . 这 样 一 来 ,终于 求 
得 电子 速度 的 矩阵 元 : 

de,(k) 
(sklv 156) = pa | 
这 个 矩阵 的 对 角 元 是 速度 在 有 关 态 上 的 平均 值 . 于 是 ,此 值 作 为 准 动量 的 函 


数 表示 为 


(з іе 15'К) = (sk|@QQls'k>,(s=s'). (55.15) 





д5,(К) 
рак ’ 





(55.16) 
它 完全 类 似 于 通常 的 经 典 关系 . 


Q 确切 地 ,应 该 说 成 ks 表象 .我 们 记 碍 ,在 这 个 表象 中 的 波 函 数 Cx 并 非 完全 任意 的 ,它们 应 该 对 天 
为 周期 函数 . 
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5 ЖЕ, ПИВО АВН УРЫ T BJ) B ДЕ. 当 忽略 相对 论 效 应 ( 自 旋 与 
轨道 的 相互 作用 ) 时 ,考虑 自 旋 将 单纯 地 使 准 动量 值 为 上 的 每 一 能 级 产生 二 度 
简 并 , 即 在 空间 某 一 确定 方向 自 旋 有 两 个 投影 值 . 当 考 虑 目 旋 - 轨道 相互 作用 
时 ,情况 随 晶 格 是 否 有 反 演 中 心 而 不 同 ， 

周期 场 中 电子 的 自 旋 i 


A 


HH,=— (oxVU). (55.17) 


20 2 с? 
НЕТ о 是 泡 利 矩阵 (参阅 第 人 着 $33). 这 个 算 符 作 用 的 波 函 数 是 一 阶 和 旋 量 фи. , 
其 中 а 是 旋 量 指标 . 根据 Kramers 定理 (参阅 第 三 卷 $ 60) ,对 任何 电场 (其 中 包 
括 周 期 场 ) ,复数 共 斩 旋 量 yj 和 yi 总 是 描绘 同一 能 量 的 两 个 不 同 的 态 . 因为 ， 
此 时 函数 yi。 对 应 于 准 动量 -k, 所 以 我 们 重新 (现在 已 经 计 及 自 旋 - 轨道 相互 
作用 ) 得 到 (55.9) 型 的 关系 
бев), (k) , (55.18) 

其 中 指标 o 和 cz" 用 以 区 分 两 个 不 同 ( 时 间 反 演 ) 的 自 旋 态 中 . 

当然 ,等 式 (55. 18 ) 并 不 意味 着 前 面 说 过 的 那 种 简 并 , 因为 能 量 在 等 式 两 侧 
分 属于 不 同 的 大 值 .但 是 ,如 果 晶 格 具 有 反 演 中 心 ,那么 大 和 -天 的 状态 便 有 相 
同 的 能 量 . 这 时 我 们 得 到 等 式 eu (k) = s,,(k) ,这 再 一 次 表明 准 动量 确定 的 每 
一 能 级 有 二 度 简 并 . 

除了 与 时 间 反 演 对 称 有 关 的 简 并 外 ,周期 场 中 的 电子 还 可 能 有 品格 空间 对 
称 所 引起 的 简 并 . 这 些 问题 后 面 在 $68 里 将 要 阐述 . 


习 题 
1. 试 求 在 如 图 10 所 示 的 周期 场 内 做 一 维 运 动 的 电子 的 色散 规律 (R. Kro- 
nig, W. G. Penney ,1930 ) 
解 :在 阱 工 的 区 域 (0 <x<4), 波 函数 为 
у = суе!" +ce *, k= /2me/h, (1) U@) 
m 32 l 6 E 3K( -b<x <0),3gk h 3k 


у = суе" +c e “2, K, = /2m( e – Ц) /ћ. Ë I В 
(2) | 


—b a а+Ь 
# 2 ЖА Шика, £. K ik sh 3k 5 (2) Z Z Ba 
因子 е““*)ЖЕ(а+ 是 场 周 期 ): 图 10 


Q 计 及 自 旋 -轨道 相互 作用 , 自 旋 投影 算 符 同 哈密 顿 算 符 已 经 不 可 对 易 . 所 以 这 个 投影 不 守恒 , 因 
而 ,严格 说 来 , 自 旋 态 不 可 用 这 个 数 来 表征 . 
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р ев [оен -°-0) оет ЕЮ (3) 
小 和 由 ' 在 点 x=0 do x =a 的 连续 性 条 件 , 对 于 ci,… ,cs 给 出 四 个 方程 3 这 些 方 程 
的 相 容 性 条 件 导 致 色散 方程 
cos k(a +b) = cos к,а • cos Kk,b . Sin куа * sin к.ф. (4) 
这 个 方程 不 是 以 显 形 式 确定 待 求 的 关系 e(k). £ e <U, 时 ,k, 为 虚 值 ,于 是 方 
程 应 写成 下 列 形式 








cos k(a +b) = cos кла cosh|x;b| +— ( = 
K, lx, | 


> )sin к,а * sinh|x,bl. 


(5) 
如 果 在 (5) 式 中 ,在 Uob = ЖЖ = Pa 条 件 下 取 极 限 О, оо ,6b 一 0, 则 得 色散 
方程 


2 . 
Рта sin ка 
cos ka = cos куа +——— 


(6) 


h° K G | 
这 个 方程 解决 了 8 函数 各 峰 组 成 的 周期 场 

U(x) =aP >. 9(х-ап) 
内 的 能 谱 问 题 . 在 图 11 上 用 图 解法 给 出 方程 (6) 的 根 的 分 布 . 这 里 描绘 的 是 方 


程 右 侧 作为 kia 的 函数 的 图 像 . 当 函 数 取 遍 土 1 间 的 所 有 值 时 ,方程 的 根 值 跑 遍 
横 轴 上 粗 线段 所 表示 的 区 域 . 






ка 
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图 11 


2. 试 求 弱 周期 场 U(x) 内 粒子 一 维 运 动 的 色散 规律 . 
解 : 将 场 看 作 微 扰 ,从 零 级 近似 出 发 ,粒子 进行 以 平面 波 
у (х) = (№) ee™ 
描写 的 自由 运动 ( 归 一 化 取 成 在 Na 长 度 上 有 一 个 粒子 ,a 是 场 的 周期 ) ;粒子 的 
能 量 a" ”= 也 刀 /2m. 将 周期 场 U(x) 表 示 成 侍 里 叶 级 数 的 形式 ，; 
U(x) = > Сее 
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这 个 场 对 平面 波 所 取 的 给 阵 元 只 在 波 秋 为 不 和 有 = k +2mn/a 的 态 闻 跃迁 
才 不 为 零 ,此 时 Ubi = U.. 

在 微 扰 论 的 一 级 近似 下 ,能 量 的 修正 是 由 一 与 上 无 关 的 常量 对 角 欠 阵 元 
gt) = U, = U, 给 出 的 , 即 能 量 的 原点 只 作 位 移 而 已 .但 是 ,在 k=mn/a(n= +1, 
+2, --- ) 值 的 邻 域 ,能 级 是 个 例外 ,在 这 些 点 上 上 与 上 = Е -2тп/а 的 值 只 差 一 符 
号 .因此 ,能 量 eto0 (К) о et) (1 ) 是 一 致 的 .于 是 ,在 这 些 值 的 领域 中 ,能 量 相近 
状态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 不 为 零 . 为 了 定 出 修正 值 , 就 需要 借助 于 本 征 值 相近 情形 
的 微 扰 论 方法 (参阅 第 三 着 879) ,第 三 卷 的 (79.4) 式 给 出 答案 .根据 该 公式 , 现 
在 有 


s_(k) => [et (h) +2 (k-K.)] + 


в {Fe (0) -en kk) +100)", 


ЖФ К, =2=n/a ,并 删 去 了 可 加 常数 Di; 平方 根 前 符号 的 选择 应 满足 如 下 的 要 
求 : 当 远离 上 = +k,/2 值 时 ,函数 (К) ЮЖ Я s) (有 .+ 号 和 -号 分 别 对 应 
ТААТ > 1/21 lk] < 1k/21, 在 点 上 = +*k./2 上 函数 e(1) 经 历数 值 为 
210,189 5. 2 12а 上 АНИ (линия р 的 取 值 范 
B] 22 — o 到 四, 如 果 将 让 值 ( 准 动量 ) 取 在 寺 m/a 之 间 , 就 得 到 图 12b ,其 中 绘 出 
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(а) 


我 们 注意 到 图 12( 同 图 11 一 样 ) 的 能 带 并 不 交合 ,这 是 周期 场 中 一 维 运 动 
的 普遍 特性 , 每 个 能 级 ( 按 上 的 符号 ) 是 二 重 简 并 的 ,在 一 维 运 动 时 完全 不 能 出 
现 更 大 的 简 并 度 , 我 们 还 要 指出 ,在 一 维 运动 情况 ,每 个 能 带 的 边界 [能 量 a( 上 ) 
的 最 小 值 和 最 大 值 ] 对 应 于 数值 上 =0 Я Е = т/а. іх Юу, ЖЖ Мяр 
的 能 量 , 其 波 函 数 在 平移 一 个 周期 a 时 , 需 来 以 某 一 实数 因子 (因此 在 无 穷 远 处 
波 函 教 变 为 无 穷 大 ) ,而 在 能 量 的 允许 区 间 , 在 平移 时 , 波 函 数 需 乘 以 因子 е. 
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于 是 ,在 禁 戒 区 间 和 多 许 区 间 之 间 的 边界 上 ,这 个 因子 应 同时 为 模 等 于 1 的 实 
数 . 由 此 得 出 ka $ + $£ K. $ + т. 

3. 试 求 下 述 一 维 周期 场 内 粒子 的 色散 规律 ， Я 
列 对 称 势 阱 (因此 粒子 透 过 势 阱 间 势 又 的 概率 很 小 ). 

解 : 类 似 求解 双 势 阱 中 能 级 分 裂 (第 三 卷 $ 50 习题 3) 问题 的 步骤 .Wokxz) 是 描 
写 在 一 个 势 阱 中 运动 (具有 某 一 能 量 eu, 图 13 ) 的 归 一 化 波 函 数 , 也 就 是 说 从 势 阱 
两 侧 离 开 边 界 时 波 函 数 按 指数 函数 交 减 ;这 个 函数 是 实 柬 数 ,而 且 可 以 是 变量 % 的 
ня Ж. 对 于 周期 场 内 运动 的 粒子 ,正确 的 零 级 近似 波 函 数 是 求 和 式 





фь (я) =С > eJ (x -an), (1) 


ЖФ C 是 归 一 化 常数 ( 当 平移 x_ox +a B , ik À S š 9 3k f 1 B + ее). 
35 H É$ £ 19 2 4 


p+ [eh) 0 


р" ке, ГЕ? 


АВД, $ AF33 ЗУ ш, Яна, РЕЛЕ -а/2, 0/2 内 (图 
13) 对 dx 积分 . ПВ, ЕЯ S£ £. у(х) р(х - an) £ n= 0 时 处 处 很 小 ‚ЖА 


фсе) фо (a) dx = C. 
我 们 得 出 
h° , , ] 8⁄2 

e(k) — 5% =m CL koi, – 40] -а/2 * 

ЖЖЖ (1) Ф, 0 х=а/2 时 应 当 只 保留 n=0 和 n=1 0 3.3 H 3 3E Ж 
а 

yo(z) 66 8 k у, ( - x = +4 (5-} ,有 

yj,(a/2) = Су, (4/2) (1 re™), 

у! (а/2) = Су, (а/2) (1 же). 
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同样 ,在 x= -а/2 时 ,只 应 保留 n=0 和 n=1 的 项 .结果 得 到 
e(k) -eo = «2 (а АЕ } сов ka. 
这 里 尚 需 代 入 值 


1⁄2 


и (5 ) = т exp | . РО las | Í 
по) 262, (2) 
其 中 ww 是 粒子 在 势 阱 中 振动 的 6 是 与 so 对 应 的 反 转 点 .最 后 得 到 
e(k) - е, = + 2 /D cos ка, Р = exp [ - > ú Ip( x) гах |. 


这 样 一 来 ,在 孤立 势 阱 中 运动 粒子 的 每 一 能 级 важ 2һор'?/т 的 
细 能 带 , 这 个 宽度 决定 于 两 个 势 阱 间 势 又 的 透射 系数 姜 . 


$56 外 场 对 晶 格 中 电子 运动 的 影响 


我 们 研究 晶 格 上 施 以 一 — ЕЕЕ H WR F 8 8), 在 坐标 表象 内 ,电子 在 
周期 场 U(r) 内 的 哈密 顿 量 为 


=- Ur). | (56.1) 
(EB ñ = -ih V E R SE 23 Bt BJ F £f ) ,由 此 出 发 , 按 通 常 方式 引进 外 磁场 后 
= 10р - A] +U(r), (56.2) 
m c 


其 中 4(r) 是 场 的 矢 势 . 但 是 ,在 场 足 够 弱 的 情况 下 ,过 渡 到 准 动量 表象 ,可 以 使 
问题 得 到 合理 的 简化 . 

鉴于 唱 格 中 电子 能 带 结构 可 以 有 多 种 多 样 的 形式 ,因此 只 能 以 相当 粗糙 的 
方法 对 于 弱 外 场 的 条 件 进行 一 般 的 描述 . 设 电 子 在 施加 外 场 之 前 处 于 某 个 确定 
的 (第 :个 ) 能 带 中 ,我 们 用 se。 表示 作为 这 个 能 带 特征 的 能 量 最 低 值 ,例如 ,能 带 
的 特征 宽度 或 到 邻近 能 带 的 距离 [ 即 给 定时 的 差 值 e. (k) -~ e,(K)]. 如 果 认 
为 磁场 是 弱 场 ,无 论 如 何必 须 满 足 条 件 

hoy << e, ， (56.3) 

其 中 “ 拉 摩 频率 ”wp ~ lelH/m` с, m ` - ВЕ E: H РБЕ. Ф 

如 已 述 及 ,在 无 外 场 时 晶 格 中 电子 在 大 表象 的 哈密 顿 量 是 元 素 为 е, (К) 的 


Ф 频率 更 精确 的 定义 由 后 面 公式 (57.7) 给 出 .对 于 金属 中 的 传导 电子 (参阅 后 面 的 $61) 特 征 值 
k~1/a(a 是 晶 格 常数 ) ;再 取 eo ~ h° /m * a? ,我 们 得 到 与 不 等 式 r, >> a 等 价 的 条 件 (56.3) ,其 中 “轨道 半 
径 ” rp ~v/wp- 
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对 角 矩 阵 . 在 有 外 场 时 ,电子 的 哈密 顿 量 还 将 包含 矢 势 4(z) 及 其 对 坐标 的 微 商 ， 
即 场 强 H( 而 在 非 均 匀 场 时 ,还 有 场 强 的 高 阶 微 商 ) ;在 k 表象 中 聘 数 A(r) 改 为 


算 符 4 =4(?) ,其 中 ? 算 符 由 (55.14) 式 给 出 . 

矢 势 4(r) 是 坐标 的 增 函 数 (对 于 均匀 场 ,遵从 线性 规律 ). 鉴于 势 的 这 种 增 
长 ,甚至 对 于 弱 场 , 势 在 无 限 大 系统 ( 晶 格 中 的 电子 ) 的 哈密 顿 量 中 也 不 是 微 扰 . 
因此 ,即使 弱 磁 场 也 会 明显 改变 广 延 系统 的 性 质 一 一 使 连续 谱 变 成 离散 谱 ( 能 
级 量子 化 ,参阅 8 58). 而 弱 场 (不 同 于 势 ) 的 强度 只 带 来 小 的 修正 项 . 

我 们 指出 ,在 忽略 这 些 修 正 项 时 ,只 由 一 些 规范 不 变性 的 要 求 便 可 用 一 般 形 
式 阐明 哈密 顿 量 同 场 势 的 关系 . 因 我 们 研究 的 是 恒定 场 ,所 以 当 势 和 波 函 数 进 行 
与 时 间 无 关 的 变换 


A—A + V f, бех (37) (56.4) 


时 ， 利用 方程 的 不 变性 就 足够 了 . 这 里 .Ar) 是 坐标 的 任意 函数 [参阅 第 三 卷 
(111.8 -9) 式 ]. 
在 弱 场 中 , 势 4(r) 是 坐标 的 缓 变 函数 . 由 于 要 阐述 这 个 组 变性 所 起 的 作用 ， 
”我 们 首先 研究 恒定 势 场 这 种 极限 情况 :4(r) = 常量 =4。( 当 然 , 恒 定 势 是 虚构 
的 ,此 时 不 存在 真实 的 场 ,因此 谈 到 的 是 一 个 形式 的 变换 ). МА =0 过 渡 到 4 = 
A, 9 + f = A, ° r 时 的 变换 (56.4) ;因此 代替 原来 (在 A =0 时 ) 本 征 函 数 
у = иде" (56.5) 
的 是 新 哈密 顿 量 的 本 征 函 数 
wa(r)exp [1 (# +2 А. г}. 
由 此 可 见 , 为 了 赋予 准 动量 以 原来 的 意义 (平移 时 决定 波 函 数 相位 改变 的 量 ) 必 
须 取 大 +e4o/jic =KK; 这 样 ,定义 的 量 K 可 称 为 广义 准 动量 . 此 时 ,新 本 征 函 数 写 
为 
Шк = u, к мою (7) е" 
与 这 些 函 数 相对 应 的 电子 能 量 为 :se,(k) = е, (К - ehoyjic) .现在 我 们 能 够 断定 : 
势 4(r) 虽 非 恒定 ,但 在 空间 缓慢 变化 时 ,“ 零 级 ” 波 函 数 近似 (对 场 强 而 言 ) 是 
фк Ре (56.6) 
(В ҒА 是 变化 的 ,已 经 不 是 严格 的 周期 函数 ). ОВЕ, ВЕЕ е, (К - еА/ћс) М 


Q 如 果 按 函数 系 风 ua 展开 函数 (56.6) ,那么 ,一 般 说 来 ,在 展开 式 内 要 包括 不 同 的 函数 .但 是 ,应 
强调 指出 ,这 决 不 意味 着 真 跃 迁 到 另 一 个 能 带 , 而 只 表明 波 函 数 在 恒定 场 影响 下 的 变化 ;由 此 联想 到 , 恒 
定 场 根本 不 会 引起 使 能 量 改变 的 真实 跃迁 . 为 阐明 这 种 情况 ,应 注意 到 :虽然 场 是 微弱 的 ,但 与 此 相关 的 
态 分 类 的 改变 (其 中 包括 准 动量 与 能 量 的 对 应 ) 却 是 明显 的 ， 
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当 看 成 是 在 天 表象 构成 哈密 顿 量 的 算 符 . 此 时 ,在 同样 的 近似 下 ,应 把 ?理解 为 
算 符 ?=i8/6K, 而 把 定义 式 (55.14) 中 第 二 项 Q 删 去 . 实际 上 , 算 符 i3/3K 作用 
于 波 函 数 时 , 按 数量 级 看 ,是 用 “轨道 线 度 ”ry 乘 以 波 函数 . 而 r, 随 场 的 减弱 而 
增 大 ,至 于 算 符 O 作用 于 波 函 数 ,其 结果 并 不 包含 这 种 增 大 的 因子 . 在 这 个 意义 


上 , 算 符 O 在 弱 场 中 较 i3/9K 小 . 另 一 方面 ,因为 算 符 3/3K 按 能 带 序号 是 对 角 
的 , 则 哈密 顿 量 也 是 对 角 的 . | 
这 样 ,我 们 得 出 绪论 : НН ЕН НУ В +- T 55 (Е К s rh ) АЕ 


ñ. =. [К-Ж А(Г) |, еа (56.7) 
来 描述 (R. Реіегіѕ, 1933). 于 是 ,在 这 个 近似 下 完全 类 似 于 在 动量 表象 内 自由 粒 
子 的 哈密 顿 量 中 引进 磁场 的 方法 . 


因为 不 能 确定 不 可 对 易 算 符 (矢量 外 = 天 -eh/jc 的 分 量 ) 的 作用 顺序 ,所 以 
(56.7) 还 不 能 完全 确定 . 而 作用 顺序 的 确定 应 该 保证 哈密 顿 量 的 厄 米 性 . 原则 
上 总 是 可 以 做 到 的 ,只 要 把 (在 倒 格子 中 的 ) 周期 函数 =, (k) 展 成 傅 里 叶 级 数 型 

s,(k)= > Ае?“ (56.8) 


即 可 ( 按 正 格子 的 所 有 矢量 & 求 和 ). 在 这 个 级 数 的 每 一 项 的 指数 函数 里 用 天 代 


替 K, 将 只 剩 下 一 个 算 符 (矢量 4 在 ae 上 的 投影 ). 因此 不 出 现 作用 顺序 问题 ,一 
ПТ хня. 当然 , 这样 的 “ 厄 米 化 ”方法 不 是 唯一 的 . 然而 ,重要 
的 在 于 不 同方 法 间 的 差别 已 超出 所 考虑 的 近似 范围 . 因为 在 上 述 的 近似 中 , 算 符 


k,,k,,k, 的 对 易 子 都 是 小 量 . 例如 ,对 于 均匀 场 算 符 


finyxr-inyxo 

ee НХ. к (56.9) 
容易 直接 计算 出 来 . 对 易 子 

A A A А А е 

kk – ЕЕ, =1 Бена (56.10) 


正比 于 微小 场 强 H. 
ЖТР =19/9К 5 K= K 的 对 易 规则 和 “自由 ”粒子 (无 晶 格 ) 的 坐标 与 广义 


动量 的 对 易 规 则 完全 一 样 . 因此 计算 算 符 ? 和 与 哈密 顿 量 的 对 易 子 , 自 然 导 致 
算 符 方程 





(56.11) 


这 组 方程 具有 通常 的 哈密 顿 方程 的 形式 [其 计算 可 参阅 第 三 卷 的 公式 
(16.4-5)]. | 
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我 们 再 说 一 遍 ,(56.7) 式 的 哈密 顿 量 近似 的 含意 ,是 其 中 忽略 了 与 场 强 H 
有 关 的 各 项 以 及 不 含 数量 级 为 轨道 线 度 r, 的 大 因子 项 .在 高 级 的 近似 中 ,结果 


还 可 以 表示 为 某 个 有 效 的 哈密 顿 量 H.( K - eA/hc , H) 的 形式 ， LL aa 
ХРАНУ, ЗЕ Н.В. 25 ЖЕ БОЯ е, (Е) ЖД. 

在 忽略 自 旋 - 轨道 相互 作用 时 , 计 及 电子 自 旋 将 使 哈密 顿 量 中 出 现 通 常 描 
述 磁 矩 同 场 的 相互 作用 的 项 - Во Н, Jt rt o ЖН) ВЕ, П В = le | h/2mc 是 
玻 尔 磁 子 . 如 果 唱 体 具 有 反 演 中 心 , 自 旋 - 轨道 相互 作用 只 改变 电子 的 磁 和 矩 , 因 
此 自 旋 同人 磁场 的 相互 作用 为 

-Во,Н,ё, (k). (56. 12) 
实际 上 ,在 这 种 情况 下 对 于 同时 进行 时 间 反 演 和 空间 反射 ,哈密 顿 量 必 须 是 不 变 
的 .在 这 种 变换 下 ,应 该 进行 H— - H f а - o É) F 38 TU E k PLE AS 3. 
(56. 12) 式 是 满足 所 提要 求 的 普遍 表达 式 , 当然 , 张 量 &,(k) 是 不 能 在 普遍 形式 
下 进行 计算 的 ， 

最 后 ,我 们 讲 一 讲 给 晶 格 施 加 弱电 场 E 时 电子 的 行为 . 弱 场 的 条 件 是 指 电 
场 中 在 距离 ~a 上 电子 所 获得 的 能 量 小 于 特征 能 量 eo : |el ka << е. 

与 磁场 的 情形 一 样 , 最 起 作用 的 项 是 含 坐标 增 函 数 的 项 , 即 电场 标 势 e (r) 
的 项 .利用 类 似 前 面 的 讨论 ,也 能 以 一 般 的 形式 阐明 哈密 顿 量 与 o (r) 的 关系 , 实 
际 上 ,施加 一 个 虚构 的 恒定 势 o = we 等 价 于 在 苹 定 读 方 程 中 给 能 量 附 加 一 个 常 
数 epo ;这 个 常数 项 也 加 在 所 有 的 本 征 值 e,(k) 上 . 当 势 wp(r) 不 恒定 ,但 在 空间 
中 组 变 时 ,类 似 的 算 符 项 应 追加 一 个 天 表象 中 的 有 效 哈密 顿 量 : 


Н, ='e (k) +еф(}). : (56.13) 
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我 们 把 上 节 获 得 的 结果 运用 到 电子 在 磁场 中 进行 准 经 典 运 动 这 一 重要 情 
况 . 如 所 周知 , 准 经 典 条 件 是 :粒子 的 德 布 罗 意 波长 在 粒子 的 线 度 上 变化 很 小 . 现 
在 ,这 个 条 件 等 价 于 不 等 式 : 
ry >> À, (57.1) 
即 轨道 的 曲率 半径 远大 于 波长 和 ~ 1/k%， 


Ф 计算 修正 项 的 简单 例子 将 在 $59 中 给 出 . 以 巨 的 窒 级 数 形式 得 到 哈密 顿 量 的 正规 方法 ,以 及 此 
级 数 带头 项 的 一 般 表 式 在 论文 :B. L Blount, Phvs. Rev. 126 ,1636(1962 ) ;Soliod State Physics, 卷 13 ,页 306 
(1963) 中 都 有 表述 . 我 们 指出 ,如果 晶体 具有 反 演 中 心 , 则 级 数 始 于 Н? 项 (参阅 859). 

四 ”一般 说 来 ,这 个 条 件 强 于 条 件 ($6.3). 但 如 果 上 ~ 1/a( 人 金属 中 传导 电子 就 是 这 种 情况 ) , 则 两 个 
条 件 变 为 一 致 .而且 , 实 际 上 总 可 以 得 到 满足 .在 mm ~ ehk/| e |H ~ ch/ale| H 时 ,条 件 rh >> a 导致 要 求 
Н <<ch/lela2 ~108 一 10?0e( 奥 斯 特 ) . 
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在 准 经 典 条 件 下 ,粒子 轨道 的 概念 便 有 意义 了 . 轨道 由 运动 方程 来 确定 ,而 


运动 方程 是 用 相应 的 经 典 量 
> ӨН ӘН ЕС 
bK = ғ” Ф ЭК’ H=e(K =A(r) ) 


代替 (56.11) 式 中 的 算 符 而 得 出 的 (为 了 简化 略 去 下 标 s). 我 们 展开 这 些 方程 ， 
以 “ 动 理 学 的 准 动量 ; 
К=К-- А(г) 


替换 广义 准 动量 K. 
我 们 有 
hdk е 4А(г) = _ ЭН _ е дА, 
dt с dt or c ` ər 
在 此 写 出 аА/а = (0 - V )4, 并 注意 到 
| (0, У)А, —( У)А =ə% x(V xÀ) =0 x H, 
便 获 得 运动 方程 
Ке, xH, о - 09 (57.2) 

这 个 方程 只 由 于 另 一 种 e() 关系 而 与 通常 的 经 典 洛 伦 兹 方程 不 同 , 其 中 代 
蔡 简 单 的 二 次 函数 的 是 复杂 的 周期 函数 ;相应 地 ,关系 式 v(k) 也 是 这 种 复杂 的 
周期 函数 . 自然 ,这 种 情形 要 使 电子 运动 的 性 质 产 生 重 大 变化 . 

我 们 研究 电子 在 均匀 磁场 内 的 运动 Но 乘 方程 (57.2) ,用 通常 的 方法 求 出 
he ` dk/di = de/dt =0. 再 用 互 乘 方程 (97.2). 得 到 а(н · k) /dt =0. 这 样 ,电子 
在 晶 格 内 运动 如 同 自由 电子 在 磁场 内 运动 一 样 : 

s= ЖЕ, k, = ЖИ. (97:3) 
(z 轴 沿 磁场 Н ЛЕ). 等 式 (57.3) 决 定 电子 在 上 空间 的 轨道 .几何 上 ,这 个 轨 
道 是 垂直 于 磁场 的 平面 与 等 能 面 (К) = 常量 相 截 的 截 口 曲线 . 

等 能 面 会 有 各 种 形式 . 在 每 个 倒 格 子 原 胞 内 ,这 些 等 能 面 可 以 有 几 个 彼此 
不 相连 的 叶片 .这 些 叶 片 可 以 是 单 连通 的 或 是 多 连通 的 ,可 以 是 闭 的 或 是 开 
的 .为 了 阐述 后 一 种 区 别 ,最 好 来 研究 周期 地 延伸 在 整个 倒 格子 的 等 能 面 .在 
每 一 个 倒 格 子 原 胞 里 有 相同 的 闭 空 腔 ,而 开 的 等 能 面 连续 地 通过 整个 格子 并 
延伸 至 无 穷 远 出 . 

等 能 面 的 截面 由 无 穷 多 个 截 口 曲线 构成 . 这 里 既 包 括 倒 格子 一 个 原 胞 范 
围 内 等 能 面 不 同 叶片 的 截 口 曲线 ,也 包括 在 不 同 原 胞 内 重复 叶片 的 截 口 曲线 . 


Q ”为 避免 误解 ,应当 指 出 , 倒 格子 原 胞 不 能 这 样 选 取 , 即 所 有 本 质 不同 的 ( 即 不 是 周期 性 重复 的 ) 一 
些 财 空 腔 处 在 一 个 原 胞 内 而 不 被 原 胞 界面 截 开 . 
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如 果 等 能 面 的 叶片 是 闭 的 ,那么 它 的 所 有 截面 也 都 是 闭 曲 线 . 如 果 叶 片 是 开 
的 ,那么 它 的 各 截面 既 可 以 是 财 的 ,也 可 以 是 开 的 ( 即 连续 地 延伸 到 整个 倒 
格子 ). 

运动 的 准 经 典 性 也 意味 着 磁 击 穿 (magnetic breakdown ) 的 概率 很 小 , 即 电子 
的 准 动量 不 大 可 能 既 变 式 地 从 一 个 截 口 曲 线 过 渡 到 另 一 个 截 口 曲线 (在 本 节 最 
后 我 们 还 要 讨论 磁 击 穿 概率 很 小 的 条 件 ). 于 是 , 当 忽 略 这 个 可 能 性 时 ,电子 就 
只 在 等 能 面 的 一 个 截 口 曲线 上 运动 . 

现在 我 们 详细 研究 在 准 动量 空间 内 沿 封闭 轨道 的 运动 . 显然 ,这 是 时 间 上 的 
周期 运动 ;我 们 来 确定 它 的 周期 . 

把 方程 (57.2) 投 影 到 与 场 垂直 的 平面 ,k, 上 ,得 到 


di, ltelH 3 


2 
b, = 40, +b, 


dt ch 1’. 


其 中 4, = /dk; + ак, 是 上 轨道 的 线 元 . 由 此 得 到 





1 








_ ch 41, 
Тен) o, 
如 果 轨 道 是 封闭 的 , 则 运动 周期 由 对 轨道 全 路 径 的 积分 
ch 41, 
= тан? (57.4) 


给 出 . 这 个 表达 式 可 用 下 面 的 方法 变 为 更 直观 的 形式 . 
ЯЗ Е, = ЖЕАР ВЕЕ = = 常量 ,其 截面 积 取 为 5S(e,k,). 在 这 个 平面 上 
两 个 路 径 £ = 常量 和 = + de = 常量 之 间 的 环 帘 在 路 径 的 每 一 点 上 是 


de __ бе 
° ааа, | фи,’ 
因而 这 个 环 的 面积 是 
dl, 
dS = еф ! 





1 


由 此 可 见 ,(57.4) 式 中 的 积分 , 正 是 偏 微 商 3S/3e. 于 是 ,运动 周期 为 
с? ƏS(e,k,) 


lB ge 7.5) 
( W. Shockley ,1950) .在 此 ,自然 地 引进 称 为 晶 格 中 电子 的 回旋 质量 : 
+ _Й 95 
т a = (57.6) 


电子 在 轨道 上 的 回转 频率 通过 这 个 量 用 公式 
wn = lelH/m"c (57.7) 
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表 出 , 它 同 自 由 电子 拉 摩 频率 著名 公式 的 区 别 只 是 将 质量 换 成 m" .9 

但 是 ,我 们 强调 指出 , 晶 格 中 电子 的 回旋 质量 不 是 恒 量 ,而 是 a ЯП Е, НИ 
数 , 所 以 各 个 电子 的 回旋 质量 也 不 同 . 还 注意 到 ,这 个 量 可 正 可 负 ; 在 前 者 电子 作 
НЯ 
此 相应 地 说 成 电子 轨道 和 空 穴 轨 道 . 

到 目前 为 止 ,我 们 讲 过 的 是 在 下 空间 的 电子 轨道 .但 是 ,容易 看 出 , 准 动量 空 
间 中 的 轨道 和 普通 空间 中 的 轨道 间 存 在 密切 的 联系 . 运动 方程 (57.2) 改写 成 形 
式 





lel 


hdk = - dr x H. 
积分 后 (适当 地 选取 坐标 r 和 谁 动量 大 的 原点 ) 得 到 
hk = т, x H. (57.8) 


由 此 看 出 ,普通 空间 中 轨道 的 xy 投影 ,本 质 上 是 上 轨道 的 再 现 , 只 是 取向 和 比例 
不 同 而 已 ;从 轨道 经 变换 


ы hc 5° 7” he 


便 得 出 普通 空间 轨道 . 除 此 之 外 ,在 普通 空间 有 以 速度 v, = Əe/hək, Wr z 轴 的 运 
动 .如果 在 空间 的 轨道 是 封闭 的 ,那么 普通 空间 轨道 就 是 以 场 方 向 为 轴 的 螺旋 
线 . 如 果 轨 道 是 开口 的 , 则 甚至 在 普通 空间 中 轨道 在 ху ЕШ ЕМНЕ ВН 
的 ,就 是 说 ,在 这 个 平面 上 运动 可 通 向 无 限 远 . 

再说 一 下 品格 处 于 恒定 均匀 电场 E 中 电子 的 准 经 典 运动 . 由 准 经 典 方程 


hk =eE ,我 们 有 


-lelH lelH 


x, 








k =k +Š, . (57.9) 


再 根据 能 量 守 恒定 律 ,有 
e(k) -еЕ * r= ЖЕ. (57.10) 
但 是 ,能 量 =(K) 是 在 有 限 区 间 As( 能 带宽 度 ) 内 取 值 的 ;因此 ,从 (57. 10) 式 得 
出 ,在 均匀 电场 内 的 电子 沿 场 方 向 做 有 限 运 动 : 电 子 在 这 个 方向 以 振幅 Ae/lelE 
振动 . 如 果 电 场 平行 于 任 一 个 倒 格 子 的 周期 p, 则 运动 就 是 频率 为 o =2mle1BE/ 
hb 的 周期 运动 ; 当 b ~1/a 时 ,有 ho, ~ lelEa. 对 于 场 方向 任意 这 种 一 般 情 况 ， 
运动 是 准 周 期 的 . 
最 后 我 们 讨论 前 述 可 以 忽略 磁 击 穿 的 条 件 . 如 果 这 些 轨道 在 某 处 反常 地 接 


Q 自由 电子 的 等 能 面 是 半径 为 = = P k'/2m 的 球面 , 它 的 截面 是 面积 为 = m(2meh 2 -此 ) 的 圆 ， 
所 以 微 商 3S/8s =21т/Р , НШ т* =m. 
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近 ,那么 从 一 条 轨道 过 渡 到 另 一 条 轨道 (在 大 空间 ) 的 概率 
自然 就 大 . 这 样 的 情况 出 现在 : 当 轨 道 与 具有 自 交 叉 的 轨道 
相 接近 时 ,或 者 轨道 在 等 能 面 两 叶 交 叉 点 附近 . (也 就 是 简 
并 点 附近 ) 通过 时 . 这 些 情 况 的 轨道 的 典型 图 像 如 图 14 所 
示 :轨道 间 的 间隙 站 小 于 整个 轨道 的 特征 线 度 . 而 在 其 最 
近 处 的 轨道 曲率 半径 R, ,一 般 说 来 ,与 8k 同 数量 级 . 借助 
量子 障 道 效 应 可 以 从 一 条 轨道 过 渡 到 另 一 条 轨道 .如 果 3 
大 于 距离 Ak, (在 这 个 距离 上 , 波 函 数 在 经 典 不 可 到 达 的 罗 
道 之 间 的 区 域内 要 衰减 ) ,这 个 过 渡 概 率 不 大 ( 按 指数 函 814 
Ж). 

利用 电子 在 磁场 内 的 运动 与 在 某 个 势 场 U(x) 内 的 一 维 运动 的 相似 性 可 以 


估计 出 Ak,. 这 个 相似 性 来 源 于 :根据 (56. 10) 6, ИТ = Ё, полен Я р hk, 
所 满足 的 对 易 关 系 同 坐标 和 动量 的 对 易 关 系 一 致 . 在 最 接近 点 附近 ,轨道 是 
抛物 线 .它们 类 似 于 均匀 场 (U = -Fx) 中 一 维 运动 的 抛物 线 相 轨 道 (x,p) ,其 
方程 为 p /2m = Fx( 如果 x 自转 向 点 算 起 ). 在 这 种 情况 ,在 反 转 点 后 的 距离 
Ax ~ (入 /mF)“ 上 的 波 函 数 将 衰减 掉 ( 见 第 三 卷 $24) ; 引 人 相 轨道 的 曲率 半径 
R~(dx/dp ) ”~mF, 可 写 出 Ax ~ (Р/В). ВЕНЕ, ИВА 
Ах-эћсАЕ,/1еін, К + R,ñ | e | Н/с 得 出 待 求 量 ДЕ. 于 是 获得 Ak. ~ 
(1е1Н/ћс) (8k) 并且, 条 件 ДЕ << 8k 变 为 

lelH/he << (5%)? 057.11) 





的 形式 . 
$58 ЕЖЕ 


我 们 看 到 ,处 在 外 磁场 中 晶 格 里 的 电子 在 大 空间 沿 闭合 轨道 的 经 典 运动 ,对 
应 着 普通 空间 中 与 磁场 有 垂直 的 平面 上 的 有 限 运动 . 当 过 渡 到 量子 力学 时 ,在 
每 一 个 纵向 准 动量 的 确定 值 都 出 现 离 散 的 能 级 . 这 些 能 量 值 由 准 经 典 量子 化 
的 一 般 规则 确定 . 

我 们 选择 均匀 磁场 (方向 沿 z 轴 ) 的 矢 势 形 如 :4. = - НУ, А, = A, =0. 这 时 ， 
广义 准 动量 的 分 量 为 


lel 


K,=h + Hy, K,=k,, K,=k,, (58.1) 
坐标 x 是 循环 变量 ,因此 ,广义 准 动量 的 * УЕН. 
К. =k, + Hy = W. (58.2) 


ВЕК - 索 末 菲 量子 化 规则 (参阅 第 三 卷 $ 48) , 写 出 条 件 
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二 | фК,4у | =n, (58.3) 
这 里 的 积分 取 运 动 的 一 个 周期 ,并 假定 二 是 大 的 正 整数 中 . 根据 公式 (58.1 -2) 
W К, =k, 和 dy = - (ch/le|H)dk, 代入 ,我 们 得 到 


| $b 97, | Би Е 


现在 ,这 里 的 积分 取 在 空间 中 的 闭合 轨道 上 . 这 个 积分 正 是 轨道 包围 的 面积 ， 
也 是 前 节 引 入 的 被 平面 ,= 常量 截 得 等 能 面 的 截面 积 S(&,k,). 
于 是 ,最 终 得 到 


5(=,Ё,) =27 





на (58.5) 
(И. М. Лифщиц ‚1951 ; Г. Опзавег, 1952). 这 个 条 件 以 非 显示 的 形式 确定 出 能 级 
sz,(k.). 于 是 ,能 带 (为 简单 计 我 们 不 写 出 序号 *) 分 解 为 朗 道 次 能 带 的 离散 系 
列 , 其 中 各 条 次 能 带 都 是 以 连续 变量 k, 值 来 区 别 的 . 

如 所 周知 , 准 经 典 的 量子 化 条 件 由 于 引入 一 修正 项 而 更 加 准确 ,这 个 修正 项 
归结 为 对 一 个 大 的 量子 数 n 附加 数量 级 为 1 的 数 .为 确定 这 个 修正 项 ,需要 考察 
(58.3) 式 中 限定 积分 范围 的 各 “转向 点 ”附近 的 运动 . 

在 电子 轨道 上 K, =k, 与 y 的 关系 ‚ЧХЕ К, 值 并 在 k. = 常量 时 由 方程 


(0) =е [ K, - 1618, kk.) = 常量 (58.6) 


来 确定 ;转向 点 y = y, 由 速度 v, = Əe/hək, 变 为 零 的 条 件 来 确定 . 在 这 点 附近 , 按 
у-у, 的 震 展 开 方 程 (58.6) 而 得 出 


- (22 і (у -~ %) +— [ Зе) G, -k,)2 =0 
其 中 大 =,(y。). 由 此 可 见 , 按 平方 根 定律 


Е, -Ё, = +А Vy- Yo-. 
来 逼近 转向 点 (为 明确 起 见 ,我 们 认为 经 典 不 可 到 达 区 域 在 y<yo). 但 是 ,这 个 
定律 正 是 准 经 典 量子 化 中 通常 导出 修正 项 的 方法 (参阅 第 三 卷 $47, $ 48) 所 涉 
及 的 定律 .于 是 (58.5) 的 精确 规则 为 


S(e,k,) =2+ ев (+). (58.7) 


@ 在 均匀 磁场 内 运动 ,与 失势 选 择 无 关 的 温 源 不 变量 是 积分 了 JK， . dr, 其 中 K, 是 与 场 垂直 平 


面 上 的 广义 准 动量 的 投影 (对 比 第 二 卷 $21). 矢 势 4 在 所 选 的 情况 下 ,积分 中 K:dz = K, faz =0, r 138 
渐 不 变量 同 (58.3) 式 中 的 积分 一 致 
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从 推导 中 知道 (基于 函数 (58.6) 的 展开 ) ,为 了 使 精确 的 量子 化 规则 变 得 有 
效 , 轨 道 需要 充分 远离 函数 a(k) 的 各 奇 点 (其 中 包括 复数 的 支点 ). 在 轨道 附近 
处 处 不 应 破坏 准 经 典 条 件 ( 特别 是 速度 9e/9k 的 x,y 投影 不 要 变 为 零 ) 册 . 最 后 ， 
必须 注意 到 作为 一 切 推导 基础 的 哈密 顿 量 (56.7) 是 近似 的 .如果 格 子 有 反 演 中 
心 , 哈 密 顿 量 的 修正 项 便 是 场 强 的 二 次 函数 ,因而 不 影响 条 件 (58.7). 但 是 , 兰 
不 存在 反 演 中 心 ,哈密 顿 量 的 修正 项 便 是 的 线性 函数 :在 这 种 情 旋 下 ,(58.7) 
中 的 修正 项 1⁄2 便 失 去 意义 ,因为 哈密 顿 量 的 近似 性 也 会 造成 同 数量 级 的 误 


差 .@ 
两 个 相 邻 能 级 的 间隔 Де 与 大 数 n 改变 1 相对 应 .于 是 As 由 等 式 
_ 95, _2mlelH 
AS= Ae = (58.8) 
来 确定 .引入 周期 运动 的 经 典 频率 w; ,根据 (57.7) 我 们 得 到 
Ae = hoy. (58.9) 


应 强调 指出 ,频率 o, 本 身 是 (п, К,) Нура. 因此 ,相继 的 能 级 s, (在 给 定夺 
时 ) 不 是 严格 等 间隔 的 ,这 和 自由 电子 情况 不 一 样 , 在 那里 o, 是 常数 . 

能 级 与 守恒 量 K. 无 关 ( 与 磁场 中 的 自由 电子 一 样 一 一 参阅 第 三 卷 § 112)， 
表明 它们 是 简 并 的 . 如 果 设 想 晶 格 具 有 大 而 有 限 的 体积 了 ,那么 简 并 度 将 是 有 限 
数 .在 区 间 dk, Н п 为 给 定时 ,状态 数 为 VAS : dp/(2m) ,其 中 AS 是 量子 数 为 nn 
和 mr+l 的 两 条 轨道 间 所 包 平 面包 = 常量 的 面积 . 这 个 面积 由 公式 (58.8) 给 出 ， 
于 是 ,我 们 得 到 所 求 状 态 数 的 表达 式 

Vdk, |е1Н 
(27)? ch ' 
一 一 这 同 目 由 电子 情况 的 公式 一 样 . 

在 磁场 中 能 级 简 并 的 明显 原因 在 于 :能 量 与 电子 “ 拉 摩 轨道 中 心 ? 在 空间 内 
的 位 置 无 关 . 对 于 自由 电子 这 个 简 并 是 精确 的 . 对 于 晶 格 中 的 电子 它 只 可 能 是 近 
似 的 :这 是 因为 存在 非 均 义 ( 周 期 ) 的 电场 ,在 晶 格 原 胞 中 “轨道 中 心 ” 的 不 同位 
置 已 不 再 等 价 . 这 一 情况 必然 导致 朗 道 能 级 的 某 些 分 裂 ， 

考虑 电子 的 自 旋 将 使 每 个 能 级 分 裂 成 两 个 ;忽略 自 旋 - 轨道 耦合 时 ,这 两 个 
成 分 被 恒定 间隔 28H 所 分 离 ( 如 自由 电子 一 样 ) ,其 中 B 是 玻 尔 磁 子 : 

| e, (k.) =e, (k) +оВН, c= +1. (58.11) 


(58.10) 


Ф ”两 条 轨道 反常 接近 点 附近 ,这 些 条 件 与 磁 击 穿 概率 要 小 的 要求 一 致 . 
他 对 于 自由 电子 (参考 225 页 的 注 ) ,根据 朗 道 关于 磁场 中 自由 电子 的 著名 公式 (第 正 卷 S 112) ,条 
件 (58.7) 给 出 


SR ( "+> ) +B /2т, ар = lelH/me 
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如 果 晶 体 具有 反 演 中 心 , 当 考 虑 自 旋 - 轨道 相互 作用 时 ,上 述 情况 仍然 成 
立 .此 时 ,无 场 存 在 的 电子 态 对 自 旋 是 简 并 的 ,而 磁场 则 消除 这 个 简 并 . 若 用 
ВЕ, (k,) ВЕ B[ 其中,() 表 示 电 子 磁 矩 的 变化 ] ,结果 也 能 得 到 (58. 11) 同样 
的 公式 . 
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我 们 研究 大 空间 大 = k, 的 点 ,在 这 个 点 上 电子 的 能 量 е, (д) 有 极 值 ;特别 
是 ,与 能 带 的 顶 和 底 对 应 的 点 就 是 这 样 的 点 . 如 果 在 这 样 的 点 上 没有 简 并 (只 
有 对 自 旋 可 能 存在 克拉 默 斯 简 并 才 是 例外 ,参考 855 末 ) ,那么 ,在 该 点 附近 
的 函数 a,(k) 可 以 按 差 q =k - k, 的 需 作 正则 展开 . 这 样 展开 的 首 批 项 是 二 
次 项 : 


h _ 
e,(k) =e,(k,) + ти 9:4». (59.1) 


(59.1) 式 中 的 系数 张 量 т, 的 逆 张 量 是 m, , 它 称 为 电子 在 格子 中 的 有 效 质 量 张 
量 .下面 来 前 明 ,如 何 用 k, 点 的 布 洛 南 函数 jJ. 所 构成 的 矩阵 元 来 表示 这 个 
ЖЕ. 
当 忽 略 自 旋 -轨道 相互 作用 时 ,电子 的 哈密 顿 量 是 (56.1) 式 的 形式 .我 
们 将 
фа = east Тик =е“`’ф„ (59.2) 
ЛЕА КАР РА 22 41% A ПА SP Е BJ Ez СЕ А. 此 时 方程 为 


ано) + [а ат ке. фае, (Е) фа, (59.3) 


Др = - 访 VV, 是 真实 动量 的 算 符 . 

在 =k。 点 的 附近 ,矢量 g 是 个 小 量 ,因此 (59.3) 式 方 括号 里 的 表达 式 可 以 
看 成 微 扰 算 符 . 在 零 级 近似 , 当 g =0 时 函数 px* 同 函数 pw 一 臻 .因此 ,通常 的 微 
扰 理 论 可 以 通过 此 函数 所 构成 的 矩阵 元 来 表达 对 能 量 的 修正 . 

因为 k, 是 极 值 点 ,就 不 存在 关于 q 的 线性 修正 项 . 就 是 说 ,对 角 和 矩阵 元 等 于 
零 , 即 

(sk.Iplsk,> =0. (59.4) 

为 了 确定 关于 4 的 二 次 修正 项 ,必须 考虑 一 级 微 扰 算 符 中 gq? 的 项 ,以 及 二 级 微 
扰 论 中 q 的 项 . 结果 得 到 se,(k) 的 公式 (59.1) ,其 中 


al: А (pi) (Pr) и, + (рь) (р:)., 


‚ _ да 
т т s, (К) –=,(К,) 


ma = 


(59.5) 
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按 所 有 ss' 进 行 求 和 了 .为 了 简化 对 和 矩阵 元 的 描述 ,这 里 和 今后 将 略 去 对 角 指 标 
k。:p, 三 《skoip1s'k。》. 我 们 指出 ,车 能 带 靠 得 近 时 ( 即 =, - е, 是 小 量 ),(59.5) 
的 第 二 项 可 以 大 于 第 一 项 ,由 此 有 效 质 量 将 小 于 m. 

现在 假设 给 晶体 施加 一 均匀 磁场 H. 这 时 ,在 (59.1) 中 用 算 符 


=0-- А, A=3H- ет (59.6) 
替换 q ,根据 (56.7) 式 便 得 到 哈密 顿 量 
HBO) = s (k) usia (59.7) 


它 作 用 在 广义 准 动量 Q 的 函数 上 ,自然 它 与 原来 的 公式 (59.1) 有 同样 适用 的 能 
量 区 域 . 这 就 是 说 , 除 掉 弱 场 条 件 (56.3) 外 ,还 假设 所 研究 的 朗 道 能 级 的 位 置 不 
很 高 . 在 这 个 意义 上 ,应 该 将 9 和 Q 这 两 个 量 看 成 是 小 量 (甚至 在 弱 场 , 矢 势 4 
也 有 增 大 的 特点 ,不 能 认为 4 小 于 0). 

哈密 顿 量 中 在 (59.7) 式 以 后 的 各 项 均 包含 “纯粹 "形式 的 互 场 ( 即 不 伴 有 
4442/20). 这 样 一 些 项 已 经 不 能 只 从 规范 不 变性 的 考虑 中 得 到 ,我 们 来 确定 这 
些 项 中 的 首 项 , 它 是 互 的 线性 项 . 此 时 ,由 于 这 个 线性 项 较 小 ,在 计算 它 的 时 候 
可 以 假定 =0. 

首先 在 不 考虑 自 旋 -轨道 相互 作用 时 ,我 们 来 研究 所 提出 的 课题 . 我 们 所 感 
兴趣 的 是 也 的 线性 项 , 它 只 可 能 在 电子 的 原始 的 精确 哈密 顿 量 (56.2) 中 关于 4 
的 线性 项 里 出 现 ,就 是 说 它 出 现在 用 波 函 数 ,对 表达 式 


-7p A+A:p)= -A-p (59. 8) 


的 求 平均 中 (等 式 与 已 选 的 Vv А =0 的 规范 有 关 ). 这 在 哈密 顿 量 ($9.7) 中 导 
致 附 加 项 

HUU = -М-Н, (59.9) 
其 中 


€ 
М = —_ skalr xplsk,) , (59. 10) 


正好 是 电子 在 态 sk。 上 磁 矩 的 平均 值 . 我 们 强调 指出 ,修正 项 (59.9) 可 以 附加 在 
哈密 顿 量 (59.7) 上 ,而 不 必 担 心 这 个 效应 已 经 部 分 地 在 (59.6) 的 替换 中 考虑 到 
了 ;事实 上 , 式 (59.7) 中 的 线性 项 在 Q =0 时 根本 不 存在 . 

考虑 到 (59.4) 式 ,p 不 存在 对 角 和 矩阵 元 ,按照 矩阵 乘法 规则 我 们 把 式 
(59. 10) 分 开 写 出 得 


Ф 不 存在 按 ' 的 求 和 ,因为 根据 (55.15) 式 ,动量 p = me 没有 对 于 上 的 非 对 角 矩 阵 元 ,因此 所 有 的 
中 间 态 都 与 同一 个 准 动量 k, 有 关 - 
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м, = > [(0). (p), - (0). (p,.).J, 


(对 于 M,,M, 也 类 似 ) ;情况 正 应 如 此 ,哈密 顿 量 (59.7) 的 修正 项 通过 算 符 (2 BJ 
矩阵 元 来 表示 . 借助 关系 式 


х р... 
зз (=, -а,) 3 


可 将 M 改写 成 如 下 形式 
ie y) (p). pr) (Pu " 
* тс < E( Ko) -=, (№) ` 
我 们 注意 到 ,如 果 晶 体 具有 反 演 中 心 ,那么 ,M 以 及 整个 修正 式 (59.9) 都 变 为 
零 . 事实 上 ,同时 进行 时 间 反 演 和 空间 反 演 ,电子 的 状态 (不 考虑 自 旋 时 ) 是 不 变 
的 ,因此 等 式 (59. 11) 的 右 侧 也 就 不 变 ; 而 磁 矩 在 此 变换 下 应 该 变 号 . 
现在 ,我 们 计 及 晶体 中 的 自 旋 - 轨道 相互 作用 ,给 哈密 顿 量 (56. 1) 附加 


(55.17) 的 自 旋 -轨道 项 及 ,这 将 改变 方程 (59.3) 中 关于 gq 的 线性 项 :在 这 一 
Н р 变 成 


(59.11) 


рой. (59.12) 
4тс 
算 符 分 有 简单 的 物理 意义 :哈密 顿 量 (包括 Н) 同上 直接 对 易 ,无 磁场 时 我 们 
得 到 


(59.13) 


类 似 地 , 当 有 磁场 时 ,在 原来 的 哈密 顿 量 ( 也 包括 H.) 中 进行 通常 的 代 
É рр -eA/c, 我 们 得 到 关于 4 的 线性 项 形 如 -e 章 . A/mc, 它 跟 (59.8) 的 
区 别 也 是 将 方 换 成 分 . 对 磁 矩 (59. 11) 还 应 追加 一 项 自由 电子 的 自 旋 磁 矩 ， 
因此 有 


И А тоу 2 у а таа А 
2тс = e, = e, 


(59.14) 
考虑 到 自 旋 - 轨道 相互 作用 ,这 个 表达 式 的 第 二 项 甚至 在 有 反 演 中 心 的 晶体 里 
也 绝 不 等 于 零 . 事 实 上 ,时 间 和 空间 同时 改变 符号 会 导致 自 旋 方 向 相反 的 状态 . 
因此 ,如 果 在 这 种 变换 时 改变 符号 ,整个 表达 式 (59. 14) 仅 应 归结 为 对 算 符 

Во, (К) 的 平均 (对 照 (56.12) 式 ). | 
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当 自 旋 - 轨道 相互 作用 可 以 看 成 微 扰 时 ,中 我 们 来 计算 张 量 人 ,改写 
(55,17) 如 下 列 形式 





Й=0Х, =: ГА =У Ux ç. (59.15) 


把 (59.9) 和 (59.15) 看 成 微 扰 , 我 们 来 求 能 量 的 二 级 微 扰 论 的 修正 项 ,此 时 只 剩 
下 对 于 (5$9.9) 和 ($9.15 ) 的 交叉 项 . 这 个 修正 项 (仍然 是 一 个 关于 自 旋 变量 的 算 
符 一 一 和 矩阵) 具有 (56. 12) 的 形式 ,其 张 量 如 等 于 
£, =ë, + > А АЛЕ. (59.16) 

其 中 hL =r xf. 

上 述 一 切 都 是 关于 自 旋 以 外 的 非 简 并 态 的 . 如 果 在 上 =K 时 有 简 并 ,那么 ， 
为 了 确定 能 量 ,需要 组 成 直到 二 级 微 扰 [方程 (59.3) 中 的 方 括号 ] 的 久 期 方程 
〈 即 根据 第 三 着 公式 (39.4)). 如 此 ,得 出 的 久 期 方程 的 性 质 与 上 点 的 对 称 性 有 
>. 我 们 在 $ 68 还 要 讨论 这 个 问题 . 


习 题 


粒子 在 任意 方向 的 磁场 内 具有 平方 色散 律 (59.1) , 试 求 其 准 经 典 能 级 . 
解 : 将 张 量 mx 化 为 对 角 型 ,并 从 极 值 点 (为 明确 起 见 取 极 小 值 ) 开 始 计 算 能 
重 和 动量 .这 时 
р E р 
+. (1) 
其 中 т,,т,,т, 是 张 量 mx 的 主 值 ( 正 值 ) , Вп H Z 660 ах, 
k. =n * k = n,k, +n,k, + n,k, (2) 
(n. ,n,,n, 是 场 对 张 量 mx 主轴 的 方向 余弦 ) ,我 们 需要 求 出 平面 (2) 在 椭 球 体 
(1) 内 那 部 分 的 面积 ; 它 可 以 表 威 对 椭 球 体 (1) 取 的 积分 :Q@ 


s= | 5(п- k - k.) dk. (3) 


Ф RH,B)38353%(55.17) 是 按 相 对 论 比值 (we)2 展开 的 第 一 项 . 因此 ,在 一 定 意义 上 它 总 是 小 量 , 但 


是 ,这 个 微小 性 对 于 现在 这 个 具体 能 带 中 运用 微 扰 论 并 无 关系 . 因此 五, 在 所 研究 的 问题 电 并 不 能 总 认为 
是 小 的 微 扰 . 

| @ 令 Kx,y,z) = 常量 是 填充 某 一 体积 的 曲面 族 . 凡是 曲面 族 内 两 个 无 限 接近 曲面 间 的 距离 :dl = 

df/1V 有 /1, 这 两 个 曲面 闻 的 体积 dy = S(/) di, 其 中 S(f) 是 给 定 f 值 的 曲面 面积 . 以 3 函数 8( 户 乘 以 等 式 

SCD df= 1VJIdY, 再 对 体积 取 按 df 的 积分 ,于 是 得 曲面 所 <,y,z) =0 的 面积 形 如 :5(0) = [лу лв. л 

我 们 的 情况 下 ,1V fl = 1 ,由 此 得 到 表达 式 (3). 
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4 


代 换 变量 hk. = (2em,)!?g,, 积 分 变 为 
$ = (2e) Th (mimams) 2 | 5(z ° q - k,) d° q. 


这 里 矢量 在 4 空间 的 分 量 为 = = (2em,) "п/п, £ 23k 3 ( q =1) 体 积 进行 . 
АУФ ДУД p 2) h 00 АА P 0, ТАН 





2 
5(=,Ё, ) = Em, (т. 
其 中 
т = тп? + mn? + т, п (4) 
т, =(m,m,m,/m, ) “°. 
AA (58.7) 中 , 求 得 能 级 
:2 
вк) 2 (+) 223 (5) 
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本 节 我 们 研究 磁场 中 布 洛 赫 电子 的 波 函 数 平移 对 称 的 普遍 性 质 ,这 一 讨论 
是 精确 的 , 它 不 涉及 任何 近似 (例如 弱 场 条 件 或 准 经 典 条 件 ). 

施加 均匀 磁场 并 不 改变 系统 的 物理 平移 对 称 性 :在 空间 它 仍 保持 周期 性 . 但 
是 ,也 有 独特 情况 :此 时 电子 哈密 顿 量 (56.2) 失 去 自己 的 对 称 性 . 原因 是 哈密 顿 
量 中 包含 的 不 是 恒定 的 场 强 五, 而 是 与 坐标 有 关 且 不 具 周 期 性 的 矢 势 A(7r). 

哈密 顿 量 失去 不 变性 自然 使 波 函 数 在 平移 时 的 变换 规律 变 得 复杂 起 来 . 对 
于 均匀 场 的 矢 势 我 们 选择 规范 : 


A = Н xr. (60.1) 

且 令 y(7r) 是 哈密 顿 量 ñ (r) 的 某 个 本 征 函数 . 在 平移 r—r + a 时 (a 是 晶 格 的 某 
一 周期 ) 这 个 函数 变 为 y(r +a) ,但 是 , 它 已 经 是 哈密 顿 量 启 (r +a) 的 本 征 函 数 
[而 HCr +a) 不 同 于 篆 (r)]. 因 为 和 拓 势 已 经 进行 了 代 换 : 

A(r)—A(r+a) =А(г) + 有 xa. 
为 了 找到 待 求 的 变换 规律 ,需要 回 到 原来 的 哈密 顿 量 . 进行 规范 变换 

ASA + Vf, f= - (н xa) Е" 
即 可 达到 . 这 时 , 波 函 数 根据 (56.4) 式 来 变换 

ф—›уехр ( іеў/ћс). 
所 有 这 些 操 作 的 结果 都 表示 成 Ty (r) ,于 是 得 到 
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Ty(r) -y(r+a)emp [ir · (Аха) J 6 (60.2) 


其 中 有 = 1е18/ с, ü T, 称 为 磁 平移 算 符 . HE (г) неее Н(г) у = ер 
的 解 ,那么 (60.2) 式 也 是 这 个 方程 对 于 同一 个 能 量 e 的 解 (R. Peierls ,1933 ) . 
由 定义 (60.2) 容易 得 出 结论 : 
T.T. = Т,,„ю(а,а'), 


о(а,а’) = exp | - 1% · (a xa!) J (60.3) 


交换 а та’, НТ o(a,a') ЖЕ, НН, Wii ВТ = T. 
Мах: 

Г.Т. = T Taexp[ -—-ih ` (a xa')]. (60.4) 

于 是 ,两 个 算 符 个 in T ВОЗЕ ЫИ T. , .相差 一 个 相 因 子 . 按照 


数学 术语 这 意味 着 : 算 符 Т, 所 实现 的 并 非 平移 群 的 通常 表示 ,而 是 投影 表示 ,这 
些 表 示 的 基 是 磁场 中 布 洛 赫 电子 的 定 态 波 函 数 @. 于 是 ,能 级 的 分 类 应 该 按照 平 
移 群 的 不 可 约 投影 表示 来 进行 ,就 像 无 场 时 按照 此 群 的 不 可 约 的 通常 表示 进行 
分 类 一 样 . 
与 此 相关 ,我 们 记得 ,平移 群 是 阿 贝尔 群 ( 它 全 部 元 素 都 是 可 对 易 的 ) , 因 
此 , 它 所 有 的 不 可 约 的 通常 表示 都 是 一 维 的 . 每 个 这 种 表示 的 基 函 数 东 在 平移 
时 仅 需 乘 以 某 一 相 因子 ,并 且 对 于 相继 两 次 的 平移 ,这 个 因子 应 该 等 于 每 次 单独 
平移 的 因子 之 积 . 这 就 是 说 
Тр =е* "у, | 
其 中 大 是 常 矢 量 ; 这 个 矢量 (电子 的 准 动量 ) 是 给 不 可 约 表示 分 类 的 参量 . 
当 磁 场 满足 条 件 
a, ; 
h =4т Е s; (60.5) 
В, АРКА XF ЗА 28 Е BJ 2 nf 20 ВЕ ЕКТ Së: (Е. Brown , 1964; І. Хак, 
1964). 其 中 p fl q 是 两 个 互 为 素数 的 任意 整数 ;a, 是 晶 格 三 个 任 选 基 周 期 e,， 
а, а, 中 之 一 ;vt = (a, xa,) ° a, 是 晶 格 原 胞 的 体积 . 换言之 ,磁场 必须 顺 着 晶 格 
周期 的 某 一 方向 ,而 Ао/4лта, 必须 是 有 理 数 . 等 式 (60.5) 乘 以 exa, ,并 可 将 此 





Q 关于 群 投影 表示 ,我 们 在 第 五 卷 S 134 中 已 经 过 到 过 . 我 们 记得 , 算 答 6 所 实现 的 表示 本 来 就 称 
为 群 G 的 投影 表示 . 算 符 CG 之 间 的 关系 与 群 G 相应 元 素 之 间 的 关系 只 在 精确 到 相差 一 个 相 因子 的 意义 下 
才 是 一 致 的 : 姐 果 G, G, = G, , 则 对 于 算 符 有 6,6, = wu G, ,这 里 只 要 求 w ,的 模 必 须 等 于 1. 
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条 件 表 成 下 列 形式 
h. (a, xa,) =4wp/q. (60.6) 
为 了 给 平移 群 的 不 可 约 投影 表示 分 类 ,重要 的 是 从 这 个 群 中 能 分 离 出 子 群 
( 称 它 为 磁 子 群 ) ,对 于 这 个 子 群 ,不 再 是 投影 表示 ,而 是 通常 表示 . 在 遵守 条 件 
(60.6) 的 情况 下 , 形 如 
a, = n,a, + n,qa, + n,a, (60.7) 
具有 整 系数 n ,ma ,ms 的 平移 集合 便 是 这 样 的 子 群 .事实 上 , 当 矢 量 严 顺 着 a, 方 
向 且 满足 条 件 (60.6) 时 ,对 于 所 有 这 类 平移 , (60.3) 式 的 指数 因子 变 为 零 或 者 
是 2 的 整数 倍 ,于 是 所 有 的 因子 o(e,a') =1Ф. Р (60.7) 的 集合 形成 基 周 期 
为 & ,ga, ‚а, 的 格子 ( 称 为 磁 格 子 ). 于 是 , 磁 倒 格子 相应 地 有 周期 b. ,5,/g,b，,， 
其 中 b,,b, ,bs 是 倒 格 子 的 基 周 期 . 磁 子 群 不 可 约 的 通常 表示 如 同 整个 的 平移 群 
一 样 是 一 维 的 ;它们 用 波 矢量 ( 准 动量 )K 表征 , 波 矢量 所 有 非 等 价值 都 包含 在 
磁 倒 格子 的 一 个 原 胞 中 . 
令 ”是 准 动量 为 k”=K 的 一 个 这 样 表示 中 的 基 函 数 . 对 于 该 函数 


Т (г) =e* у (r). (60.8) 
在 以 周期 а, 平移 (不 包括 在 磁 子 群 中 ) 时 ,我 们 由 ww'"* 获 得 具有 别 的 准 动 量 的 函 
Ж у”. 为 了 确定 这 个 准 动量 ,我们 利用 (60.4) 式 和 (60.8) 式 可 以 写 出 
Ту = Т.Т, (r) = ехр( – ін · [а, xa,])f, T, ш (r) = 
=exp| -іа, • [a, xh] +іа, ` Е рТ, kU (r) 
或 者 最 后 写成 
Т, ш (r) =ен “gO (р), 
其 中 | kO) =k а, Xh = K -2 —b, 
(在 最 后 的 等 式 中 代 人 (60.5) 式 并 引入 倒 格 子 周期 2mrae, x a,/v = b.) . 其 次 应 该 
区 分 q 为 奇数 值 和 偶数 值 的 两 种 情况 @ | 
< q 为 奇数 .再 重复 进行 gq -2 次 平移 a, ,我 们 共 获 得 q 个 不 同 的 函数 ,它们 
的 准 动量 分 别 为 


k =К, k=K-2 bh К -天 -2P(9-1)7 ， (60.9) 
q 


Q ”一般 说 来 , 磁 子 群 的 选择 不 是 唯一 的 ;可 以 选择 形 如 a, =n qa, + mgza + nya, 的 任意 的 平移 
集合 来 替代 (60.7) 式 ,其 中 g, ,qs 是 满足 quq; = q 的 整数 . 

Q 在 9=1 时 , 磁 子 群 同 完全 平移 群 一 致 , 于 是 ,如 果 天 是 4maive 的 整数 倍 , 则 平移 群 不 可 约 投影 
表示 同 不 可 约 的 通常 表示 一 致 ,而 且 电 子 态 的 分 类 与 不 存在 场 时 的 也 一 致 . 
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减 去 矢量 b, МЕНЕ ое Er (Ë ДИЛЕР ГАН: 
ЕЕК Кер КЕ. s т, (60. 10) 
q q а‘ 


这 q 个 函数 可 实现 平移 群 的 4 维 不 可 约 投影 表示 . Ч К 取 遍 边 长 分 别 为 b/g， 
b,/q,b, 的 原 胞 中 所 有 数值 (此 时 , 准 动量 ЕКО ,… 取 遍 边 长 分 别 为 b.,b,/q, 
b, 的 原 胞 中 的 值 ) 时 ,我 们 得 到 所 有 的 非 等 价 表示 . 

现在 , 令 q 为 偶数 .这 时 ,在 序列 (60.9) 中 第 (gq/2 +1) ЛЕЯ Т К-РЬ,.. 
此 值 与 K 的 差别 只 是 倒 格 子 周 期 bp, 的 整数 倍 . 换 句 话说 ,共有 9/2 个 非 等 价 的 
k 值 ;它们 是 以 q/2 代 换 9 而 由 (60. 10) 式 给 出 的 .因此 ,在 这 种 情况 下 不 可 约 表 
示 是 q/2 维 的 ,并 且 К Bum 2,/4,6,/4,6, 为 边 长 的 原 胞 中 之 值 . 

这 些 结果 人 允许 我 们 在 施加 磁场 时 [满足 (60.5) 式 的 条 件 ] 对 晶 格 中 的 电子 
能 谱 变化 的 特征 作出 下 述 结 论 :在 无 磁场 时 ,能 谱 由 离散 的 能 带 组 成 ,每 个 能 带 
的 能 量 e( 大 ) 是 准 动量 的 函数 , 准 动量 取 遍 倒 格 子 原 胞 中 的 所 有 值 .在 施加 磁场 
时 ,每 条 能 带 分 裂 为 q 个 次 能 带 ,每 个 次 能 带 的 所 有 能 级 在 q 为 奇数 时 都 有 重 
简 并 ,在 q 为 偶数 时 都 有 q/2 重 简 并 . 次 能 带 的 能 量 可 以 表示 为 矢量 天 的 函数 
=(К) ,K 所 取 的 值 为 一 个 倒 格 胞 的 1/g9 (在 奇数 9 时 ) 或 2/9 (在 偶数 9 时 ). 

上 述 景象 对 于 磁场 的 大 小 和 方向 在 一 定 意义 上 是 极为 敏感 的 .事实 上 ,不 论 
怎样 驹 近 能 使 (460. 5 ) 式 得 到 满足 (对 某 一 定 的 p,4) 的 鼠 值 ,总 存在 满足 同一 条 
件 但 q 却 大 得 多 的 情况 下 的 场 强 值 . 因此 可 以 用 尽量 少 改变 场 强 的 方法 ,来 使 次 
能 带 的 数目 变 得 尽量 多 .但 应 当 强 调 , 这 决 不 意味 在 所 观察 的 物理 性 质 中 也 有 这 
样 的 不 稳定 性 . 这 些 物理 性 质 主要 不 取决 于 具体 的 晶 带 结构 ,而 取决 于 状态 数 按 
很 小 但 有 限 的 能 量 间隔 内 的 分 布 ;当场 的 变化 不 大 时 ,这 种 分 布 也 变化 不 大 . 因 
为 强烈 变化 的 并 不 是 状态 能 量 ,而 是 状态 的 分 类 .后 者 的 变化 是 由 准 动量 的 定义 
域 的 改变 所 引起 的 . 
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在 正常 ( 非 超 导 的 ) 金 属 的 实际 晶体 里 ,电子 形成 量子 费 米 液体 ,这 种 液体 
在 第 一 章 里 已 经 描述 过 了 .但 是 ,在 这 里 由 于 不 是 “自由 的 "各 向 同性 液体 ,而 是 
叱 格 的 各 向 异性 周期 场 内 的 液体 ,于 是 出 现 一 系列 区 别 ， 

目 由 费 米 液 体 的 能 谱 , 是 类 比 于 理想 费 米 气体 的 谱 建 立 起 来 的 . 与 此 类 似 ， 
金属 中 电子 费 米 液体 谱 也 类 比 于 “ 晶 格 中 "理想 “气体 "的 谱 来 建立 的 . 准 动量 做 
为 守恒 量 的 出 现 仅 与 体系 的 空间 周期 性 有 关 ( 有 如 真实 动量 的 守恒 是 整个 空间 
均匀 性 的 结果 一 样 ). 因此 ,在 $ 55 中 所 列举 的 性 质 自然 也 可 转移 为 金属 中 电子 
液体 谱 能 级 分 类 的 特性 ,其 中 粒子 (电子 ) 的 角色 移 给 了 准 粒子 . 

在 绝对 零度 时 ,周期 场 中 的 理想 费 米 气体 粒子 占 满 直到 某 个 界限 值 er (在 
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T =0 时 同化 学 势 的 数值 相等 ) 的 所 有 低能 级 e ,决定 er 的 条 件 是 。< =, 的 状态 
数 等 于 全 部 电子 数 . 这 时 ,属于 一 切 k 值 的 s. (Е) < sr 的 能 带 完全 被 占 满 ,而 
#,(k) > es 的 能 带 是 空 的 ,而 方程 

e.(k) ==, | (61.1) 
有 解 的 能 带 将 部 分 地 被 充填 . 在 大 空间 ,方程 (61.1) 决 定 了 费 米 分 界面 ,这 个 面 
把 每 个 带 被 填 满 的 态 和 空 态 分 开 . 

类 似 地 ,实际 金属 在 上 空间 也 存在 一 个 曲面 ,使 准 粒 子 填 满 的 态 的 区 域 (在 
7=0 时 ) 与 空 态 分 开 ; 在 面 的 一 侧 准 粒子 的 能 量 e > er ,而 在 另 一 侧 e < єр. (А 
是 ,我们 知道 (参看 $ 1) , 费 米 液体 里 的 准 粒 子 概 念 只 在 费 米 面 附 近 才 有 实际 的 
物理 意义 ,在 那里 元 激发 的 衰减 较 小 . 因此 ,关于 (在 描述 理想 费 米 气体 谱 时 出 
现 的 ) 满 带 的 概念 在 实际 的 电子 液体 中 便 失去 字面 上 的 意义 . 

费 米面 附近 的 那些 准 粒子 称 为 传导 电子 . 一 般 情况 下 ,它们 的 能 量 是 准 动量 
的 线性 函数 ,类 似 (1.12) 式 有 
e(k) -er~h(k—k.,)v,, (61.2) 
其 中 大 是 费 米面 上 的 点 ,而 | 


в, (Б), (61.3) 


是 传导 电子 在 该 点 的 速度 . Ф 

在 温度 不 等 于 零 时 , 费 米面 附近 也 应 有 传导 电子 分 布 的 “弥散 区 ”. 由 此 产 
生 费 米 液体 理论 的 适用 条 件 :7T << Ако, Д Б, 和 ws 是 费 米面 的 线 度 和 在 费 米 
面 上 的 速度 特征 量 . 通常 线 度 & 与 倒 格 胞 的 线 度 有 相同 的 数量 级 ,因此 ~1/a 
(例外 的 是 所 谓 半 金 属 一 一 参看 下 面 ). 为 了 估算 ,再 取 о. ~ hik,/m, 则 得 出 条 件 : 
T <<10* -10° K, 实 际 上 这 个 条 件 总 是 可 以 满足 的 . 

事实 上 ,所 有 金属 都 有 带 反 演 中 心 的 晶 格 . 根据 8$55 未 所 述 ,传导 电子 ( 具 
有 给 定 值 ) 的 所 有 能 级 对 自 旋 都 是 二 重 简 并 的 (这 里 所 说 的 金属 既 不 是 铁 磁 
的 ,也 不 是 反 铁 磁 的 ). | 

费 米面 的 形状 和 配置 是 具体 金属 的 重要 特征 . 不 同 金 属 的 费 米面 ,一 般 说 
来 ,有 各 种 各 样 极为 复杂 的 形状 . 费 米面 可 以 由 几 个 不 相连 的 叶 构 成 ,这 些 叶 可 
以 是 单 连通 的 或 多 连通 的 , 闭 的 或 开 的 (可 与 $55 所 讲 的 等 能 面 进行 大 致 的 比 
较 ). 

费 米面 的 封闭 叶 可 以 分 为 两 种 类 型 ,一 种 是 限定 准 粒子 的 满 态 ( 在 7=0 
时 ) 区 域 ( 在 e <=, 的 腔 内 部 ) , 另 一 种 限定 准 粒子 空 态 的 区 域 (s > es). 但 是 ,如 


Ф 在 $2, 从 伽利略 不 变性 的 考虑 中 得 到 型 如 (2.11) 的 "自由 ” 费 米 液体 有 效 质量 的 公式 当然 与 品 
格 中 的 电子 液体 无 关 . 
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果 认 为 第 二 种 情况 是 “ 空 腔 ” 被 “ 准 空 穴 ” 所 填 满 , 这 两 种 情况 就 可 以 用 类 似 的 方 
法 描述 ;于 是 ,系统 向 激发 态 的 跃迁 可 以 描写 为 准 空 闪 从 费 米面 内 部 癌 外 部 的 跃 
ХЕ. 此 时 的 费 米面 称 为 空 穴 费 米面 ,以 区 别 于 第 一 种 情况 的 电子 费 米面 .两 种 
准 粒 子 一 一 电子 和 空 穴 一 一 之 间 的 物理 区 别 , 当 它们 在 外 场 中 运动 时 就 明显 表 
露出 来 . 例如 ,在 磁场 中 运动 时 ,用 来 决定 准 经 典 轨道 的 空 穴 (或 电子 ) 费 米面 的 
一 切 截面 ,部 属于 $57 所 讲 的 那 种 空 从 (或 电子 ) 类 型 . 

$ 1 谈 过 的 各 向 同性 “自由 " 费 米 液体 中 费 米面 是 球面 ， 根据 朗 道 的 定理 
(1.1) ,其 半径 由 液体 密度 决定 . 对 于 金属 中 的 电子 液体 也 有 类 似 的 关系 ,但 由 
于 跟 唱 格 周 期 性 有 关 的 特性 ,使 这 个 关系 的 表述 有 某 些 改变 . 

金属 电子 数 取 蚤 格 一 个 原 胞 中 的 比较 方便 ; 令 半 是 一 个 原 胞 所 有 原子 中 的 
电子 总 数 . 我 们 用 т, 表示 费 米面 填充 侧 ( 即 e < er 一 侧 ) 的 一 个 倒 格 胞 的 总 体 
积 . 这 里 总 字 的 食 义 是 :如 果 与 费 米面 各 叶 对 应 的 各 填充 区 域 部 分 交合 ,那么 它 
们 仍然 应 该 独立 求 和 .我 们 约定 ,体积 rr 以 倒 格 胞 本 身 的 体积 为 单位 进行 量度 . 
从 关于 区 域 交 秋 的 说 明 可 知 : 如 此 定义 的 量 rr 可 以 超过 1. 

我 们 感 兴趣 的 命题 一 一 Luttinger 定理 (对 于 金属 它 可 代替 朗 道 定理 ) 可 用 下 
列 等 式 表 未: | 





п. =2тр=п 21, (61.4) 

Я (1220). 对 晶 格 里 的 理想 气体 模型 ,这 个 数 有 简单 的 意义 : 倒 
格 胞 中 的 两 个 ( 因 有 两 个 自 旋 态 ) 电子 ,相应 于 每 条 能 带 全 被 充满 ,因此 21 是 占 
# 1 条 低能 带 的 电子 数 ;而 差 n -21 是 部 分 充填 带 中 的 电子 数 . 公式 (61.4) 所 表 
示 的 事实 绝 非 平凡 ,类 似 的 情况 在 考虑 到 电子 间 有 相互 作用 时 也 出 现 . о 
属 的 定义 ,整数 п, 不 等 于 零 . 

候 设 在 金属 中 只 有 (电子 的 和 空 穴 的 ) 封闭 的 费 米面 的 叶 . 我 们 用 +” # 
7 表示 电子 腔 和 空 穴 腔 对 7; 的 贡献 : 

ЕР? т“ ) + 2. т 
( 求 和 分 别 对 所 有 电子 的 叶 和 所 有 空 穴 的 叶 进 行 ). 量 7 中 与 电子 腔 的 体积 一 致 ， 
而 空 穴 腔 的 体积 是 1 ~- 7 外 .我 们 引进 电子 型 准 粒子 数 和 空 穴 型 准 粒子 数 
п_ =2 > r) n. =2 > (1- +). 

在 是 偶数 (从 而 n. 也 是 偶数 ) 时 ,可 以 有 这 种 情况 . 即 n. 等 于 空 穴 腔 数 的 两 
f. 容易 相信 ,此 时 等 式 (61.4) 归 结 为 等 式 


QD 但 是 ,我 们 强调 指出 ,为 避免 误会 ,“ 空 穴 ” 一 词 在 这 里 的 含义 不 同 于 $1 末 用 另 一 种 方法 描述 费 
米 液 体 谱 时 所 使 用 的 含义 (那里 称 为 空 穴 的 只 是 系统 激发 时 在 填 满 区 内 形成 的 空位 )， 
© 这 一 命题 的 严格 推导 可 参看 І. М Luttinger, Phys. Кер. 119 ,1153 (1960). 
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п. =n. (61.5) 
准 粒子 数 和 准 空 祥 数 相 等 的 金属 称 为 补偿 金属 
我 们 注意 到 , 当 精 确 满足 等 式 (61.5) 时 , 量 n_ 和 nn, 本 身 可 以 是 任意 的 ,可 
以 包括 任意 小 . 当 所 有 费 米面 腔 的 体积 与 倒 格 胞 的 体积 相 比 都 很 小 时 ,金属 称 为 
半 金 属 . ?但 是 ,传导 电子 的 数目 有 一 个 下 限 , 低 于 这 个 下 限 , 金 属 型 的 电子 谱 就 
要 变 得 不 稳定 ,因而 也 就 不 能 再 存在 下 去 (这 种 情况 可 参看 § 66 Ж). 
金属 的 热力 学 量 由 品格 部 分 和 电子 部 分 构成 . 后 者 的 热力 学 关系 决定 于 费 
米面 附近 的 准 粒 子 [色散 定律 (61.2)]. 这 个 关系 的 特点 自然 也 和 理想 费 米 气体 
或 各 向 同性 的 费 米 液体 一 样 (比较 $ 1) ;公式 中 的 差别 ,只 是 由 于 准 粒子 在 非 球 
形 ( 现 在 就 是 这 种 情况 ) 费 米面 附近 的 状态 数 不 同 而 已 . 
我 们 用 хае 表示 金属 单位 体积 在 能 量 间 隔 de 内 的 状态 数 .在 能 量 分 别 
为 es 和 ep + ds 的 两 个 无 限 接 近 等 能 面 之 间 ,k 空间 的 体积 元 等 于 dfde/ 
ho, ,其 中 df 是 费 米面 的 面积 元 ,而 小 是 矢量 v = ge/jio 对 此 面 的 垂直 分 
E. 因此 
2 df 
k (2т)° Бор. 


这 里 对 一 个 倒 格 胞 内 费 米面 的 所 有 叶 进 行 积分 (在 开放 的 费 米 面 情况 , 胞 面 本 
喘 当 然 不 包括 在 积分 区 域内 ). 

量 值 (61.6) 人 代替 了 热力 学 量 中 对 于 自由 粒子 气体 ( 费 米面 是 球面 ) 的 下 列 
表达 式 





(61.6) 


2 4тр: _ тр} 
(2mh) pr/m тр’ 
例如 ,金属 热力 学 势 2 的 电子 部 分 (比较 第 五 卷 $58) 是 


2 
O. =0,. - ив, (61.7) 


其 中 O, T =0 时 的 热力 学 势 值 .将 (61.7) 式 第 二 项 当做 92. 的 小 附加 项 ,根据 
关于 小 附加 项 的 定理 ,对 于 热力 学 势 $ Gr ss sn s 


$. = Ф, Е, (61.8) 


现在 认为 式 中 的 ve У 是 通过 P (“Е ИМ, ВЕ T = 0 BJ). 
由 (61.8) 式 确定 炉 , 而 后 再 确定 热 容 量 ,我 们 求 得 


2 
С, == VT. (61.9) 





Q @J0@T8E: a =n, -10 5. 
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热 容 量 的 品格 部 分 与 7 成 比例 (在 温度 小 于 德 拜 温度 @ 时 ) ;因此 在 充分 低 的 
温度 时 ,电子 对 热 容量 的 贡献 变 成 主要 的 了 . O 
根据 同样 原因 ,在 这 个 温度 范围 电子 对 金属 热膨胀 的 贡献 也 成 为 主要 的 了 . 
由 (61.8) 式 决定 体积 了 = ə@/aP ,而 后 再 确定 热膨胀 系数 w ,得 到 
0 m0( Vp, ) 
“= (эг),= 3V 6P ， 
我 们 注意 到 ,在 这 里 (也 如 在 了 >> Ө 范围 一 样 一 一 见 第 五 卷 $8 67) 关系 式 
аи Эт (Ур) 
С oP 


(61. 10) 





与 温度 无 关 . 
$62 金属 中 电子 的 格林 函数 


§ 56— $ 58 的 讨论 所 涉及 的 是 晶 格 中 单个 电子 的 运动 ,在 晶 格 上 还 有 外 磁 
场 的 作用 . 现在 我 们 证 明 ,那里 所 获得 的 结果 对 于 实际 金属 电子 液体 中 的 准 粒 子 
(传导 电子 ) 本 质 上 仍然 是 正确 的 ,只 是 关系 式 中 的 某 些 量 的 定义 有 些 改变 [10. 
А. Бычков ‚Л. П. Гольков, 1961; Ј. M. Luttinger, 1961). ыы 
的 数学 工具 是 格林 函数 . 

在 第 二 章 中 对 于 “自由 ” 费 米 液体 发 展 了 这 个 工具 . 我们 将 阑 明 ,对 晶 格 中 
的 液体 这 个 工具 在 哪些 点 上 要 改变 . | 

电子 液体 (在 温度 了 =0 时 ) 的 格林 函数 还 是 通过 公式 (7.9) 的 电子 海 森 伯 
少 算 符 定义 的 ,其 中 的 平均 按 金属 的 基态 进行 .由 于 时 间 的 均匀 性 ,这 个 函数 与 
宗 量 和 的 关系 仅 通 过 1=t, -所 来 表示 .现在 ,对 液体 来 说 ,由 于 存在 晶 格 外 
场 ,空间 均匀 性 便 遭 到 破坏 . 因此 ,格林 函数 不 仅 与 差 值 r, — r, 有 关 . 可 以 立即 断 
言 ,格林 函数 对 于 г, # r, 同时 平移 同一 个 (任意 的 ) 唱 格 周期 来 说 是 不 变 的 . 下 
面 我 们 在 w,r 表象 中 研究 格林 函数 ,也 就 是 我 们 引 和 对 于 上 的 傅 里 叶 分 量 : 
С.в(шзг, от). 原则 上 , 正 是 这 个 函数 能 够 确定 金属 中 电子 液体 的 能 谱 . 把 8$8 中 
的 讨论 重新 运用 到 目前 情况 (不 再 进行 全 部 计算 )， 

在 $8 中 指出 过 ,系统 的 均匀 性 允许 完全 定义 消 算 符 的 矩阵 元 与 坐标 的 关 
系 ,因而 能 够 在 空间 -时 间 表 象 中 写 出 形 如 (8. 5 一 8.6) 的 格林 函数 的 一 般 表达 
式 ; 然 后 ,从 这 里 它 可 以 过 渡 到 展开 式 (8.7) 形 状 的 动量 表象 . 

对 于 晶 格 中 的 电子 液体 ,只 对 唱 格 周期 平移 ( 即 当 r = a 时 ) 才 有 表 成 等 式 
(8.3) 的 矩阵 元 的 不 变性 . 自然 ,这 将 减 小 与 坐标 关系 的 确定 性 :代替 (8.4) 式 ， 


Ф 展开 (61.9) 式 的 小 参量 是 比值 7/s5 ,展开 晶 格 热 容 量 的 小 参量 是 比值 7/@. 因此 , 热 容 量 的 这 
两 部 分 在 和 ~ @ /er 就 有 同 程度 的 大 小 . 
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至 少 可 以 断定 
(01. (i,r) тку = * (г)ехр( – іо, (k)t) , 
| (тк, (#,г) 10) =: (r)exp(io, (E)t), (62.1) 
其 中 


Хаа (r) =e amk (T), 
х) г) =её'"о (ғ). (62.2) 
k 是 态 的 准 动量 ;m 是 其 余 特 征 性 量子 数 的 集合 ,而 和 "是 蝇 格 中 坐标 的 一 些 
周期 函数 (我 们 只 写 出 发 自 基态 一 一 0 态 一 一 的 跃迁 矩阵 元 ) . 函数 x 和 x 
的 性 质 ,类似 于 周期 场 中 电子 的 布 洛 赫 函 数 .通过 这 些 和 矩阵 元 表示 格林 函数 , 然 
后 变换 到 对 时 间 的 健 里 时 分 量 ( 类 似 于 $8 所 做 的 ) ,现在 代 蔡 (8.7) 式 ,我 们 得 
到 展 式 
GS Ст) о Ст" (т) 
С.о, уп) - 2 Ре @ 十 风 一 - 200) +i0 о +р ыы ) -i0 
2 ”和 e ”的 意义 同 前 ;在 第 二 项 中 进行 了 大 一 -上 的 变换 . 
在 金属 的 费 米 面 附 近 有 不 衰减 的 单 粒 子 的 元 激发 ,表明 当 e 接近 j 时 ,状态 
的 能 量 只 与 上 有 关 . УР ЖЖ, ЖЖ С, (уг, ‚г, ) ЛЕ о = (к) -人 处 有 极 
点 .在 极点 附近 它 的 形式 是 


} (62.3) 


@ +u — e(k) +10 - sign o 
当 对 自 旋 有 简 并 时 还 应 该 对 两 个 自 旋 态 求 和 . 

根据 格林 函数 来 确定 能 谱 ,原则 上 归结 为 某 个 积分 - 微分 线性 算 符 的 本 征 
值 问题 . 

对 所 研究 的 问题 ,在 坐标 空间 的 图 技术 基本 原则 仍然 同 通常 的 费 米 液体 的 
情况 一 样 .尤其 是 , 行 引 人 目 能 函数 X. (区 关 ,m)( 作 为 814 定义 的 图 的 集合 之 
和 ) ‚ ИКО Ce (tm ,天 ) 写 成 级 数 (14.3) 的 形式 ,这 个 级 数 求 和 就 成 
为 图 方程 (14.4). 这 些 图 上 的 细 实 线 表示 自由 电子 ( 既 不 同 其 它 电 子 也 不 同 晶 
格 相互 作用 ) 的 格林 函数 Ce (гг, - 疡 ) .根据 (9.6) 式 ,这 个 函数 满足 方程 

li сае тия Се Cn, г) =9.0(1)6(г, 72) А 


АЯТО.) WEB (14.4), ЖЕЖ ЮНЕ, ПП 
得 到 等 求 的 方程 


Св(@зг, „Г. ) = (62.4) 


j À, , , , 
(очи +) С. Соз) - | Z Соу), (оз) = 


= .6.8 六 Р). (62.5) 
在 格林 函数 的 极点 (对 变量 о) 附近 ,方程 的 右 方 可 以 略 去 , 便 获 得 齐 次 积 
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分 -微分 方程 ,其 本 征 值 则 给 出 系统 的 能 谱 . 这 时 ,任何 运算 都 不 涉及 指标 B 和 
变量 г, , 即 它 们 在 方程 里 不 是 重要 的 参数 . 因此 ,为 确定 能 谱 方程 可 以 写 为 


[° + + 全 ]x. (r) _ |Z. Ceir,r)x, (r) a '=(«-В)х(г) =0. 
(62.6) 
xF $ J F Ha + BJ 39 >< Wk Ж, ЕВЕ YV BU ЕЛ. 如 前 所 述 , 根 据 о = 


5(г) -人 ,上 式 的 本 征 值 确 定 了 能 谱 ; 相 应 的 本 征 函 数 就 是 (62.4) 式 中 的 函数 
Xa (r) [3⁄ (62.4) 直接 代入 (62.5) 会 清楚 地 看 出 这 一 点 ]. 因为 在 费 米 面 附近 的 


激发 豪 减少 ,在 小 w 的 情形 下 , 算 符 二 是 厄 米 的 (精确 到 数量 级 为 w 的 项 ). 

为 了 过 渡 到 有 弱 外 磁场 的 情况 ,应 该 指出 ,在 矢 势 规范 变换 时 峭 算 符 如 波 
函数 一 样 进行 变换 [ 比较 (44.3 一 44.4) ] ,因此 格林 函数 G. (озг, „г, ) АП p 函数 
的 乘积 多 (mm ) р" (г, ) 一 样 进行 变换 , 这 意味 着 (62.6) 中 的 函数 yx(r) 也 必须 如 通 
常 的 消 函 数 一 样 进行 变换 . 但 是 ,仿效 $ 56 中 的 讨论 ,容易 发 现在 那里 利用 到 的 
只 是 : 晶 格 的 周期 性 规范 变换 的 一 般 性 质 以 及 能 谱 由 某 个 哈密 顿 量 的 本 征 值 所 


决定 ;哈密 顿 量 现在 由 公式 (62.6) 中 的 算 符 世 来 充任 . @ 显 然 , 因 此 所 得 的 结果 ， 
即 由 无 外 场 的 能 谱 向 有 弱 场 的 能 谱 过 渡 的 规则 ,也 是 相同 的 :新 的 能 谱 由 哈密 顿 
E 
e (K-24(7?) ), $i (62.7) 

的 本 征 值 所 确定 . 其 中 e(k) 是 无 场 时 的 谱 . 自然 ,现在 的 函数 = ( k) 的 意义 不 同 
于 它 在 (56.7) 式 中 的 ,在 后 者 已 考虑 到 系统 中 所 有 电子 的 集体 相互 作用 . 

其 次 ,因为 在 $57, $58 对 准 经 典 情况 的 研究 是 完全 建筑 在 形 如 (62.7) 式 
的 哈密 顿 量 上 的 ,所 以 ,这 些 结果 可 直接 移 到 电子 液体 上 .但 是 ,这 时 产生 一 个 问 
题 , 即 什么 是 作用 给 传导 电子 上 的 场 强 (或 矢 势 4). 严格 说 来 ,这 应 该 是 所 有 的 
电子 在 该 点 r 形成 的 场 (以 及 外 场 ) 的 精确 微观 值 .但 是 ,在 准 经 典 情况 下 发 生 
相互 作用 的 区 域 的 特征 线 度 rr(“ 轨 道 的 拉 摩 半径 ) 大 于 电子 间距 ( 同 晶 格 常量 
а 一 致 ) 的 数量 级 . 这 个 事实 导致 对 微观 场 的 自动 平均 . 这 个 平均 的 起 源 能 够 用 
下 面 的 讨论 来 说 明 . 


”对 于 微观 均匀 的 费 米 液体 ,在 动量 表象 中 ,这 个 方程 归结 为 方程 (14. 13) 
ө += 6% (р) + Х(о,р) 


@ 这 里 可 以 指出 一 个 重要 的 区 别 ;(62.2) 中 的 算 符 工 依赖 于 o. 其 实 ,这 只 表明 哈密 顿 量 不 是 以 显 
示 的 方式 写 出 . 在 小 o 情况 下 (在 费 米面 附近 ) 展 开工 ~ L, + wl ,然后 用 算 符 (1 - L.) -! 左 乘 方程 Lox = 
«(1-1 )y, 也 可 过 渡 到 显 式 . 
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我 们 将 微观 场 强 表示 成 它 的 平均 值 ( 按 宏观 电动 力学 所 用 的 术语 它 是 磁 感 
应 强度 B) 与 迅速 变化 部 分 瑟 之 和 的 形式 . 相应 于 均匀 场 B 的 矢 势 ,在 轨道 线 度 
的 全 部 范围 内 将 增 大 ,并 取 特 征 值 ~ Вгн. 在 距离 ~a 上 相应 于 振荡 场 Н 的 势 不 
会 系统 地 增 大 ,并 且 只 取 值 ~ Ba, 这 个 值 同 Br, 比较 可 以 忽略 . 在 $56 中 讲解 
时 , 恰 是 场 势 决定 电子 运动 的 量子 化 . 于 是 我 们 得 出 结论 :只 考虑 均匀 磁感应 
B=V xA4 的 势 A 已 足够 了 ,这 个 B 正 是 作用 给 电子 的 场 (D. Shoenberg 1962). 
在 下 面 ( $ 63 末 ) 我 们 将 看 到 ,这 个 事实 在 金属 磁化 时 将 导致 某 些 新 的 现象 . 

于 是 ,金属 电子 液体 的 准 经 典 量 子 化 规则 可 写成 


S(e,k,) т В [n+>); (62.8) 


式 中 S(e,k,) 是 金属 的 传导 电子 真实 等 能 面 的 截面 积 (在 它 的 费 米面 附近 ). 

像 具 有 反 演 中 心 由 晶 格 中 的 单 电 子 问题 一 样 ,考虑 传导 电子 的 自 旋 将 使 磁 
场 中 的 能 级 分 裂 为 两 个 分 量 : 

g, (k,) =5,(Ё,) +oB£(k )B, c= +1. (62.9) 

Ж ¿(k,) ЖЕН ЕЖА (А) 的 平均 结果 . 这 时 ,可 充分 精确 地 认 
为 所 有 轨道 都 位 于 费 米 面 上 ,因此 平均 的 结果 只 与 上. 有关. 我 们 强调 指出 ,对 于 
电子 费 米 液体 , 量 E(&,) 不 等 于 1( 自 由 电子 之 值 ) ,不 仅 与 自 旋 - 轨道 相互 作用 
有 关 , 而 且 也 与 电子 之 间 的 交换 作用 有 关 . 
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在 弱 磁 场 中 (BB << 7,B 是 玻 尔 磁 子 ,B 是 磁感应 强度 ) ,金属 的 磁化 率 不 能 
以 普遍 形式 计算 出 来 . 其 原因 是 在 费 米 液 体 的 理论 框架 内 只 能 研究 磁化 率 的 顺 
磁 ( 自 旋 ) 部 分 :这 部 分 决定 于 费 米面 附近 的 传导 电子 ,因为 分 布 在 深部 的 电子 
的 自 旋 相 互 抵消 . 对 磁化 率 抗 磁 ( 轨道 ) 有 贡献 的 是 全 部 电子 ,其 中 包括 分 布 在 
深部 的 电子 ,在 那里 费 米 液 体 理论 中 的 准 粒子 概念 已 失去 意义 . 但 是 ,这 两 部 分 
磁化 率 ,一 般 说 来 有 相同 的 数量 级 ,有 实际 物理 意义 的 只 是 它们 之 和 . 
我 们 进而 讨论 “ 强 ” 场 ,这 时 

Т=ВВ << 人 ， (63.1) 
即 朗 道 能 级 的 间隔 可 以 同 温度 相 比 拟 , 但 仍然 小 于 化 学 势 . 在 这 种 情况 下 ,磁化 
率 的 顺 磁 部 分 和 抗 磁 部 分 已 完全 不 能 分 开 , 但 是 这 里 的 情况 发 生 了 变化 , 即 金属 
的 磁化 强度 对 场 强 显现 出 振荡 关系 [ 迪 . 哈 斯 - 范 阿 耳 芬 (de Haas van Alphen) 
效应 ] ©. 磁化 强度 的 单调 部 分 在 这 里 也 与 金属 中 的 全 部 电子 有 关 , 并 且 不 可 能 





Ф 实际 上 ,一切 金属 的 晶 格 都 具有 反 演 中 心 . 
О 对 比 第 五 卷 $ 60 ,在 那里 对 理想 电子 气 研究 了 这 个 效应 
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在 费 米 液体 理论 的 框架 内 进行 计算 . 而 磁化 强度 的 振荡 部 分 , 正 像 我 们 将 要 看 见 
的 ,只 由 费 米面 附近 的 传导 电子 决定 ,因而 可 在 普遍 形式 下 进行 研究 (H. М. 
Лифшиц, А. M. Косевич ,1955). 这 里 我 们 所 感 兴趣 的 正 是 这 一 部 分 . 
磁化 强度 对 磁场 的 振荡 关系 是 电子 轨道 运动 能 级 量子 化 的 结果 .但 是 ,被 量 
子 化 的 只 是 与 电子 沿 闭合 轨道 (在 空间) 运动 所 对 应 的 状态 . 因此 ,对 热力 学 
量 振荡 部 分 的 贡献 只 来 自 等 能 面 封 闭 截 面 上 的 传导 电子 ,该 截面 是 垂直 场 方向 
的 平面 所 截取 的 . 我们 认为 ,在 这 些 截 面 上 满足 准 经 典 性 条 件 , 即 被 等 式 (62.8) 
所 定义 的 数 n 是 个 大 数 : 
йс5/ lelB >> 1. (63.2) 
对 于 金属 中 典型 的 费 米面 截面 的 线 度 ~1/a, 因 此 S ~a”“, 则 条 件 (63.2) 显 然 能 
满足 [ 比较 222 页 上 的 注释 ). 
考虑 目 旋 时 , 准 经 典 能 级 由 表达 式 (62.9) 给 出 ,其 中 =, (k,) ЕН (62.8) 
的 解 ;与 每 个 能 级 对 应 的 状态 数 由 公式 (58. 10) 给 出 .因此 ,决定 热力 学 势 2( 是 
几 , 了 和 系统 的 体积 了 的 函数 ) 的 配 分 函数 含 于 下 式 中 
O = - ;: | У [пере 6 (А) Ola, (63.3) 
下 标 s 是 等 能 面 各 叶 编 号 ;为 了 简化 ,以 后 我 们 略 去 这 个 下 标 以 及 对 它 的 求 和 
号 .所 有 等 能 面 的 叶 的 全 部 不 同 的 截面 所 在 的 区 间 ( 即 除去 周期 性 重复 ) ,就 是 
对 dk, 进行 积分 的 区 间 . 


首先 我 们 从 2 中 分 离 出 随 场 振荡 的 部 分 (用 全 来 表示 ) ,借助 于 消 松 公式 @O 
变换 求 和 式 (63.3) : 


—F(0) + — Е(п) = É F(x)dx +2Re > [ F(x)e’™dx. (63.4) 
用 于 (63.3) 的 这 个 公式 ,其 第 一 项 对 O 25 iB dETe К: ЕЕ, ПЕН 





0= - ии Ве у > 1. (63.5) 
其 中 上 是 积分 的 振荡 部 分 : 
„р - (Е | 
ЕЕ | dn [In{1 + orp Le eee | emak, . (63.6) 


535 u, =u - оВЁВ. | 
为 了 进一步 的 变换 ,我 们 引入 函数 


Ф ”参看 第 五 卷 $60. 在 (63.4) 中 求 和 项 F(0) 带 有 1/2 系数 是 无 关 紧要 的 ,因为 在 求 和 式 (63. 3) 
中 ,反正 重要 的 只 有 n 大 的 项 . 
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chS(e,k,) 1 





n(e,k,) = ав о (63.7) 
| те] В 2 
[比较 (62.8) 式 ] ,并 且 从 (63.6) 中 按 dn 的 积分 过 滤 到 按 de 的 积分 : 
J ы И. 8] „дп 
J s | а + exp — е Jedhds. (63.8) 


对 de 的 积分 下 限 是 任意 选择 的 ( 取 为 零 ) ,因为 积分 反正 只 在 e =, 附近 才 是 
主要 的 . 

由 于 m(e 必 ) 是 一 个 大 的 函数 ,(63.8) 中 被 积 式 的 指数 因 于 是 态 的 快速 振荡 
函数 ,这些 振荡 使 对 ак, 的 积分 消失 ,因此 对 积分 的 主要 贡献 来 目 使 函数 m(e ,k,) 
变化 最 慢 的 变量 k, ( 因而 振荡 也 最 慢 ) 的 各 区 间 . 换言之 ,对 积分 的 主要 贡献 来 自 
(在 每 个 给 定 值 = 时 ,n 作为 的 函数 ) 的 极 值 点 附近 的 区 域 . 令 k.,。(z) 是 其 中 的 
一 个 这 样 的 点 ;在 此 点 附近 用 鞍点 法 计算 积分 :把 指数 函数 的 指数 写 为 


1 (ən 2 
mn(e 及) 一 mas(2) + (а) к) | 


п.(=)= п(=,Ё, „„(=) ) А 
而 在 非 指数 函数 因子 中 我 们 取 k, = k, „ВМА. 结果 得 到 ,每 个 极 值 点 对 积分 的 


贡献 为 
| И. “5 dn., 1 Ən 
| In (1 +ехр T ) Рт 
КУТЕН л дп/ дк, =0, 人 允许 用 ап /de К оп (е, Е,) / де. TE TRE РА Н 
的 + 导 和 -号 对 应 于 上 ,。 是 函数 n(s,k,) 岂 的 极 小 值 点 或 极 大 值 点 . 用 分 部 积分 
变换 此 表达 式 , 写 出 


¿1 } 
° Š exp (2т1,, Ет de. 











ex 


dn., . 1 
qz exp(2=iln_.)de = Til 


并 考虑 到 缓 变 函数 19 Ид, | „АЖ, ВАЛЕ #5 Hi fk Bü Р Е 
关系 , 略 去 这 一 项 ,我们 有 
~ е?!" ү" ехр(2п1п,) ағ 
=. 2mi77 L [1 + exp (= ==) J la n/ok: 12 
这 里 对 所 有 极 值 点 求 和 ( 极 值 点 的 意义 在 下 面 还 要 讨论 ). 
被 积 式 分 子 中 的 因子 exzp(2miin。.) 是 £ МАЖЯЖЯ ЮЖ. 除 掉 能 使 分 母 迅 
速 变化 的 e -WA ~ 了 的 区 域外 ,这 些 振 划 处 处 使 对 de 的 积分 消失 . 而 函数 mn.,(e) 








dexp(2%iln (&)), 


(63.9) 





Ф [= 4: 型 的 较 点 积分 的 计算 是 借助 于 下 列 代 换 进 行 的 ,z=ue™“, 在 a。>0 时 ,或 =ue-m4, 在 
a <0 时 ,然后 对 du 的 积分 扩展 成 自 - е B| +=. 
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在 这 个 区 域内 是 缓慢 变化 的 ,因而 能 够 表示 成 如 下 的 形式 . 

n.(e)=n,(u,) +n.(u,)( 8 -u;,) 
因子 19 n/6k, 1 “可 直接 以 其 在 e =, 处 之 值 来 代替 ,然后 ,由 对 е 的 积分 转 到 
对 x=(s -jp,)/T 的 积分 , 且 以 -wm 替换 积分 下 限 -p。/T( 因 为 p/T >>1) ,我 们 
得 到 名 | ` 
р. = > Pu We ашый 
т 0 п/ дЁ, | 


z ro 


这 个 表达 式 按 о = +1 求 和 时 ,处 处 ( 除 指数 因子 外 ) 可 以 把 wu Кр, М 
按照 (63.1) 的 假设 ВВ << и. 在 (指数 性 的 ) 相 因子 中 这 样 的 替换 是 不 允许 的 ,这 
是 因为 函数 n.,(s) 较 大 ,其 宗 量 较 小 的 变化 也 要 造成 相位 显著 的 变化 ;但 是 ,在 
这 里 将 п., (jw.+BB) 按 BB 需 展 开 到 线性 项 已 足够 . | 


~ exp[27miln, (u) + im/4] 


- arsinh[ 27 ITn’ (1)]. 


1⁄2 
г ех,д 


x arsinh[L2m 1Гп’, (ш) ] соз[ 21 ВВЁ п! (и) ]. (63.10) 


其 中 E. =£(k,.). МАПЕ tik Е WS X. ЕЛ (63.5). 
根据 (63.7) 式 的 定义 ,函数 n..( e) УЕ k, РА 


数 的 等 能 面 5S(s,%) 的 截面 极 值 S. (2) 536, НН Š < < 
У у Ñ 
Ж е = 人 时 是 费 米 面 极 值 截 面 .在 图 1$ 上 绘 出 费 米 Š У Қ 


面 的 三 铃 形 极 值 ( 两 个 极 大 和 一 个 极 小 ) 截面 ;它们 ~ 
垂直 于 箭头 所 指 的 场 方向 .在 (63. 10) 式 对 ex 求 和 

是 对 所 有 费 米 叶 面 的 极 值 闭 合 截 面 进行 的 . 为 了 简 

化 公式 的 书写 ,我 们 引入 传导 电子 在 它 沿 极 值 闭 合 轨道 运动 时 的 回旋 质量 . 根据 
(57.6) 的 定义 ,这 个 质量 为 





дє 2 2т 


其 中 S..(e) =S[s,k,.(s)j; 最 后 的 等 式 又 与 极 值 点 处 9S(s,k,)/9k, =0 ЖЖ. 
结果 ,我 们 得 出 热力 学 势 振荡 部 分 的 最 后 公式 


Q 利用 了 积分 值 
“ emdz _ іт 
5 Г. er+l sinh та 
在 z 复 平面 上 由 实 轴 直线 Im Z =2= 和 无 穷 远 的 两 侧线 段 组 成 围 道 ,积分 在 此 围 道 进行 便 可 得 出 此 公式 
(为 保证 收敛 ,在 两 侧线 段 上 以 a -i0 代替 实 参量 a) , 沿 此 围 道 的 积分 决定 于 极点 Z = ir 处 的 留 数 . 由 此 
得 出 7-e-2re7= —2mie "a. 
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0 = 2 У (- D'0es| (гат) 1, 


°8(ш,,) | 2 A 
әд? ex Sinh A 


_ 2У(твВ) 5? (63.11) 


0, = 
5/2 
т’? Вт * ] 








cos | пі Шад ; 


À = М?Тт* /mBB 
(m 是 电子 的 真实 质量 ,余弦 宗 量 的 + 号 或 -号 对 应 于 极 小 截面 或 极 大 截面 ) .中 
磁化 强度 M( 单 位 体积 的 磁 矩 ) 由 微 商 算出 包 


M a= а | (63.12) 


这 时 ,(63.11) 式 中 要 微 商 的 只 是 变化 最 快 的 因子 一 余弦 . 由 于 费 米 面 的 各 向 异 
性 (m" 和 5。 与 场 方 加 有关) ,一 般 说 来 ,MM 的 方向 与 B 的 不 相 重 合 . 我们 得 出 纵 
问 ( 沿 场 方向 ) 磁 化 强度 的 振荡 部 分 : 

> ‚ ° PS 2 

М, = 2 2 ( - 1) M,sin { r | |, 
В” (mp) S. | 9°5(и,,) | -№ A 
тт" Ph ак’ х Sinh A 

表达 式 (63.11) 和 (63.13) 是 磁场 的 复杂 振荡 函数 ,并 且 一 般 说 来 ,这 些 函 

数 包含 各 种 周期 的 项 :来 自费 米面 的 每 个 极 值 截面 的 项 都 有 一 个 关于 变量 1/B 
的 周期 , 它 等 于 


M, = 








cos | т/ Д ) . (63.13) 








(63.14) 


我 们 注意 到 ,这 些 周期 都 与 温度 无 关 . 
振幅 与 温度 的 关系 由 因子 A/sinhA 来 确定 . 34 À >>1 时 ,振幅 按 指数 衰减 ， 


Ф 自由 电子 气 的 费 米面 是 半径 为 k, = V2mNw/ 堪 的 球面 ,S。。 = kt ,而 公式 (63. 11) 过 渡 到 第 五 着 
$60 中 的 公式 (60.15). 

@ 对 中 的 微 商 需要 进行 说 明 . 应 用 下 面 的 方法 能 够 得 到 公式 (63. 12) . 当场 的 矢 势 作 无 限 小 的 变化 
时 ,系统 的 哈密 顿 量 的 变化 是 


БН = {faaay, 
其 中 六 是 流 密度 算 符 [参看 第 三 卷 (115.1) 式 ]. 用 8 入 的 平均 值 可 以 得 到 热力 学 势 2 的 变化 ( 当 j,7T,V 已 
给 时 ) .但 是 系统 的 量子 化 不 是 用 精确 的 微观 场 H( $ 62 中 已 指出 ) ,而 是 用 它 的 宏观 平均 值 B 确定 的 . 就 
是 说 在 ЗН 中 也 应 该 将 4 理解 成 平均 场 B 的 矢 势 .于 是 , 变 分 84 可 以 从 平均 号 下 提出 来 ,因而 
50 = (8H) = -二 | (Ј) 8AdV. 
现在 ,根据 定义 (7 =c V x M 引入 磁 和 矩 ,进行 分 部 积分 ,我 们 得 到 
50 = - 2 | Мау. 
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实际 上 振荡 消失 . 当 和 1 时 ,因子 Msinh À ~1, 因 此 振幅 的 数量 级 由 位 和 AM， 
中 其 余 的 因子 来 确定 ,下 面 的 所 有 估算 都 属于 这 种 情况 . 
为 了 粗略 的 估计 ,我 们 取 
m° ~m, ш Вт, S- E 
其 中 k, ~1/a, 是 费 米面 的 线 度 .于 是 得 出 
ñ - v Bs ~ Voy [Ë ) | 六 ng |”) . (63.15) 
其 中 ~ ky 是 电子 数 密度 . 当 涉 及 磁化 强度 与 场 是 单调 关系 的 那 部 分 ( 以 M 标 
记 ) ,可 以 进行 估算 ,这 只 要 取 


M -yB - p° 





mky B 

а вві. (63.16) 
其 中 yx 是 磁化 率 的 “单调 ”部 分 ,比如 按照 电子 气 在 弱 场 中 的 磁化 率 公 式 

(参看 第 五 卷 $ 59 ) 估算 . 相应 的 热力 学 势 的 单调 部 分 是 0 - V MB ~ Vn ( BB/ 

人 4) .对 比 所 写 出 的 表达 式 , 表 明 热 力学 势 的 振荡 部 分 小 于 它 的 磁性 单调 部 分 : 


0/0 ~ (ВВ/и)' <<1. 


尤其 小 于 它 在 无 磁场 时 的 值 Q, ~ Упр: 0/0, ~ (BB/u) 2. 相反 地 ,磁化 强度 的 振 
荡 部 分 远大 于 其 单调 部 分 
M/M ~ (1/BB)' >>1. 

应 该 指出 ,所 有 上 述 磁化 振荡 的 理论 是 关于 理想 晶体 电子 液体 的 ,在 理论 中 未 
考虑 传导 电子 在 声 子 和 在 晶 格 缺陷 (如 杂质 原子 ) 上 的 散射 过 程 可 能 带 来 的 影响 , 这 
些 过 程 导致 电子 能 量 的 不 确定 性 :As ~ h/r ~ hoy /K 其 中 7 是 两 次 碰撞 间隔 的 时 间 ; 
是 自由 程 yw 是 电子 速度 ). 细 锐 能 级 的 弥散 也 导致 磁化 振荡 的 平滑 化 . 允许 忽略 散 
射 过 程 的 条 件 在 于 能 量 的 不 确定 值 As 小 于 能 级 间隔 ,也 就 是 说 ,必须 有 : 

| Bo; >> ћу. (63.17) 

在 7 一 0 时 (条 件 (63.1)) 人 允许 有 任意 小 的 B 值 [确切 地 说 只 是 条 件 
(63.17) 所 限定 之 值 ]. 此 时 磁化 强度 省 , 原 则 上 可 以 同 磁感应 强度 p 相 比较 [ 因 
> M/B -xlu/BB)'2] ,但 是 ,磁化 率 X =8M/8HO 早已 变 大 (对 其 模 来 说 ). 实际 
上 ,还 要 指出 ,应 该 微 商 的 只 是 振荡 因子 ,于 是 得 出 

Iy] ~x(1/BB)®. (63.18) 

在 这 样 情况 下 ,磁化 强度 的 振 葛 使 宏观 场 强 妃 = 有 8-4mM(B) 与 磁感应 强度 

B 的 关系 曲线 相继 出 现 一 系列 的 弯曲 ,有 如 图 16 所 示 (A. В. Pippard,1963). 但 


Ф ”为 了 避免 不 必要 的 繁杂 ,以 后 当 定性 讨论 所 出 现 的 效应 时 ,我 们 不 考虑 各 向 异性 的 影响 ， 


$64 电子 ~ 声 子 相互 作用 . 249. 


是 ,热力 学 稳定 性 条 件 要 求 @ 


> 
В r; 


因此 与 bc 段 曲线 对 应 的 状态 是 不 可 能 的 . 这 里 出 现 
的 情况 与 压强 对 体积 的 曲线 关系 上 出 现 折 弯 时 使 物 
质 产生 相 变 ( 比较 第 五 卷 § 84, $ 152) 有 完全 类 似 的 
#1. H(B) 的 平衡 曲线 实际 上 对 应 于 水 平 的 直线 线 

段 ad, 它 使 图 上 的 两 部 分 阴影 面积 相等 ;ab 段 和 cd 
段 则 对 应 于 亚 稳 态 . 

假如 金属 样品 是 圆柱 体 的 , 它 的 轴 与 外 场 Š 同 

方 同 .这 时 ,圆柱 体内 的 磁场 强度 H IE] Š 相等 ,并 且 
ВЕ © 的 增 大 ,物体 将 经 历 一 系列 的 相 变 ,此 时 磁 感 图 16 
应 强度 有 阶 著 式 的 变化 :每 次 当 达 到 例如 a 点 时 ,磁感应 强度 突然 地 由 В, 变 到 
В,2. 如 果 样 品 是 与 磁场 垂直 的 平 薄板 , 则 物体 将 被 分 割 为 一 些 具有 不 同 磁 感应 
强度 的 交替 层 ( 抗 磁 畴 ). 这 完全 类 似 于 将 中 间 态 的 超导体 分 为 正常 层 和 超 导 层 
(J. Н. Condon,1966). 这 时 ,外 场 全 等 于 磁感应 强度 对 各 层 的 平均 值 . 例如 ,在 区 
间 8。< < B,, 薄 板 分 成 磁感应 强度 为 B。 В, BJ, 随 者 © 的 增加 ,В, 层 的 体 
积 增加 ,而 B. 层 的 体积 则 相应 减少 . 
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迄今 为 止 ,我 们 研究 唱 格 中 的 传导 电子 ,都 未 涉及 它 同 晶 格 振动 ( 即 声 子 ) 
的 相互 作用 . 这 个 相互 作用 表明 如 下 的 事实 , 晶 格 的 形变 改变 了 场 , 而 电子 在 这 
个 场 中 运动 ; 场 的 这 个 变化 称 为 形变 势 . 

电子 - 声 子 的 相互 作用 在 半导体 和 人 金属 的 动 理学 现象 中 起 决定 性 的 作用 ， 
但 是 在 这 里 ,我 们 感 兴趣 的 只 是 这 个 相互 作用 对 电子 能 谱 定性 的 影响 . 为 了 研究 
相互 作用 ,最 好 避 开 与 唱 格 的 各 向 异性 以 及 与 微观 非 均匀 性 有 关 的 复杂 情况 . 换 
句 话 说, 我们 所 研究 的 介质 是 看 作 微 观 均 匀 的 各 向 同性 的 液体 ,与 此 对 应 的 ,在 
介质 中 只 能 发 生 纵向 声 振 动 . 

对 于 形变 的 一 级 近似 ,这 个 简化 模型 的 形变 势 表 成 下 式 


1 , , ! 3 .1 
Оа (0) = | Рт) (r) az, (64.1) 


其 中 p' 是 介质 密度 的 变化 部 分 (而 p 是 恒定 的 平衡 值 ). 函数 W(r -7') 在 数量 级 





Ф 对 比 第 主 卷 $18, 在 那里 对 于 电学 导出 类 似 的 条 件 . 
@ ”各 相 之 间 分 界面 的 表面 能 假定 为 正 . 
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为 原子 间距 a 的 长 度 上 要 减 小 . 我们 进一步 简化 (64.1) 式 ,注意 到 , 同 波 拓 为 
k << 1/a 的 声 子 作用 时 ,此 上 距离 可 以 认为 等 于 零 . ВИХ W = ш (л-г), КН o FE 
常数 , 则 О =w，p'(r)/Vp. 在 量子 理论 二 次 量子 化 表象 里 ,这 个 势 作 为 电子 - 
声 子 相 互 作用 的 哈密 顿 量 可 写成 


A 


Hs = | $" * (в,г)р’(+,г) Ф (,г) 4х, (64.2) 


ДН, РВВ 0 EMS О ЫА АЯ Е ST HB СН 
子 无 作用 ) 的 声 子 ,此 算 符 由 (24. 10) 式 给 出 ， 
在 格林 函数 的 数学 工具 中 ,用 于 电子 - 声 子 相互 作用 的 ,除了 电子 格林 函数 
C 外 ,还 有 如 下 定义 的 声 子 格林 函数 
D(X,,X,) =р(х, -Х,) = -К Тр'’(Х,)р'’(Х,)). (64.3) 
此 时 , 编 时 乘积 按 玻 色 子 情 形 的 规则 (31.2) 来 展开 .对 于 自由 声 子 ,在 动量 表象 
РЖ р 


k 1 1 l 
DOO k 55 Е НЕ m. EE _..НННЫН | 
(«,К) 2и о-и +10 w+t+uk-i0 ©? — иг? +10 2 


(参阅 $31 中 的 习题 ;在 中 间 的 公式 里 取 h= 1). 

我 们 把 电子 - 声 子 相互 作用 看 成 微 扰 ,可 以 根据 算 符 (64.2) 来 建立 图 技 
术 . 这 同 $ 13 中 对 费 米子 配对 相互 作用 所 做 过 的 一 样 ,不 再 重复 全 部 的 讨论 ,而 
叙述 所 得 到 的 (在 动量 表象 中 的 ) 作 图 规则 包 . 

图 的 基本 元 素 是 电子 线 ( 实 线 ) 和 声 子 线 (虚线 ). 每 一 条 线 都 用 一 定 的 “4 - 
动量 "来 描述 .4 -动量 为 P 的 电子 线 对 应 于 因子 iG6s = 6 G (P) , 即 自由 电 
子 格林 函数 .4 -动量 为 K 的 声 子 线 对 应 于 因子 iD ( K) , 即 自 由 声 子 格林 函 
数 . 图 的 每 个 顶点 会 聚 两 条 实 线 和 一 条 虚线 ;每 个 顶点 还 有 一 个 附加 因子 


— 1w/p. 
例如 ,电子 格林 函数 的 第 一 级 修正 用 下 图 描绘 多 
р 
Ç (64.5) 
其 对 应 的 解析 式 为 


Ф 电子 - 声 子 相互 作用 算 符 的 表达 式 (64.2) 的 构造 类 似 于 量子 电动 力学 中 的 电子 一 光子 相互 
作用 算 符 的 构造 ,因此 ,两 种 情况 的 图 技术 规则 也 相似 . 

@ НТО“ (0) = 而 不 存在 自封 闭 电子 线 的 图 [类 似 图 (13.13a) ]. 这 里 意味 着 ,在 o—0 之 前 即 
已 过 渡 到 极限 k—0. 这 反映 如 下 的 事实 :在 哈密 顿 量 的 定义 (64.2) 中 ,已 经 包含 坐标 空间 内 对 dax 的 积分 
(此 时 刚好 表示 过 滤 到 一 0) ,因此 ,这 个 积分 在 对 时 间 积 分 之 前 便 完成 了 . 在 哈密 顿 量 中 应 用 微 扰 论 时 
便 出 现 这 个 对 时 间 的 积分 . 
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d 天 
4? 








15С(Р) = -点 [Go (P) 1° | С (p - K) D) (К) (64.6) 
p | (27) 
声 子 格林 函数 的 第 一 级 修正 用 下 图 描述 
P 
ES Ег (64.7) 
其 解析 式 则 为 
iëD( K) =2 = [DO (K)] | G? (P)G (P - K) г 如 (64.8) 
p (21) 


(系数 2 产生 于 目 旋 因子 的 缩 并 :55 =2; 与 存在 一 个 闭合 费 米 子 圈 相 应 也 要 
计 及 因子 -1 ,比较 $13). | 

我 们 来 证 明 ,金属 中 电子 - 声 子 的 相互 作用 在 费 米 面 附近 将 导致 电子 间 
“有 效 引 力 ”的 出 现 . 这 可 以 直观 地 描绘 成 一 个 电子 放出 虚 声 子 而 被 另 一 个 电子 
所 吸收 (J. Bardeen,1950;H. Frihlich ,1950). 

我 们 研究 两 个 电子 交换 虚 声 子 而 实现 散射 的 图 : 


P'=P,+K P, 


гта 


(64.9) 


Р'=Р,-К Р, 


4-58 P= (e -џр,р),К = (o ,k) , JE 7=0 时 电子 的 化 学 势 , 它 等 于 界面 能 量 


А 2 
ГЕ Г6. бы»: АГ = [ - ip) (К), 
或 


ш? 
Г = (я wh +0) (64. 10) 
此 时 ho ==; – є;,ћК=р -pi. ` 
按 数量 级 , 费 米 面 附近 电子 的 动量 р ~ р, ~ hi/a. 声 子 动量 ҺЕ ~ Һа 和 能 量 
huk ~ hu/a ~ ho, 对 应 于 电子 的 散射 角 ~ 1, 其 中 mw 是 德 拜 频率 (对 于 金属 
ho, << sy ). 另 一 方面 ,电子 不 能 给 出 比 e -er 还 大 的 能 量 .因此 ,如 果 对 于 两 个 
电子 都 有 ls -srl << wo, 则 显然 有 


Г = w° /pu >0. (64.11) 
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考虑 到 二 的 意义 是 散射 幅 ( $ 16) ,我 们 见 到 , 它 的 符号 对 应 于 粒子 间 有 引力 .要 
强调 指出 ,这 个 结果 只 适 于 动量 空间 费 米面 附近 薄 层 (其 宽度 按 能 量 来 说 
~ wo) 内 的 电子 .在 金属 超 导 理 论 中 确定 截断 参数 的 大 小 时 在 $43 中 已 经 利用 
过 这 个 情况 中. 
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现在 我 们 研究 电子 - 声 子 相互 作用 对 金属 中 电子 能 谱 影 响 的 问题 @. 

Е $ 14 中 已 证 明 ,对 费 米 型 能 谱 色 散 律 (р) 的 修正 ( 与 自由 费 米 系 对 比 )， 
由 下 列 差 式 决定 

б=(р) = (= -џ,р) -5(0,p), (65.1) 
ВФ x= 6% -es 是 自 能 函数 . 在 这 种 情况 下 所 说 的 是 与 声 子 相互 作用 引起 
的 修正 ,而 各 个 粒子 (电子 ) “直接 "作用 是 谱 的 “ 非 微 扰 ?部 分 .根据 (64.6 ) 式 ， 
有 @ 
X(P) = -8G `! =8G/[ G ]? = 





2 
=i | 6 (P Юрек) в (65.2) 


(2т)“ 
但 是 现在 应 该 把 G°) 理解 为 电子 间 彼 此 相互 作用 的 格林 函数 . 在 其 极点 附近 这 
个 函数 为 
С (е -ш,р) = 2[2- ш - 009 (р-р) +i0. sign(e -1)]! (65.3) 
[参阅 (10.2) 式 ] ;vs 的 上 标 (0) 表 明 这 个 量 还 没 计 及 电子 - 声 子 相互 作用 的 
影响 . 
现在 ,我 们 的 目的 是 估算 量 值 (6$.1) , 即 积分 


. 2 
$2 кг) 16° (2-ц-о,р-№) -б®(-шр-Е)}. 


(0) 
.DV (о, юс. У (65.4) 


由 下 面 的 计算 可 以 看 到 ,对 这 个 积分 起 主导 作用 的 是 来 自动 量 p -kk 和 能 量 ¿ - 
о 靠近 费 米面 附近 的 区 域 (p 和 se 的 本 身 也 是 这 样 ), 即 有 <<ps;,w << u. 根据 这 
个 原因 ,函数 С 可 以 使 用 (65.3) 式 . 

Ф К 2 НИ, Тр 方向 取 极 轴 的 球 坐 标 系 中 ,我 们 有 d*K=2mk?dkdwdeos 0, 
ДӨЖ Ер 的 夹 角 .引进 变量 p. = lp -大 替代 cos 0; 注意 到 p? =p? +0 — 


Q 当 谈 到 常数 w 时 ,为 了 粗略 估计 金属 的 w, 可 以 指出 ,电子 能 量 的 变化 应 该 达到 它 本 身 的 数量 级 
( ~er) ,于 是 密度 的 变化 p' ~p. 因此 w ~ ер. 

О 这 一 节 所 人 氢 述 的 结果 属于 A.B. Мигдал 的 工作 (1958). 

@ 在 中 间 的 公式 中 取 声 = 1， 
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2pkcos 6, 我 们 有 
d К =2 т’ каср, dp, /pk==2mkdkdaodp, 

(Фр, =р=рг). 

{= (65.4) 的 被 积 式 中 只 是 花 括 号 的 因子 才 与 有 关系 , 花 括号 等 于 - 

р =-(e-)Zte- 人 =-ow- = 0р (Pi -р,) +10 ° sign( # – 
-人 -wo)] [- о-о (р, -рь) – 0 ° sign о]. 

由 于 对 d(p - рь) ËJ A r RK E k Sk, ПИЛ J | + о; 5| ЛЖ Е m = 
00° (р, -pr) ,我 们 得 到 积分 

р | dp. = 


Е: а 
ú 人 [0 - (=-ш- 0) -i0. sign(g -z—@)][m +o +10 - signo] | 
如 果 被 积 式 中 的 两 个 极点 处 在 实 轴 的 同一 侧 , 那 么 积分 等 于 零 ( 使 积分 围 道 在 
另 一 半 面 上 封闭 ,就 会 相信 这 一 点 ). 因 此 , 仅 当 e- 人 >w>0 或 者 e- 人 <w<0 
时 积分 才 不 等 零 , 在 第 一 种 情况 积分 值 为 -27wiZ/ve ,第 二 种 情况 为 2wiZ/ve. 
再 考虑 D"(w,k) 对 变量 о 是 偶 函 数 , 于 是 得 到 


би’ е6 1 2 
Е $т а ||. Ке uk +10 - 2 0 |82908. (65.5) 


表达 式 的 实 部 和 虚 部 分 别 对 应 于 准 粒 子 ( 传 导电 子 ) 谱 的 修正 和 准 粒子 的 
ВЕ. 首先 研究 衰减 . 
а 我 们 得 到 


— Im ёе = |a (65.6) 


2 G 
对 的 积分 是 从 0 到 |e - ми i sa w = 
uk 位 于 这 个 区 域 的 0 到 ls -AI 的 间隔 内 .因此 (在 通常 的 单位 制 中 ) 
Zw le - рі? 
24 mh pu ve 

对 这 个 量 进 行 粗略 估计 ,我 们 发 现 , 参 量 vv Ми 起 源 于 电子 ,因此 在 数量 
级 上 只 通过 原子 间距 a 和 和 电子 质量 m ЖД: ~ pm ~ hZam,@ ~ єр ~ 
入 /ma (参阅 273 页 的 注解 ). 密度 p 和 声速 u 还 与 离子 的 质量 M 有关, 并 且 pc 
М, их М`'”, НТ ри’ x1/M. 所 以 对 衰减 的 估计 可 写成 下 式 : 

-Im ёе ~ 12 ш (hw,)™, (65.8) 

其 中 德 拜 频 ДЖ, ~ u/a e М`"”. 

严格 说 来 ,(65.8) 式 的 估计 与 1e -Al << йор 相关 ,这 时 (65.6) 式 的 积分 按 
Е < 12 -р\/ћи << won/ 范围 进行 .这 里 实际 利用 了 我 们 用 过 的 声 子 色散 律 o = 


~ Im ёе = (65.7) 
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tu ,但 是 ,对 于 数量 级 的 粗略 估计 甚至 在 。 и ~ hos 的 区 域 边界 处 也 可 以 使 用 
(65.8) 式 ,在 这 里 估算 给 出 
— Im дё ~ ho, ~ 16-р. (65.9) 
最 后 , 当 = -jh >> hoo 时,(65.6) 式 的 积分 域 与 = -wz 无关, 因为 极点 o = 
中 二 wb 总 是 位 于 0 到 е -р 的 间隔 中 . 在 这 种 情况 下 | РЁ (оли)? й 
-lm Se - ho, << £ 一 内 . (65.10) 
表达 式 (65.8 一 65. 10) 确 定 一 种 与 电子 辐射 声 子 有 关 的 特有 的 衰减 0. 我 们 
看 到 , 当 1s -jp1 << jos 时 ,在 十 分 舍 近 费 米面 处 ,根据 (65.8) 式 ,衰减 不 大 
《lIm(s ш) 1 << le -p1) ,致使 传导 电子 这 一 准 粒子 概念 有 完全 确切 的 意义 ， 
而 在 # — ~ hoy 区 域 , 准 粒子 的 衰减 便 可 与 其 本 身 的 能 量 相 比拟 , 谱 要 弥散 而 
且 在 很 大 程度 上 谱 将 失去 意义 . 但 是 ,在 离 费 米面 有 更 大 的 距离 时 ,在 е-и >> 
hoy 时 (当然 仍 有 e -A <<) ,根据 (65. 10) 式 ,衰减 保持 同样 的 绝对 值 , 又 变 得 
比 能 量 s -w 小 ,因此 准 粒 子 又 获得 确定 的 意义 . 当然 , 除 由 传导 电子 产生 的 声 子 
衰减 外 也 总 有 电子 与 电子 的 碰撞 而 产生 的 衰减 . 这 个 衰减 是 一 切 正常 费 米 液体 
所 特有 的 ( $1) , 它 正比 于 (s -1)”, 其 数量 级 为 (s п) ”化 ,就 是 说 在 理论 应 用 
的 范围 内 总 是 小 的 
现在 我 们 估算 对 a( 即 对 能 谱 本 身 ) 的 实 部 的 修正 . 
在 (65.5) 式 中 对 do ан рае 





е-и k а-и! 1 
(0) _ р z 
ке |, k т [= – uk -rj 
рк ёри || 
2и 5 - ш +uk 








因此 ,对 于 Кебе 我 们 有 (通常 单位 ) 
кове = | i е 

Ев -jh >> hoy 时 ,被 积 表达 式 中 的 对 数 ~ huk/(s -и) ,因此 整个 积分 估算 
为 Виш (е ш) ~ hu/a (e -~ 人) .还 注意 到 ,由 于 在 (65.11) 式 的 分 母 中 存在 因 
+ p, 整 个 表达 式 x1/M, 得 出 估算 

Ве Se ~ (hoy) /(e -nu) <<=-и. 

于 是 ,在 这 种 情况 下 对 谱 的 修正 相当 小 ,因此 在 费 米面 上 以 “无 微 扰 ” 速 度 值 wo) 
给 出 谱 的 表达 式 : 





dk. (65.11) 





в = ш= u (р-р,), МЧе-и>> hoy. (65.12) 


Q 在 准 粒子 产生 低频 声 子 时 ,能 量 守 恒 由 等 式 (3e/6k) 8k =v 5k = uk ЖЖ; Z FUE ç > u 时 才 成 
立 .在 金属 里 ,因为 ve >>4, 此 条 件 总 能 得 到 满足 . 
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在 е-и << hoy 的 区 域 ,(65.11) 式 中 的 对 数 (Е ~)/hiwuk, 而 积分 的 估算 
Ж(е-м)Ё,»/ Ни ~ (е – ш) /ћиа?. ЖА. (65.11) у # -人 成 正比 ,其 
系数 与 离子 质量 M 无 关 ( 因 乘积 pv 与 及 无 关 ). 这 就 是 说 ,这 个 区 域 的 谱 的 类 
型 还 是 : 

г-и=,(р-р;), У е-р << fiw,. (65.13) 
但 速度 o, 与 vs” 的 差别 在 数量 级 上 同 速度 本 身 同 大 @. 

因此 ,金属 电子 的 费 米 型 能 谱 用 两 个 不 同 的 速度 值 s, 和 000 来 表征 ,一 
用 在 费 米面 的 极 邻 近 处 (se - м << job ) ,而 另 一 个 用 在 e - >> ho, Bf. 低温 
(Т << fwo) 人 金属 的 热力 学 性 质 由 (65. 13) 式 中 的 参量 x, ЖЖЖ. 对 于 频率 o >> 
wb 时 的 金属 光学 性 质 一 类 的 现象 则 由 速度 vs ”来 确定 . 


2) 题 
确定 金属 中 由 电子 吸收 所 致 的 长 波 (k <<pre) 声 子 的 衰减 . 
解 : 根 据 (64.8) 式 ,对 声 子 格林 函数 的 修正 由 积分 


s: (0) (0) 
i8D (K) = - | e? (P)GO (P - к xz 


Бои. К =(о,ҝ) 
给 出 .但 是 ,在 G 函数 中 还 必须 考虑 与 电子 - 短波 声 子 相互 作用 有 关 的 修正 . 根 
据 正文 所 述 , 这 些 修正 只 不 过 归 之 为 用 函数 G 替换 G) ,不同 于 (65.3) 的 只 是 
将 速度 ol 换 成 о, ДАН ЖИТ Z 换 成 另 一 个 Z'. 对 于 小 天 时 的 乘积 
С°’ (P)G (P -K)* 4 А K (17. 10). 对 dpodp 的 积分 归结 为 消除 8 А 
数 , 此 后 还 留 下 对 dcos 0( 0 是 站 和 天 的 天 角 ) 的 积分 | 
2 а. | cos О4сов 0 
| 2 р’ 
( 取 w>0). 极 点 соз 0 = о/о, 位 于 积分 区 域内 ( 因 v, >u) ,而 积分 的 虚 部 为 





$50 -'(о,К) = 一 


-1 — 2;ксоѕ 0 + 10 


в Zw pho 
ImóD РЕ 
2тр vik 
声 子 色散 律 由 方程 及 +8D ' =0 的 根来 确定 ,由 此 得 到 (在 通常 单位 制 中 ) 
2'и?р» 





= иК(1 -ia), = А 
о = uk ( ia ) а дри? 


(我 们 对 实 部 wm 的 修正 不 感 兴趣 ). 乘 积 pucc /M ,因此 粗略 估计 时 a ~ /m7M, 


中 ”当然 ,在 这 些 条 件 下 运用 微 扰 论 的 一 级 近似 ,严格 地 说 并 不 正确 . 但 是 ,考虑 进一步 的 近似 并 不 
改变 所 得 结果 的 性 质 : 当 第 一 级 修正 达到 1 的 程度 时 ,其 余 的 修正 也 是 这 个 程度 . 
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即 衷 减 总 是 小 的 ， 
$66 固体 电介质 的 电子 谱 


非 磁性 电介质 晶体 的 电子 能 谱 的 特性 在 于 :第 一 激发 能 级 距 基态 能 级 有 一 
有 限 的 距离 ; 换 句 话说 ,基态 能 级 和 激发 能 谱 之 间 存 在 能 隙 (对 于 一 般 电介质 其 
数量 级 是 几 个 电子 伏 ). 

电介质 晶体 中 的 元 激发 可 以 直观 地 描述 成 原子 的 激发 态 ， 但 是 这 个 激发 态 
不 是 属于 任何 确定 的 原子 的 . 晶 格 的 平移 对 称 性 总 要 导致 “集体 ”激发 ,这 个 集 
体 激 发 在 晶体 内 有 如 从 一 个 原子 跳 往 另 一 个 原子 进行 传播 . 与 其 它 情况 一 样 ,这 
些 激发 可 以 认为 是 有 确定 能 量 和 准 动量 的 准 粒 子 ( 此 时 称 为 激 子 ). 像 所 有 准 粒 
子 一 样 ,这 些 激 子 是 一 个 一 个 出 现 的 , 激 子 具 有 整数 角 动 量 ,因而 遵守 玻 色 统 
ЖО. 

在 准 动量 上 一 定时 , 激 子 的 能 量 可 以 取 遍 一 系列 不 同 的 离散 值 a,(k). 当 准 
动量 在 一 个 倒 格 胞 中 取 值 时 ,每 个 函数 se,(k) 要 在 激 子 的 某 个 能 带 中 取 值 ;不 同 
的 能 带 可 以 部 分 地 交 释 .每 个 函数 е, (k) 的 最 小 值 都 不 等 于 从. 

除 激 子 以 外 ,电介质 中 还 存在 其 它 类 型 的 电子 激发 . 可 以 认为 它们 来 自 单个 
原子 的 电离 结果 . 每 次 这 样 的 电离 在 电介质 中 都 要 导致 两 个 独立 传播 的 准 粒子 ， 
即 传导 电子 和 * 空 穴 ” 的 出 现 . 空 穴 就 是 在 原子 中 缺少 一 个 电子 ,因此 它 的 行为 
有 如 带 正 电 的 粒子 . 这 里 讲 到 电子 和 空 穴 的 运动 ,实际 上 我 们 指 的 是 电介质 电子 
的 某 种 集体 的 激发 态 , 与 激 子 态 相 反 , 这 些 激发 态 伴 有 负 的 或 正 的 元 电荷 的 
迁移 . 、 
电子 和 空 穴 具 有 半 整 数 自 旋 , 因 而 遵守 费 米 统计 . 但 是 ,我 们 强调 指出 , 电 介 
质 的 电子 - 空 穴 谱 绝 没有 金属 费 米 型 电子 谱 的 特征 . 此 特征 在 于 :在 大 空间 存在 
边界 费 米面 ,电子 的 准 动量 就 位 于 边界 费 米面 的 附近 . 在 所 考虑 的 情况 根本 不 存 
在 任何 类 似 的 面 , 因 此 同时 出 现 的 电子 和 空 穴 可 以 有 任意 的 准 动量 . 

仔细 研究 元 激发 的 衰减 ,就 可 理解 两 种 谱 型 之 间 更 深刻 的 区 别 . 在 费 米 液体 
中 任何 处 在 费 米面 之 外 的 准 粒 子 都 能 产生 一 对 新 的 激发 (粒子 和 空 穴 ) ,因此 这 
些 准 粒 子 也 都 具备 有 限 的 寿命 . 当 其 离开 费 米面 时 ,这 寿命 很 快 地 减 小 (此 外 ， 
金属 中 的 电子 还 可 辐射 声 子 ,参阅 865). 在 7=0 时 ,理想 唱 格 的 电介质 中 , 单 
个 电子 (或 空 穴 ) 的 衰减 在 能 量 最 小 值 上 方 的 有 限 间隔 内 严格 等 于 零 @. 事实 上 ， 
在 任何 情况 下 的 电子 - 空 穴 对 的 形成 都 需要 有 限 的 能 量 消耗 ( 因 为 存在 能 踊 4， 
参阅 下 面 内 容 ) . 准 粒子 只 有 在 它 的 速度 " 不 小 于 声速 ú 时 才 可 能 辐射 声 子 ( 声 


Ф 关于 激 子 的 概念 是 H.H. Френҝелъ(1931) Ё 81 #00. 
О 当然 ,在 有 限 温 度 时 ,总 有 因 在 其 它 准 粒子 上 散射 而 引起 的 衰减 ， 
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学 辐射 ) (参阅 254 页 上 的 注释 ). | 
Бе аз ВЕЕТ 29 (k) 和 = ( k) 也 占据 能 带 . 在 电介质 中 
电子 和 空 穴 的 能 量 最 小 可 能 值 之 和 A = et) +s 路 通常 称 之 为 能 辽 宽 度 . 因为 电 
子 和 空 穴 同时 出 现 和 消失 ,那么 ,不 是 单个 的 e l ee 名 值 ,而 是 这 个 和 才 具 有 
实际 意义 ;通常 约定 200 =0. 无 论 准 动量 上 =k, 是 相同 或 是 不 同 , 电 子 和 空 究 的 
能 量 都 可 以 达到 最 小 值 ; 准 动量 相同 的 情况 称 为 直接 能 孙 ,而 不 同 的 情况 称 为 间 
ЗЕ ВЕ. 如 果 带 中 的 能 级 不 简 并 . (或 者 作为 时 间 反 演 对 称 的 结果 ,对 自 旋 只 有 
二 重 简 并 ) ,那么 函数 在 其 极 小 值 附近 的 形式 是 
в® (Е) = Д + Fm gg Í 
(66.1) 
20 (k) = тда, 


其 中 g =k - k, ,而 mx 和 mw 是 电子 和 空 穴 的 有 效 质量 张 量 . 

在 文献 中 电子 能 带 常常 简称 之 为 导 带 ,而 代替 空 穴 带 的 称 之 为 价 带 ,在 晶体 
的 基态 , 价 带 完全 被 电子 填 满 .这 时 ,产生 电子 和 空 穴 这 一 对 准 粒子 ,可 以 认为 电 
子 从 价 带 跃迁 到 导 带 的 结果 ,而 在 放弃 的 位 置 留 下 空 穴 . 

在 较 大 ( 同 原子 相 比 ) 的 距离 上 ,电子 和 空 穴 按 库仑 定律 相互 吸引 . 因此 它 
们 能 够 形成 束缚 态 . 被 束缚 的 电子 和 空 穴 的 总 体 是 电 中 性 准 粒 子 , 即 激 子 . 在 给 
定 准 动量 时 ,电子 + 空 穴 系统 的 离散 能 级 对 应 于 束缚 态 . 每 条 能 级 对 应 于 激 子 的 
一 个 能 带 . 这 样 一 来 , 激 子 能 量 便 位 于 电子 - 空 穴 激发 能 的 下 面 (因此 ,在 本 节 
初 指 出 的 能 际 的 含义 与 量 A 不 相 一 致 ,而 是 小 于 它 ,其 差 等 于 激 子 的 最 大 束缚 
8k ) Ç. 

在 弱 束 缚 态 这 一 极限 情况 下 ,电子 和 空 穴 之 间 的 平均 距离 大 于 晶 格 常数 а 
时 , 激 子 的 能 级 便 容 易 算 得 ;这 样 的 激 子 称 为 瓦 尼 尔 — 葛 特 (Wannier-Mott) 激 
子 .在 相反 的 极限 情况 ,电子 和 空 穴 之 间 的 距离 为 原子 的 数量 级 时 , 称 为 弗 仑 克 
2 ( Frenkel) 激 子 ;当然 , 弗 仑 克 尔 激 子 只 在 形式 上 看 成 是 电子 和 空 穴 的 束缚 态 . 

我 们 研究 立方 对 称 的 电介质 晶体 . 对 于 瓦 尼 尔 - 莫 特 激 子 , 可 以 认为 电子 和 
空 从 是 按 库 仑 定律 相互 吸引 的 ,而 晶体 中 其 余 原 子 的 作用 只 归结 为 均匀 电介质 
背景 , 它 使 相互 作用 减 小 到 1/e, 这 里 е 是 晶体 的 电容 率 ( 对 应 于 激 子 束缚 能 数 
量 级 的 频率 值 ) ;换言之 ,电子 与 空 穴 的 相互 作用 能 写成 О = - e /er 的 形式 .在 
能 谱 中 设 能 阶 是 直接 的 ,并 且 为 了 简单 起 见 我 们 认为 电子 和 空 穴 能 量 的 最 小 值 
# К =0 处 .在 立方 晶体 中 有 效 质量 张 量 归结 为 标量 常数 m. 和 m, ,因此 
= (k) =А ВЕ (Е) -hk (66.2) 
2т. 2m, 


中 ”但 是 因为 电子 和 空 穴 能 够 复合 而 放出 声 子 和 光子 , 激 子 状态 的 寿命 是 有 限 的 . 
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程 来 描述 粒子 在 晶 格 内 的 运动 ,其 哈密 顿 量 中 函数 se(K) 起 着 动能 的 作用 . 因为 
在 这 种 情况 下 函数 et) (Е) -A е (K) 在 形式 上 同 通常 的 自由 粒子 的 动能 一 
致 ,于 是 我 们 所 研究 的 系统 的 薛 定 请 方程 在 形式 上 便 与 按 库仑 相互 作用 的 普通 
ЖЕ И, ЖЕНИ ЕЛЕ. 因此 ,我 们 
可 以 立刻 写 出 系统 的 能 级 , 即 如 下 形式 的 激 子 能 量 

2 те“ 
Е ЗА а, +m,) 2e hn 

(С. Н. Wannier,1937). 这 个 表达 式 的 第 一 项 是 激 子 以 准 动量 上 作为 “整体 " 运 
动 的 能 量 ,第 二 项 是 激 子 中 电子 和 空 穴 的 束缚 能 [Lm = m.m,/ (т, + ms) 是 系统 的 
折合 质量 ] 当 上 已 给 时 , 随 着 能 量 向 连续 谱 边 界 增 大 的 同时 ,系统 离散 谱 的 能 级 
便 稠密 起 来 . 公式 (66. 3) 的 适用 条 件 是 “轨道 半径 ” 值 要 充分 大 , 即 r. ~ P en / 
me >> a. 这 个 条 件 对 于 大 п 显然 满足 .但 是 在 大 Е 的 晶体 中 对 于 ”~ 1 ,此 条 件 
也 满足 中， 

在 本 人 节 最 后 ,我 们 再 谈 谈 $S 61 中 关于 传导 电子 的 数 密度 在 半 金 属 中 存在 下 
限 的 论断 . 

电介质 中 ,在 7=0 时 不 存在 电子 和 空 穴 ,它们 可 能 形成 束缚 态 ,这 意味 着 只 
能 出 现 能 谱 的 新 分 支 . 在 补偿 金属 中 这 种 可 能 性 意味 着 :具有 自由 电子 和 自由 空 
穴 的 态 不 是 最 低 的 态 , 即 金属 型 能 谱 是 不 稳定 的 . 在 电子 和 空 穴 之 间 存 在 别 的 准 
粒子 而 屏蔽 库仑 相互 作用 ,这 就 消除 了 形成 束缚 态 的 可 能 性 , 换 句 话说 , 准 粒子 
间 的 平均 距离 必须 与 激 子 的 线 度 r.( 在 其 基态 ) 同 数量 级 或 者 更 小 . 我 们 注意 
到 ,对 于 金属 ,由 这 个 要 求 所 建立 的 电子 和 空 穴 数 密 度 的 允许 下 限 , 随 它们 的 有 
效 质量 之 减 小 而 下 降 . 


$67 半导体 中 的 电子 和 空 穴 


纯净 (或 称 本 征 ) 的 半导体 晶体 的 能 谱 与 电介质 能 谱 的 区 别 仅 在 于 量 的 方 
面 , 即 前 者 能 际 值 A 较 小 ,因此 在 通常 温度 下 ,半导体 中 存在 相当 大 的 (与 电 介 
质 相 比 ) 载 流 子 密度 , 显然 ,这 个 差别 是 有 条 件 的 ,并 且 也 与 我 们 所 感 兴趣 的 温 
ЕН КО. 在 杂质 (或 合金 ) 半 导体 中 杂质 原子 是 电子 或 空 穴 的 补充 源 ,对 于 
给 晶 格 提供 电子 (施主 杂质 ) 或 从 晶 格 接受 电子 ( 受 主 杂质 ) 的 杂质 原子 ,其 能 隙 
比 基 本 谱 的 能 院 小 ， 


(66.3) 


Ф ”值得 注意 的 是 ,能 带 上 边缘 ( 极 大 值 ) 附 近 有 效 质量 是 负 的 ,能 够 形成 两 个 电子 (或 两 个 空 穴 ) 的 
束缚 态 . 这 些 态 的 能 量 位 于 禁 戒 区 域内 高 于 双 电 子 总 能 量 极 大 值 的 地 方 . 

@ 我 们 写 出 某 些 半导体 的 能 陂 值 4;Si 一 1. 17 еу, Ge 一 0. 74 еу, InSb 一 0. 24 eV, GeAs—1.52 eV， 
PbS 一 0.29 eV. 对 于 典型 电介质 金刚 石 A =5.4 еу. 
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我 们 要 详细 讨论 半导体 (或 电介质 ) 中 能 阶 大 小 4 与 传导 电子 密度 以 及 与 
空 从 密度 间 的 关系 . 
电子 (e) 和 空 穴 (h) 成 对 地 产生 和 消失 ,从 热力 学 观点 看 ,可 以 当 作 “化 学 反 
№ ”е +hs 一 0( 晶 体 的 基态 起 “真空 ”作用 ) 按 普遍 规则 (参阅 第 五 卷 $ 101) 这 个 
反应 的 热力 学 平衡 条 件 可 写成 下 式 
м. ti =0, (67.1) 
Е р. Ми, 是 电子 和 空 穴 的 化 学 势 . 鉴于 半导体 中 (在 T<<4 时 ) 的 电子 密度 
(п. ) 和 空 从 密度 (mm ) 都 不 算 大 ,它们 的 费 米 分 布 可 相当 精确 地 归结 为 玻 尔 效 曼 
分 布 ,因此 电子 和 空 穴 形成 经 典 气 体 D. 那么 用 通常 的 方式 ( 见 第 五 卷 $ 101 ) 根 
据 条 件 (67. 1) 便 得 到 质量 作用 定律 , 据 此 定律 ,平衡 密度 之 积 
| пп, = К(Т), (67.2) 
жън Ej 38: 3 ñu ЕН Е КЛ ВЕ РА ЖХ. ZE JI; ña Е ЕЕ 
ХЕХ, X 4" ЖЕ А. 我 们 计算 函数 KK(T) ,为 了 明确 起 
见 .电子 和 空 穴 的 能 量 采用 准 动 量 平方 的 函数 (66. 1). 
单位 体积 内 的 电子 按 准 动量 的 分 布 由 玻 尔 兹 曼 分 布 给 出 
и. -=.(К) а? к 
exp ( T ) (27)? 
(因子 2 是 考虑 到 自 旋 的 两 个 取向 ) . 实行 代 换 
Ы” (2 т? 
а ha -Ааєғ,, 
便 过 滤 到 按 能 量 的 分 布 ,其 中 m, = (mim,m,) 2 , Ñ mi от, от, 是 有 效 质量 张 量 
mi 的 主 值 .于 是 ,单位 体积 的 总 电子 数 是 














-ps wf авесто, 
《鉴于 快速 收敛 ,积分 可 扩展 到 无 穷 大 ) . 计算 积分 ,得 出 : 
т.Т \ 37 (ш-А)/Т 
n =2 [> ) е‘ ; . (67.3) 
类 似 地 ,得 到 
ТТ 32 p 
пь =2 [5 ) e (67.4) 


最 后 ,把 两 个 式 子 相 乘 且 考虑 到 (67.1) 式 ,获得 所 求 的 结果 


Ф 在 常温 下 ,半导体 中 电子 和 空 穴 的 密度 10”~ 10” em ,而 在 金属 中 它们 的 密度 为 102 ~ 102 


сш 2°. 
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"пп, = u us Ге". | (67.5) 


и 全 部 电子 和 空 人 


(т. т, ) ^^ ТЭ? е -227 








n 67.6 
п. = n, = Рав ( ) 

5 (67.6) #15 (67.3) 4% , ЖЕ РНИИ. 
= +310 =. | (67.7) 


至 于 讲 到 电子 和 空 穴 对 半导体 热力 学 量 的 贡献 ,在 7<<4 时 它 是 指数 型 微 
小 .考虑 到 产生 一 个 电子 - 空 穴 对 ,需要 接近 4 的 能 量 ,电子 - 空 从 给 内 能 的 贡 
ЖА Е = Vn. A. X E n。 取 自 (67.6) 式 . 这 个 量 与 唱 格 对 品 体能 量 的 贡献 相 比 
常 可 忽略 不 计 . 


$68 简 并 氮 附 近 的 电子 谱 


在 这 一 节 我 们 用 简单 的 例子 证 明 , 如 何 从 对 称 的 考虑 出 发 求 出 半导体 (或 
电介质 ) 中 电子 和 空 穴 在 天 空间 ( 倒 格 子 ) 某 些 特定 点 附近 能 谱 的 类 型 ;这 些 特 
定点 是 按 其 对 称 性 选 出 来 的 @. 

我 们 研究 的 唱 格 属于 立方 晶 类 O, ,因而 对 大 =0 点 ( 即 倒 格子 立方 晶 胞 的 顶 
点 ) 附 近 的 能 谱 感 兴趣 ,这 个 点 具有 完全 点 群 0, 的 固有 对 称 性 . 

作为 第 一 个 例子 ,我们 研究 不 计 电 子 自 旋 的 能 谱 , 并 假定 能 带 中 的 能 级 恰好 
在 k=0 点 上 是 二 重 简 并 的 ,并 属于 群 0, 的 不 可 约 表示 E Q. 离开 k=0 点 简 并 
便 消除 ;问题 是 寻求 这 一 点 附近 的 色散 律 =(k) 的 全 部 分 支 . 

在 $59 中 说 明 过 ,在 空间 怎样 才能 把 对 某 个 k= 点 的 偏离 当成 微 扰 . 
微 扰 算 符 的 具体 形式 在 这 里 对 于 我 们 是 无 关 紧 要 的 . 只 要 知道 每 一 级 小 量 q = 
k-k,( 在 本 情况 下 k=0, 因 之 g=k) 对 能 量 修正 式 的 结构 就 够 了 . 第 一 级 修正 
项 由 k .这 型 算 符 的 矩阵 元 (对 应 于 同一 简 并 能 级 各 状态 之 间 的 牙 迁 ) 构 成 的 久 
期 方程 来 确定 ,其 中 是 某 个 矢量 算 符 . 在 本 情况 下 ,由 于 在 对 称 群 内 存在 反 演 
中 心 , 算 符 了 所 有 的 矩阵 元 显然 为 零 ,因此 不 存在 的 一 级 效应 (对 比 第 五 卷 
8 136) ,对 能 量 按 大 的 二 级 修正 由 下 列 算 符 的 矩阵 元 所 组 成 的 久 期 方程 来 确定 


六 = 六 大 (68.1) 


Ф ”在 文献 中 这 个 量 常常 称 为 费 米 能 级 .但 是 ,我 们 着 重 指出 ,半导体 中 电子 的 化 学 势 绝 不 具有 在 金 
属 中 才 存 在 的 界限 能 的 含义 . | 

О 不 考虑 电子 的 自 旋 时 ,这 个 问题 在 形式 上 与 晶体 中 声 子 能 谱 的 问题 相同 . 参阅 第 五 卷 $ 136. 

@ 点 群 表示 的 记号 见 第 三 卷 $95, 8§ 99. 
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这 里 y,, 是 某 个 厄 米 算 符 的 张 量 (对 :下 标 对 称 ); 其 中 包含 哈密 顿 量 在 微 
扰 论 二 级 近似 中 的 大 的 线性 修正 项 ,也 包含 一 级 近似 中 的 大 的 二 次 修正 项 , ЕЯ 
符 (68.1) 的 矩阵 元 中 显然 有 不 为 零 的 .但 是 ,由 于 对 称 性 的 要 求 , 和 矩阵 元 之 间 有 
一 定 的 关系 . 

在 对 称 操作 时 ,就 其 变换 规律 来 说 ,作为 表示 Е, 基底 的 波 函 数 可 以 选取 

uU, - x° жоу + ог, у, ~x жогу +02 
的 形式 ,其 中 
о = е", w=0", 1l1+w+w =0. 
在 这 里 符号 ~ 代表 “变换 如 ”的 意思 . 绕 立 方 的 空间 对 角 线 转动 C, ,使 坐标 按照 
x,y,z—z,x ,y 变换 ;此 时 ,函数 ,进行 如 下 变换 | 
C, 0, , уор, , 
绕 立 方 体 棱 的 转动 C1 (х,у,2—эх, -2,у 的 变换 ) 函数 按照 
Cop, у 

变换 ,等 等 . 在 坐标 反 演 时 ,x,y,z 改变 符号 ,而 函数 ,yy, 不 变 . 

由 此 容易 得 出 , 非 对 角 分 量 у, BJ Pi Ж EE JG #B 28 2Ë ,而 对 角 分 量 的 矩阵 元 
归结 为 两 个 独立 的 实 常数 : 

(lly. ll) = (21y, 125 = (11у, 11) = ++. =A. 

(11у,,12) = (21у, 11) =8,(11у,,12) =wB. (11у, 12) =юВ, . 

现在 算 符 (68.1) 的 矩阵 元 为 

(11V11》 = (21712) =АЁ?, 
(1112) = (21011) *=В(Ё + ок + wk ). 


用 这 些 和 矩阵 元 构成 久 期 方程 并 求解 ,我们 得 到 能 谱 的 两 个 分 支 : 
g, (k) -=(0) = АЕ + BLk -3( 及 及 + 有 有 二 有 入) ] 2. — (68.2) 

除 立 方 体 对 角 线 (1, =k, = k,) #F ,#— 多 方向 上 离开 = 0 点 ， 都 可 使 简 并 消 
除 @. 

作为 另 一 个 例子 ,我们 研究 具有 电子 自 旋 的 能 谱 ; 此 时 对 称 群 的 双 值 ( 旋 
量 ) 表 示 与 能 级 相对 应 .假设 在 上 =0 点 ,与 群 O, 的 不 可 约 表示 0, (в D' ) @#B 
对 应 ,能 级 是 四 重 简 并 的 . 

这 样 表示 的 基 应 数 可 以 选择 如 角 动 量 j=3/2 的 本 征 函 数 六 (m= -j,…,j) 


Q 对 于 表示 E,( 在 k=0 点 ) 也 可 得 到 与 (68.2) 相 同 的 结果 . 在 该 点 附近 色散 律 对 于 如 下 一 些 不 同 
的 表示 总 是 相同 的 ,这 些 表示 的 区 别 只 在 于 乳 上 任意 的 一 维 群 表 示 ( 在 该 情况 下 E, =E ХА). 显然 ,在 
这 些 情况 下 在 不 同 的 基 函 数 之 间 的 跃迁 矩阵 元 以 同样 的 关系 相互 联系 . 

@ ”对 于 金刚 石 . 硅 和 销 的 空 穴 能 带 底 就 有 这 种 情况 ,这 些 物质 有 同一 类 型 的 晶 格 . 
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一 样 变换 的 函数 0. 这 件 事 情 ,允许 我 们 运用 下 述 方法 而 使 问题 的 求解 大 大 简化 
(J. M. Luttinger,1956). 

对 于 四 维 表示 , 算 符 (68.1) 的 矩阵 是 4x4 的 ,有 16 个 元 素 . ИНН 
阵 都 可 表 为 16 个 已 知 的 线性 无 关 的 4 x4 和 矩阵 的 线性 组 合 . 作为 这 样 的 矩阵 ， 
我 们 选 

J bh t е. | 
并 且 循 环 置换 指标 x,y,z, 这 有 15 个 和 矩阵 ,再 一 个 矩阵 为 {7,, 1j,,j,} ,| , (记号 
{…} ,表示 反对 易 ). о, ЕНЕ у =3/2 的 笛 卡 儿 分 量 对 四 个 函数 
WY 所 取 的 矩阵 . 另 一 方面 ,这 样 选 择 基 函 数 时 必须 认为 算 符 记 ,》 ,在 转动 和 
反射 时 作为 轴 矢 量 的 分 量 进行 变换 . ХИН УЕ, КЕШ 
次 型 , 它 由 对 群 0, 所 有 变换 都 是 不 变 的 表达 式 构成 : 
P = вк +4B,( 02? + 12)? +120?) + 
+ (sj 人， + hk {1 , + + hk 4]. ,),} +), (68.3) 
其 中 в, ‚В. ,B, 是 实 常数 ， 
现在 , 算 符 (68.3) 对 于 函数 
у, ~ 032, №, ~ фло, уз у», у. ~ 
的 矩阵 元 ,根据 熟知 的 角 动 量 矩 阵 元 [ 由 第 三 卷 公式 (29.7 一 29. 10) 给 出 ] 容易 
算出 . 这 样 的 计算 得 出 下 面 的 表达 式 
V, =V,, = (В, +38,) (№ + К) + (В, +98,)k; , 
У = V,, = (B, +78,) (Е; +) + (В, +8,)Е; , 


3 
Ү,, = = V,, =p, k, + ik.) ? (68.4) 


Vs = V,, =2,/3B,( k; - Е) рш, 
У. = V,, =0. 
注意 到 能 级 显然 不 会 完全 分 裂 一 一 还 必须 保留 二 重 ( 克拉 默 斯 型 ) 简 并 , 久 期 方 
程 的 构成 就 可 以 得 到 简化 . 就 是 说 , 久 期 方程 的 每 个 根 和 A=a(k) - e(0)( EP 
的 本 征 值 ) 将 是 重 根 . 换 句 话说 ,每 个 本 征 值 À 将 有 两 个 线性 无 关 的 一 组 量 
p,(n=1,2,3,4) 与 之 对 应 ,它们 是 方程 
> V,,@, =АФ, (68.5) 


Ф 在 第 三 卷 $ 99 的 习题 中 已 证 明 全 旋转 群 的 不 可 约 表示 DS 对 群 0 仍 保持 为 不 可 约 的 ,并 与 其 
表示 了 一致. 
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的 解 . 于 是 又 加 这 两 组 量 ,我 们 可 以 给 量 p. 附 加 一 个 补充 条 件 ,特别 是 使 一 个 量 
为 零 ,如 取 os =0, п=4 的 方程 (68.5) 给 出 

Vip + Уф + Уз = 0. 
由 此 把 9; 值 代入 n=1,2 的 方程 中 ,获得 只 有 两 个 未 知 р, М 2 的 两 个 齐 次 方程 


的 方程 组 : 
УИ И М: е 
№ РУ ИИ V, - V,,V,, ZV, | i [J 
(n =3 的 方程 并 无 新 意 ). 于 是 4 x 4 矩阵 的 本 征 值 问题 归结 为 2 x 2 矩阵 的 问 
ЕІ. 为 它 构成 入 期 方程 并 解 之 [Vi, 值 取 上 自 (68.4) 式 ] ,得 到 


] 1 1/2 
А =— (Vu +0) + + (V. 0) + Ур + я , 


最 后 得 到 
e, (k) -=(0) =АЁ + [ ВЕ" + СОЕ + КЕ + 0202)", (68.6) 
其 中 


| 
А=В, +58,, В=168?, C=3 (58: — 168? ). 


(С. Dresselhaus , А. Е. Кір 和 С. Kittel,1955) .在 各 个 方向 上 离开 有 = 0 点 ,能 级 
都 发 生 分 裂 @. | 

我 们 简 述 一 下 ,在 磁场 中 在 能 带 简 并 底 附 近 描 述 粒 子 行为 的 方程 具有 何 种 
形式 的 问题 . 为 了 明确 起 见 ,我 们 将 考虑 本 节 研 究 的 第 二 种 情况 一 一 能 谱 
(68.6). 

直接 利用 按 一 般 规 则 (56.7) 由 (68. 6) 式 所 构成 的 哈密 顿 量 ,就 要 碰 到 与 
A=0 点 附近 能 谱 的 非 解析 性 困难 如果 不在 (68. 6) 式 而 在 矩阵 型 的 哈密 顿 量 


(68. 3) 内 进行 代 换 KE 一 K = K - eh47/j,( 为 了 保持 其 厄 米 性 ,此 时 应 该 对 大 的 分 
量 进行 对 称 化 ) ,这 些 困难 是 可 以 避免 的 .然后 ,哈密 顿 量 的 每 个 矩阵 元 变 成 线 
性 微 商 算 符 , 它 不 仅 作用 在 自 旋 指标 上 ,也 作用 在 方程 (68.5) 中 函数 w (К) 的 
宗 量 上 ,于 是 ,这 些 方程 变 为 四 个 线性 微分 方程 的 方程 组 . 
存在 磁场 时 ,为 了 计 及 自 旋 效 应 ,必须 给 哈密 顿 量 (68. 3) 增 加 一 些 直接 与 
H 有 关 的 项 ,这 些 项 不 是 由 规范 不 变性 的 考虑 中 确定 的 . 因为 认为 场 是 弱 场 , 附 
加 项 必须 是 右 的 线性 项 ;这 时 由 于 假设 小 ,这 些 项 不 应 与 有关 (对 比 8 59). 
在 此 情况 下 ,这 些 项 对 于 晶体 的 一 切 对 称 变换 是 不 变 的 ,其 普遍 形式 是 
В.Н -ј +В,(Н, 5 +H, +H, 2). (68.7) 


Ф 我 们 指出 ,将 微 扰 论 应 用 于 只 有 一 个 简 并 能 级 的 状态 时 ,应 假定 分 裂 的 间隔 s(k) - e(0) 小 于 到 
相 邻 能 带 的 距离 ,其 中 也 包括 自 旋 -轨道 相互 作用 而 产生 的 分 裂 . 
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在 本 节 结 束 时 ,我 们 提出 一 个 有 意思 的 情况 : 设 在 简 并 点 ie 相 切 的 两 个 带 
中 一 个 是 导 带 , 另 一 个 是 价 带 ， 这 样 一 种 谱 型 中 的 能 隙 等 于 零 ; 为 了 产生 动量 接 
近 于 如 的 电子 和 空 从 ,任意 小 的 能 量 已 足够 . 在 一 定 意义 上 ,这 样 的 品 体 是 介 于 
电介质 和 人 金属 之 间 的 过 渡 性 物质 . 能 队 虽 然 不 存在 ,但 是 电子 和 空 穴 的 状态 只 
在 大 空间 的 一 个 所 上 才 没 被 分 开 . 可 以 说 ,这 种 金属 ,其 费 米面 被 “收缩 "成 一 个 
点 fo. 了 7=0 时 ,在 这 种 无 能 隙 半导体 由 内 不 存在 载 流 子 ,但 是 在 低温 时 载 流 子 数 
按 磊 的 规律 而 不 是 按 指数 规律 增长 . 在 i 所 附近 不 可 能 单 从 对 称 性 的 考虑 来 建 
立 能 谱 的 形式 ;电子 和 空 穴 的 库仑 相互 作用 使 得 这 一 点 上 的 微 扰 矩 阵 元 出 现 奇 
异性 @. 


Ф 锡 的 唱 态 之 一 一 一 灰 锡 就 是 例子 . 
Ф 这 个 问题 的 详细 研究 请 参阅 :A. А. Абрикосов , C. Д. Бенеславский , ЖЭТФ59 ‚1280 { 1970). 
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晶体 的 磁性 结构 使 其 能 谱 出 现 特殊 的 分 支 ,在 研究 这 些 能 谱 时 ,我 们 首先 回 
忆 磁 性 物质 中 相互 作用 的 一 些 特性 . 

铁 磁 体内 相互 作用 的 基本 形式 是 原子 的 交换 作用 ,由 其 导致 自发 磁化 . 这 
种 相互 作用 的 特点 在 于 它 与 磁化 对 品格 的 取向 无 关 : 在 考虑 到 系统 波 函 数 的 对 
称 性 ,交换 相互 作用 是 电子 静电 相互 作用 的 结果 ,并 与 总 自 旋 由 的 方向 无 关 . 

最 简单 的 铁 磁 系统 是 晶 格 中 的 原子 具有 人 磁 矩 的 电介质 ,并 且 磁 矩 平 行 时 恰 
好 在 能 量 上 是 有 利 的 ,以 此 来 确定 交换 相互 作用 的 符号 (“ 铁 磁 化 ”) ,这 时 ,系统 
基态 是 所 有 的 自 旋 平行 的 状态 . 确切 地 说 ,处 于 基态 时 系统 的 总 自 旋 在 某 一 方 
向 的 投影 等 于 最 大 的 可 能 值 >s。( 对 所 有 原子 求 和 ) ,其 中 *。 是 一 个 原子 的 自 旋 . 


事实 上 ,交换 作用 的 哈密 顿 量 H. 与 系统 的 总 自 旋 算 符 Š 可 对 易 , 也 就 是 与 投 


影 算 符 5, 可 对 易 ( 因 为 Hy 与 各 个 自 旋 的 方向 无 关 , 而 算 符 $ 是 自 旋 空间 中 的 
转动 算 符 ). 因此 基态 应 有 确定 的 5, 值 ,而 能 量 的 最 小 值 对 应 于 8., 的 最 大 值 . 我 
们 指出 ,这 时 每 个 原子 自 旋 的 投影 *. 等 于 其 最 大 值 * ,因此 基态 的 磁 矩 等 于 自身 
的 “ 额 面 " 值 Yu, ,其 中 从 是 一 个 原子 的 磁 矩 .但 是 ,这 个 性 质 被 更 弱 的 .相对论 
性 相互 作用 所 破坏 . 

复杂 一 些 的 情况 是 物体 的 磁化 强度 不 等 于 额 面 值 . 尤其 ,不 是 所 有 原子 间 
的 相互 作用 都 是 铁 磁 性 的 时 候 , 可 能 由 两 个 相反 磁化 的 亚 唱 格 形成 结构 , 亚 晶 格 
磁化 强度 不 同 , 因 此 不 能 完全 抵消 ;具有 这 种 结构 的 物质 称 为 铁 氧 体 ( 完 全 抵消 
的 情况 , 称 为 反 铁 磁体 ). 


Ф ”对 于 铁 磁体 , 旋 磁 比 g 的 实验 值 极 接近 数值 2, 这 一 点 证 实 了 铁 磁 性 的 自 旋 本 质 . 
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最 后 ,在 研究 铁 磁 性 金属 的 原子 自 旋 时 ,必然 涉及 传导 电子 ,传导 电子 无 论 
如 何 ,甚至 在 7=0 时 ,也 不 可 能 完全 磁化 (由 于 费 米 简 并 效应 )， 磁 性 相互 作用 
的 特性 还 使 铁 磁体 具有 更 复杂 的 基态 结构 : 磁 矩 原子 的 非 共 线 分 布 一 一 所 谓 蝶 
旋 结 构 . ! 
与 所 有 宏观 系统 一 样 , 铁 磁体 的 弱 激 发 态 可 以 看 成 元 激发 的 集合 , 即 准 粒 子 
气体 ， 原 子 磁 和 矩 有 序 分 布 中 的 元 激发 称 为 自 旋 波 量子 .既然 所 讨论 的 是 平移 对 
称 唱 格 中 的 准 粒子 ,于 是 ,上 自 旋 波 量子 具有 的 动量 就 不 是 真实 的 动量 ,而 是 准 动 
E , 准 动量 取 记 一 个 倒 格 胞 中 的 所 有 值 . 在 经 典 图 像 中 , 自 旋 波 量子 对 应 于 自 旋 
波 ,就 是 磁 托 振动 沿 晶 格 的 传播 . 自 旋 波 量子 遵从 玻 色 统计 ,因此 , 自 旋 波 量子 
态 大 的 占有 数 对 应 于 自 旋 波 的 经 典 极限 情况 . 

如 目 旋 波 的 波长 大 于 品格 常数 a( 即 波 和 撩 <<1/a) ,那么 ,这 个 波 应 看 成 是 
宏观 的 ;于 是 , 波 的 色散 律 wa(k) 将 通过 磁 矩 宏观 运动 方程 中 的 唯 象 参数 (物质 
常数 ) 来 表达 . 因而 自 旋 波 量子 的 谱 e = iiw( 上 k) 也 将 通过 这 些 参数 来 表达 .， 有 一 
种 确定 自 旋 波 量子 谱 的 方法 ,完全 类 似 于 用 声波 振动 宏观 方程 中 的 宏观 参数 
(弹性 模 量 ) 来 确定 长 波 声 子 谱 . 为 实现 这 一 设想 ,必需 预先 导出 上 述 运 动 方 
10. 

从 只 考虑 交换 相互 作用 的 情况 ,来 开始 我 们 的 研究 . 

我 们 感 兴 趣 的 是 铁 磁体 的 弱 激发 态 ( 只 有 弱 激 发 态 的 性 质 才 可 用 普遍 的 形 
式 加 以 解释 ) ,所 以 应 该 限于 磁 矩 的 低频 “ 慢 " 运动 . 磁 卸 方向 在 空间 缓慢 改变 、 
而 磁 矩 大 小 保持 不 变 的 就 是 这 样 的 运动 . 事实 上 ,磁化 强度 的 平衡 值 是 由 交换 
相互 作用 确定 的 ;因此 ,磁化 强度 的 变化 在 任何 波长 都 不 与 有 限 能 耗 相 联系 ( 假 
设 ,物体 处 于 远离 居 里 点 的 状态 ,在 居 里 点 没有 自发 磁化 强度 ). 另 一 方面 , 当 只 
计 及 交换 相互 作用 ,物体 作为 整体 ,其 磁 矩 转动 时 能 量 不 变 ; 因 此 波长 越 大 ,磁化 
强度 在 物体 各 处 非 均匀 转动 所 需 的 能 量 就 越 小 . 换 名 话说, 长波 振动 的 频率 小 . 

决定 磁 矩 方向 变化 的 运动 方程 乃 是 在 力矩 К 作用 下 自 旋 角 动量 jiS 的 进 动 
方程 : 

285 _ 
ot 
( 见 第 一 着 (34.4) ) ЯК 分别 是 单位 体积 的 角 动 量 和 力矩 磁 和 矩 密度 (磁化 
强度 )M 通过 5 依 下 式 表达 


K, 


glel 
М = уђ = -= 
yh 2709， 


Ф 本 节 进 一 步 的 结果 属于 裔 道 和 栗 弗 席 兹 的 工作 (1935). 我 们 指出 ,这些 结果 对 于 “交换 的 ” 铁 磁 
体 是 正确 的 ,在 这 里 我 们 不 涉及 所 谓 的 弱 铁 磁 体 ,在 这 样 的 铁 磁 体 中 只 在 考虑 相对 论 性 效应 时 才 显 现 出 
Ж. . 
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式 中 y 是 磁 矩 与 角 动 量 之 比 . e= -lel 和 т 分 别 是 电子 的 电荷 和 质量 . g 为 铁 
磁体 的 旋 磁 比 ( 对 比 第 二 卷 $45)， 因 此 ,M 的 方程 如 下 
М 
ер =. (69.1) 
如 力矩 入 不 依赖 坐标 ,此 方程 为 精确 的 如 天 在 空间 缓慢 变化 ,此 方程 为 近 
似 的 . 
力矩 下 定义 为 自 旋 系统 在 无 穷 小 转动 时 能 量 的 变化 . 令 3d 为 沿 旋转 轴 方 
向 的 矢量 ,其 值 等 于 转角 ,根据 力学 公式 ,力矩 由 24 给 出 ( 见 第 一 着 (34. 6) )， 如 


5E 与 坐标 有 关 ,应 该 将 空间 每 点 的 微分 换 成 变 分 . 最 好 这 个 变 分 是 在 温度 、 体 
积 以 及 物体 内 每 点 磁场 都 恒定 的 情况 下 进行 ,对 于 这 些 变 量 的 热力 学 势 是 自由 


能 FD， 于 是 ,力矩 密度 由 以 下 方程 确定 : 
5Р = - | к. әфау. (69.2) 


写 出 磁 矩 变化 时 (准确 地 说 是 方向 变化 , 因 其 值 固定 ) 自由 能 的 变化 8F 9 
8F = - JE, ‚ ëMqV, (69.3) 


此 处 类 比 外 磁场 内 磁 和 矩 能 的 表达 式 而 引入 “有 效 " 场 Н... ЖЕН, =0. 因 
为 磁 矩 的 平衡 分 布 刚好 决定 于 自由 能 的 极 小 条 件 . 现在 考虑 无 穷 小 转动 86 时 ， 
M 的 变化 等 于 
SM = o@ x M. 
将 此 式 代 入 (69.3) 式 并 对 比 (69.2) 式 ,得 出 力矩 密度 
K=M xH; 
IVA0(69.1) X, ВН - 栗 弗 席 兹 方程 
М _ 61е! 
0t 2тс 
现在 来 证 明 ,此 方程 表述 的 磁 和 矩 变化 并 不 伴随 能 耗 、 此 能 耗 等 于 : 





Ник x M. (69.4) 


4 де ' 
式 中 S ИЈАН. Re 为 最 小 功 , 它 是 引导 物体 进入 既定 的 非 平 衡 态 所 必需 
的 . 因此 ,利用 (69.4) 式 ,有 | 


Ф ФИЛА 336 物体 整体 的 热力 学 量 ,那里 用 草 体 拉丁 字 表 示 )， 在 非 均 匀 分 布 时 ,正确 的 说 
法 是 物体 的 自由 能 ( 当 体 积 给 定时 ) ,而 不 是 热力 学 势 o$. 在 这 里 ,我 们 不 关心 磁 致 伸缩 效应 , 即 不 考虑 
磁化 强度 变化 时 的 应 力 和 晶体 的 形变 . 此 时 可 不 区 分 5Ф, af. 
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Q = н, -May -gle Lan (На x M)dV =0, 
于 是 论断 得 证 ,应 该 指出 ,无 能 耗 是 靠 方程 (69.4) 的 右 侧 垂 于 H +, 3 I uE BJ. 
(我 们 在 下 节 末 还 要 讨论 能 耗 问题 ). 
根据 定义 式 (69.2) ,对 物体 总 自由 能 进行 变 分 ,可 求 出 有 效 场 的 显 式 . 总 自 


由 能 由 如 下 积分 给 出 | 
F=f [AGO +0, -мон- 2 | ау (69.5) 


(参阅 第 八 卷 539). ХЕ f, ( M)ËE: H =0 时 均匀 磁化 体 的 自由 能 密度 ,因为 只 考 
谍 交 换 相互 作用 ,所 以 与 朵 的 方向 无 关 ，V#a 是 与 矢量 M 的 沿 非 均匀 磁化 体 组 
慢 变 化 方向 有 关 的 附加 交换 能 密度 ， 
ЖЕНЕВЕ Е ВЕКЕ М 对 坐标 的 微 商 的 咽 进 行 展开 , 头 几 项 的 形式 为 
U но Әмен 
79 2 дк дл, 

并 且 ,这 个 微 商 二 次 型 本 质 上 是 正定 的 . (69. 6) 式 的 组 成 (根据 交换 作用 的 性 
质 ) 应 与 矢量 M 的 绝对 方向 无 关 . АЖА ПКЕ а, ВНЕ а. = 
C, =e, ‚а, = a, (2 轴 是 晶体 的 对 称 轴 ) ;在 立方 晶体 中 w, = аб, 

如 果 在 数量 级 为 品格 常数 a 的 距离 上 , 磁 矩 方向 有 显著 变化 ,再 注意 到 唱 格 

一 个 原 胞 非 均匀 性 的 能 量 应 该 达到 交换 相互 作用 能 的 原子 特征 值 ,就 可 以 估计 
出 系数 ax 的 数量 级 .特征 的 交换 能 同居 里 温度 7T,( 铁 磁性 消失 的 温度 ) 同 数量 
级 . 由 条 件 7T./a ~ aM 《ea ,我 们 得 到 

а ~ Т./аМ?. (69.7) 
在 物体 每 一 点 都 给 定 H 时 ,对 积分 (69. 5) 进行 变 分 ,并 对 第 二 项 进行 分 部 
积分 ,我 们 得 到 





(69.6) 


aF= [|су ra 

根据 定义 (69.2) , 花 括 号 内 的 表达 式 是 -Ham， 第 一 项 沿 М 的 方向 ,但 是 ,当代 入 运 
动 方程 (69.4) 中 时 ,第 一 项 总 会 等 于 零 , 因 此 完全 可 以 把 它 舍 去 @.， 于 是 ,我 们 得 到 
ӘМ 

H x “ux xz + 

为 了 得 到 完整 的 方程 组 ,给 (69.4) ,(69. 8 ) 两 式 还 要 附加 一 个 将 场 吾 与 磁 

化 强度 M 的 分 布 相 联系 的 麦克 斯 韦 方程 . 在 下 一 节 将 要 研究 的 自 旋 波 是 在 

о << cf 的 意义 上 的 低频 波 ,在 这 些 条 件 下 的 场 是 准 静 场 ; сс 

略 对 时 间 的 微 商 ,于 是 方程 组 变 成 ， 


-н] 5Мау. 


(69.8) 


Ф 但 是 ,此 后 在 平衡 时 H&K 已 不 必 变 为 零 . 
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VxH=0, У.В=У. (Н+4тМ) =0. (69.9) 

与 此 相关 ,在 五 恒定 时 ,可 能 产生 关于 积分 式 (69.5) 对 M 变 分 是 否 合 理 的 
问题 ,虽然 站 和 五 通过 (69.9) 的 第 二 个 方程 相 联 系 . НЕ, МАН = - Уф 
(由 于 第 一 个 方程 ) 并 计算 积分 对 o 的 变 分 ,那么 由 于 第 二 个 方程 此 变 分 为 等 ， 


所 以 H 的 变 分 对 8 天 无 贡献 ， 
如 果 物 体 不 在 外 磁场 中 ,那么 它 内 部 的 场 便 完全 与 磁化 强度 的 分 布 有 关 ,一 
般 说 来 这 个 场 是 与 М 同一 数量 级 的 量 . 在 此 意义 上 ,有 效 场 (69.8) 中 的 五 项 是 
相对 论 效 应 (我 们 指出 ,原子 磁 矩 以 及 和 它 有 关 的 自发 磁化 强度 都 用 玻 尔 磁 子 
B=1el#i/2mc 定 义 , 这 是 一 个 在 分 母 中 含 c 的 量 ). 因此 ,目前 所 研究 的 纯 交 换 近 
似 中 ,(69.8) 的 第 二 项 应 该 略 去 ,因此 运动 方程 为 
М ве! М 
Е т G a = 
我 们 注意 到 这 个 方程 是 非 线性 的 . 
方程 (69. 10) 可 以 写成 磁 和 矩 连 续 性 方程 的 形式 : 
ӘМ, Əli, _ 


=0, 
ді дх; 








(69.10) 





(69.11) 


J: rR 8 XE Mü ВЕК М 


_81е1 ( =) 
H i= 5—9, M x 的 


这 是 预先 应 该 想到 的 ,因为 在 交换 近似 下 物体 的 总 磁 矩 守恒 ， 

现在 我 们 考虑 ,在 铁 磁体 中 除 交 换 作 用 之 外 ,在 电子 磁 矩 之 间 还 有 更 弱 的 相 
对 论 性 相互 作用 : 自 旋 - 自 旋 作用 和 自 旋 -轨道 作用 . 在 宏观 理论 中 这 些 作用 
用 各 向 异性 磁 能 来 描述 ,能 量 密度 U , 依赖 于 磁化 强度 矢量 对 晶 格 的 方向 ;用 这 
些 相互 作用 来 建立 铁 磁 体 的 自发 磁化 强度 的 平衡 方向 ， 上 边 已 经 指出 过 ,M 同 
Ё Н 的 相互 作用 也 属于 相对 论 性 的 . 

在 单 轴 品 体 中 各 向 异性 的 能 量 为 

K 


Us = ->M;. (69.12) 


2 
如 果 天 >0, 那 么 平衡 磁化 方向 就 沿 着 对 称 轴 一 一 z 轴 (“ 易 磁化 轴 ” 型 铁 磁 体 ) 的 


方向 ;如 果 天 <0 ,那么 自发 磁化 方向 就 位 于 ху 平面 上 (“ 易 磁化 面 型 铁 磁 体 )， 
立方 晶体 的 各 向 异性 能 量 可 表 为 

ТА = мм: + ММ? + ММ). (69.13) 
其 中 x,y,z 轴 的 方向 沿 着 三 个 四 级 对 称 轴 ( 立 方 晶 胞 的 各 楼 边 )， 如 果 К’ >0, 平 
衡 矢量 M 的 方向 沿 着 立方 品 胞 的 一 个 楼 ,如 果 K' <0 一 一 则 沿 着 晶 胞 空间 对 角 
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线 中 的 一 条 

为 确定 起 见 ,我 们 将 研究 单 轴 铁 磁体 . 在 (69.5) 的 被 积分 式 中 补充 一 项 U, 
(69. 12) ,对 附加 项 变 分 后 得 到 一 项 - KM.z 5M ,其 中 > 为 晶体 对 称 轴 方 向 上 
的 单位 矢量 . 于 是 ,对 于 有 效 场 我 们 得 到 


H + КМ» + H. (69.14) 


а, М. 
"т Фа ах Әх, 
容易 看 出 ,有效 场 的 这 个 改变 已 经 概括 了 因 顾 及 相对 论 效 应 而 导致 运动 方 
程 (69.5) 发 生 的 变化 . 事实 上 ,不 存在 耗 散 ,运动 方程 的 右 侧 仍然 应 当 垂 直 于 
Н.к, ВІЛ УЖ M  x 五 和 效 形式 ,其 中 M' 和 M 的 差别 只 能 是 相对 论 修正 ,这 个 修 
正 值 总 远 小 于 M ,因而 并 不 重要 . Hi 中 的 相对 论 各 项 附加 到 一 个 小 量 上 . 后 
者 由 于 M 沿 物体 缓慢 变化 ,因而 才 是 微小 的 ;而 在 波长 充分 大 时 这 些 相对 论 项 
可 以 变 得 重要 起 来 . 
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把 前 节 得 到 的 方程 运用 于 波 的 传播 上 ,在 这 个 波动 中 磁 矩 密度 除 围 绕 自己 
的 平衡 值 M。 进 动 ,还 进行 微 振动 我们 将 考察 在 整个 体积 内 M, 为 恒定 的 单 磁 
畴 样品 ,而 且 局 限于 波长 远 小 于 样品 线 度 的 情况 . 这 时 ,介质 就 可 以 认为 是 无 
限 的 . 

首先 研究 的 问题 只 涉及 交换 相互 作用 , 即 基于 方程 (69. 11). JR 
М =M。+m, 其 中 m 是 小 量 ,于 是 可 略 去 m 的 二 次 项 而 使 方程 线性 化 ;由 于 绝对 
值 M =M, ,那么 在 这 一 近似 中 m L M,. 我 们 得 到 


M, (70.1) 


(这 里 及 以 后 取 g = 2). 对 于 与 坐标 和 时 间 的 依赖 关系 为 exp[i(k ` r ~ ot) ] М 
т ,我 们 得 到 





iom ря x M,, (70.2) 
mc 


其 中 а = а(п) = ал; п, ‚п их k 方向 上 的 单位 矢量 . 这 个 方程 分 解 成 分 
量 ,有 


iom, =—-aMk m, , 
тс 


а аМі?т, 


ют = – 一 一 
7 т 


由 ”对 于 不 同 铁 磁体 量 纲 为 1 的 量 K,K' 在 几 十 分 之 一 到 几 十 这 个 宽度 范围 内 取 值 . 相对论 相 互 作 
用 与 交换 相互 作用 之 比 与 aP Us/T. 同 数量 级 ,通常 为 10- - 10°. 
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(z НМ. М). НН АЕА Е 


еМ СНУ, (70.3) 


我 们 看 到 ,如 前 节 初 所 述 ,在 k—0 时 ,在 交换 近似 下 频率 趋 于 零 . 自 旋 波 中 矢量 
т 在 平面 xy 上 以 恒定 角速度 o 旋转 ,并 保证 绝对 值 不 变 . 

在 量子 力学 图 像 中 用 公式 (70.3) 决 定 自 旋 波 量子 的 能 谱 z = ћоО: 

e(k) =2ВМа(п) к. (70.4) 

在 二 次 量子 化 形式 中 ,描述 铁 磁体 的 宏观 量 将 换 成 自 旋 波 量 子 的 潭 没 算 符 
和 产生 算 符 表述 的 各 算 符 . 下 面 将 展示 应 如 何 处 理 自 旋 波 量子 的 (70. 4) 式 . 

对 应 于 经 典 量 MM, 我 们 引入 矢量 算 符 内 , 它 的 分 量 满足 确定 的 对 易 规 则 . 令 
S(r)8V 是 在 > 点 物理 无 限 小 体 元 SV 中 原子 的 总 自 旋 算 符 ， 不 同体 元 SV. ,8V, 
的 算 符 S$(r,)8V, 和 $(r,)8V, 是 对 易 的 同一 算 符 SCr)8V 的 各 分 量 满足 角 动量 
的 一 般 对 易 规 则 : 

$,87 . 587-5 80: $,8V =15,8У, 
Е 5,5, -5,5, =iS,/8V( 其 余 的 对 易 子 也 类 似 ). 在 5/0 的 极限 情况 下 ,对 任意 
r, fll r, ,这 些 规则 写成 统一 的 形式 
S,(r,)Š,(r,) – S,(r,)Š,(r,) =iŠ,(r,)8(r, -7,). 
现在 ,以 48-Е ЕК ЕА М = -28$, 便 得 到 
М,(г,)М, (г,) -M.(r,)M,(r,) = -248М, (ғ) (л -r,). (70.5) 

在 应 用 于 自 旋 波 时 ,M 描述 的 是 绕 z 轴 的 微小 振动 ,在 小 量 m. от, 的 一 级 近 

似 下 可 以 用 数量 M,~M 来 代 换 (70.5) 式 右 方 的 算 符 M. ;这 时 

ñ.(r,)ñ,(r,) -ñ,(r,)ñ,(r,) = —2i8M8(r, - r,) (70.6) 
由 此 可 见 , 量 т, Я т, Е Rh ii F (Wa 2j— КЖ) ВЖЕ“ 
标 和 广义 动量 ”的 作用 ,这 与 p 和 "在 液体 中 声波 量子 化 时 所 起 的 作用 相 类 似 
($24). 但 是 ,我 们 强调 指出 二 者 的 主要 区 别 . 声 子 算 符 的 对 易 规 则 (24. 7) 是 
精确 的 , 同 振动 是 否 微小 ( 即 同 声 子 态 占 有 数 是 否 微小 ) 无关 . (70. 6) 式 的 规则 
是 近似 的 ,只 在 小 量 m 的 一 级 近似 中 才 是 正确 的 . 

从 对 易 规 则 (70. 6) 式 以 及 符合 线性 方程 (70. 1) 的 算 符 №, т 部, 间 的 关系 式 
出 发 ,可 以 通过 自 旋 波 量子 的 潭 没 、 产 生 算 符 来 求 出 记 , ,局 ,等 算 符 的 表达 式 , 这 


Ф 自 旋 波 的 平方 色散 律 是 布 洛 赫 (F. Bloeh,1930) 用 微观 理论 首先 得 出 的 . 这 个 谱 的 宏观 参量 的 表 
示 式 是 朗 道 和 栗 弗 席 兹 给 出 的 (1945 ) . 
@ 在 本 章 中 6 处 处 代表 玻 尔 磁 子 :有 B = lelb/2mc. 
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# 8 24 中 对 于 声 子 所 做 过 (参阅 $71 的 习题 4) 的 相仿 . 

再 来 研究 自 旋 波 量子 的 能 谱 , 并 进而 考虑 相对 论 效应 对 这 个 谱 的 影响 ， 现 
在 已 经 必须 计 及 М 振动 时 产生 的 磁场 了 .这 个 场 和 т 是 同 级 小 量 ; 现 在 用 hh 表 
ЖЕ. 

麦克 斯 韦 方程 (69. 10) 给 出 

kxh=0, k.h= -4тЁ • m. 
由 此 可 见 , 场 严 的 方向 沿 着 波 矢 量 ,并 等 于 


h= -4т(п • т)п, (70.7) 
把 (70.7) 式 代 人 (69.5) 式 的 被 积 式 的 后 两 项 中 ,我 们 得 到 
етв 2 =2т(п - т)! (70.8) 


(这 里 去 掉 Moh 项 ,由 于 场 hh 的 有 势 性 ,对 整个 体积 的 积分 变 为 面积 分 ,因而 这 
一 项 变 为 零 ) ;在 自 旋 波 中 ,这 部 分 各 向 异性 的 能 量 有 时 称 为 静 磁 能 ， 

假设 铁 磁 体 是 单 轴 的 ,并 且 属 于 “ 易 磁 化 轴 ? 型 ,因此 Mo 的 方向 沿 晶体 的 对 
НС 轴 ) :Mo。 =7М. 鉴于 以 后 的 应 用 ,我 们 还 假设 存在 平行 于 z 方 向 的 外 场 
名 ;此 时 ,样品 应 该 是 以 > 为 轴 的 圆柱 体 ， TE IK SB) H = Ó +h. 线性 化 
的 运动 方程 (这 里 写 的 方程 已 乘 过 因子 h) 为 


-iem =2BM{ [a +K +y xm y xa]. (70.9) 


对 于 单 轴 晶 体 e = asin 0 + w,cos*0 , J: rR ө К p 之 间 的 夹 角 . 

1 (70.7) ИА Клари, JEE y 8 S pk Y EE ( Tri x 轴 最 好 选 在 通过 
和 nn 方向 ( 即 v xn) 的 平面 上 ). 由 获得 的 т, #l т, B Bj УЕ НЕЕ 38 45 iH 
色散 律 


e (k) =28М | (о +K +) (о +К+ О +4msin2g ) ] (70.10) ' 
我 们 指出 ,由 于 存在 sin*9 = ВИКОМ Е (К) К ЭНН А šj %: 
ЕЕ ; k Ej Rk AH S E FH ЕН. | 

这 里 对 单 轴 铁 磁体 (“ 易 磁化 轴 ” 型 ) 导出 的 (70. 10 ) 形 表示 式 ,对 于 立方 晶 
体 也 是 正确 的 . 这 是 因为 , 当 矢 量 M 微小 偏离 其 平衡 方向 时 ,各 向 异性 能 量 的 
改变 在 两 种 情况 下 有 同样 的 形式 . 例如 ,对 于 K' >0 的 立方 晶体 , 当 M 偏离 立 
方 体 的 楼 方向 的 М.Н, 50, 只 与 M 和 M, 之 间 的 夹 角 必 有关 ,并 且 8U, = 
K'M° 3 .把 此 式 同 单 轴 晶 体 相 类 似 的 式 子 SU, = KM'02/2 进行 比较 ,我 们 发 现 ， 
为 过 渡 到 K' > 0 的 立方 晶体 情形 ,只 要 在 (70. 10) 式 中 将 天 换 成 2K' 便 足够 了 . 
极 易 相 信 , 用 类 似 的 方法 ,为 过 渡 到 K' <0(M 的 方向 沿 着 立方 体 的 空间 对 角 
线 ) 的 立方 晶体 需要 将 kK 换 成 41K'1/3. 我 们 也 注意 到 ,在 立方 晶体 中 a(n) 归 
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结 为 常数 . 而 对 “ 易 磁化 面 " 型 (K <0) 的 单 轴 铁 磁体 就 是 另 一 种 情形 了 : 当 M 
偏离 M 时 ,变更 8Us 既 与 M 相对 于 M, 的 极 角 有 关 , 也 与 方位 角 有 关 ; 因 此 这 种 





我 们 记得 ,(70. 10) 只 属于 能 谱 的 开始 部 分 ,这 部 分 的 准 动量 k <<1/a, 因 此 
可 以 进行 宏观 研究 . 从 大 天 方面 ,但 是 仍然 满足 (af >>47,K) 这 个 条 件 来 看 ， 
表达 式 (70. 10) 归结 为 

se(k) =2BMa(n)k +28%. (70.11) 

这 里 的 第 一 项 同 纯 交 换 作 用 的 表达 式 (70.4) 一 致 . 外 场 只 给 自 旋 波 量子 的 能 量 
增添 28Š М. 于 是 ,在 这 种 近似 中 月 旋 波 量子 在 M, Ek kE BJ S T -28. 在 
物体 中 激发 每 一 个 自 旋 波 量子 都 要 使 物体 的 总 磁 矩 减 小 28. 

在 相反 的 情况 下 ,k—0 时 表达 式 (70. 10) 赵 于 一 非 零 值 \@ =0 时 ) 等 于 


1⁄2 
(0) =28МК (1 нш) (70.12) 


于 是 ,考虑 磁 的 各 向 异性 在 自 旋 波 的 谱 中 将 导致 能 际 的 出 现 吕 这 很 自然 ,因为 
有 各 问 异 性 时 ,甚至 磁 和 矩 整 体 进行 回转 ( 即 上 =0 时 ) 也 与 有 限 的 能 量 相 联系 . 我 
们 见 到 ,在 小 上 时 ,尽管 相对 论 效 应 不 大 ,也 会 给 能 谱 带 来 相当 大 的 修正 . 

自 旋 波 量子 的 概念 ,作为 元 激发 是 关于 物体 的 弱 激 发 态 的 ,因而 是 与 低温 有 
关 的 . 因此 ,关于 上 自 旋 波 量子 的 公式 中 一 切 物 质 常数 (也 包括 磁化 强度 М) 必须 
选取 了 =0 时 的 值 ， 

回头 再 来 讨论 $ 69 中 关于 耗 散 微小 的 假设 . 在 量子 图 像 中 耗 散 意 味 着 自 
旋 波 量子 寿命 是 有 限 的 ,这 是 由 于 自 旋 波 量子 之 间 以 及 同 其 它 准 粒 子 的 相互 作 
用 所 造成 的 . 

如 果 开 始 讲 自 旋 波 量子 之 间 的 相互 作用 ,那么 首先 应 该 指出 在 交换 近似 下 
日 旋 波 量 子 的 数目 是 不 变 的 (每 个 自 旋 波 量子 为 M, 提 供 同 样 的 贡献 - 28 ,而 交 
换 作 用 使 W. 保 持 不 变 ). 因此 在 此 近似 下 只 能 发 生 散 射 过 程 . 但 是 散射 概率 随 
温度 的 降低 而 减 小 ,这 只 不 过 由 于 散射 体 数量 的 减 小 而 造成 的 ,因此 在 了 =0 时 ， 
无 论 如 何 ,交换 性 的 衰减 都 要 趋 于 零 . s 872) ,在 交换 近似 下 一 个 
自 旋 波 量子 的 状态 确实 是 系统 的 严格 的 定 

在 T=0 时 CC 
相对 论 性 相互 作用 时 才 有 可 能 ,因此 它们 的 概率 较 小 . 此 外 ,在 小 大 时 由 于 过 程 
终 态 的 统计 权重 ( 相 体 积 ) 小 ,裂变 概率 总 是 降低 的 . 


Ф 相应 的 频率 o(0) = a(0)/; 称 为 铁 磁 共振 频率 . 

Q 还 要 指出 ,在 交换 近似 下 两 个 自 旋 波 量子 间 的 散射 截面 随 其 能 量 的 减 小 而 趋 于 零 ( 参 阅 $73). 
这 一 情况 ,在 低温 时 进一步 减少 了 自 旋 波 量子 的 交换 衰减 ， 在 充分 低 的 温度 下 ,对 散射 过 程 来 说 ,相对 论 
效应 已 很 重要 了 . | 
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自 旋 波 量子 与 声 子 的 相互 作用 (在 这 里 ,交换 相互 作用 哈密 顿 量 中 与 晶体 
形变 有 关 的 部 分 起 微 扰 算 符 的 作用 ) 也 要 引起 自 旋 波 量子 的 衰减 . 在 了 =0 时 ， 
还 可 能 由 自 旋 波 量子 产生 声 子 的 过 程 ,但 是 ,为 此 自 旋 波 量子 的 准 动量 应 该 充分 
大 一 一 自 旋 波 量子 的 速度 9s/i9k 应 大 于 声速 (参阅 254 页 的 注 )， 过 程 概率 小 
也 是 由 于 终 态 统 计 权 重 小 的 缘故 . 

最 后 ,在 铁 磁 金属 中 , 自 旋 波 量子 (由 于 跟 传导 电子 的 交换 相互 作用 ) 从 费 
米面 下 ,总 可 能 激发 电子 . 这 里 ,在 小 上 时, 过程 概 率 小 也 是 由 于 终 态 的 统计 权 
重 小 的 缘故 . 


习 题 


试 求 “ 易 磁 化 面 "型 单 轴 铁 磁体 中 自 旋 波 量子 的 能 谱 ( 天 <0). 

解 :平衡 磁化 强度 Mo 位 于 租 直 于 晶体 对 称 轴 (z 轴 ) 的 平面 上 ;我 们 选 М2 
向 作为 x 轴 , 此 时 磁 矩 运动 的 线性 方程 的 形状 是 А 

-ієт =2B{ak n, xm – IKIm,n, – п, xh}. 
其 中 n,n, 是 沿 举 标 轴 的 单位 舌 量 ,而 矢量 m 位 于 重 直 于 M. tb yz 平面 上 . 将 
(70.7) 的 hh 代入 , 写 出 分 量 方程 并 使 所 得 方程 组 的 行列 式 等 于 零 ,得 到 自 旋 波 
量子 的 能 谱 
e(k) =28M [ ok’ ( ak’ + IK1) +4msin’O( о? + IKlsin’w) ] 12 ， 
其 中 9 和 是 上 相对 于 Mo 方向 的 极 角 和 方位 角 ( 而 且 方 位 角 由 和 zy 面 上 算 起 ). 
在 ak >>1 时 ,我 们 又 回 到 平方 型 谱 (70.4) ,而 在 有 一 0 时 , 自 旋 波 量子 的 能 量 趋 
于 : 
2(0) =4(TIKI) “BM | sin 0sin ç |. 

而 当 大 位 于 对 称 灿 与 晶体 自发 磁化 强度 所 构成 的 xz 平面 上 时 ,上 式 变 为 堆 . 但 
是 ,这 里 趋 近 于 零 是 近似 的 :考虑 到 各 向 异性 能 量 中 的 高 阶 项 时 ,在 ху 面 上 也 会 
导致 各 向 异性 的 出 现 , 从 而 在 所 有 KO 的 方向 上 将 会 出 现 有 限 的 能 陈 ， 
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铁 磁 体 中 激发 的 自 旋 波 量子 对 其 热力 学 量 有 一 定 的 贡献 . 当 在 了 << 了 意义 
.下 的 低温 时 ,利用 前 一 节 所 获得 的 结果 可 以 计算 这 一 贡献 ， 实际 上 ,在 温度 为 了 
的 热平衡 时 自 旋 波 量 子 的 主要 部 分 有 e - T 的 能 量 . 对 于 平方 形 谱 

s(k) =28Ма(п)Р. (71.1) 
这 就 是 说 ,温度 T << Т.Е, ЖЕН B Cak RS WEB Е << (Т./ВМа)"”. Я 


Ф ”我们 记得 (参阅 第 八 卷 85317) ,各 向 异性 能 量 按 M ЕЛ DR E R ABO НИЯ с 的 展开 
(因此 与 M 是 否 微 小 , 即 与 是 否 接近 居 里 点 无 关 ). 
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用 对 а 估算 的 (69.7) 式 ,估算 出 磁化 强度 为 M ~ В/а (平均 一 个 原 胞 中 的 磁 矩 
约 为 数 个 B) ,由 此 得 到 ak << 1, Вр $70 结果 的 适用 条 件 . 

铁 磁 体 热 力学 量 的 “ 自 旋 波 量子 ”(magnon) 部 分 可 做 为 化 学 努 等 于 零 的 理 
想 玻 色 气体 的 热力 学 量 来 计算 . 例如 ,对 自 旋 波 量子 的 热力 学 势 2( 下 标 用 mag 











表示 一 一 译注 ) ,有 
_ WL 
0. =Т | m(1 e гэ (71.2) 
[参阅 第 五 卷 的 (54.4) 式 ]. 由 此 , 自 旋 波 量子 对 内 能 中 的 贡献 为 
f _ 90,., _ = Vd'k 
Вы эт = =; (2л)? ' (71.3) 


自 旋 波 量 子 对 目 发 磁化 强度 的 贡献 给 出 后 者 随 温度 的 变化 这 一 贡献 ,是 
通过 对 外 磁场 的 微 商 而 得 的 ,为 











М =M(T) - M(0) = s 
名 一 0 
[参阅 第 八 卷 (31.4) ]. 对 (71. еи" 
1 dk 


56 вое? 1 (21) вы. 


微 商 - (92/99) Е НЕ ИЖЕ. 

{ЕЩЕ T >>2тВМ® 时 ,我 们 计算 积分 (71. 3—71.4) ;这 时 自 旋 波 量子 的 谱 
可 以 利用 极限 表达 式 (71. 1). 鉴于 积分 快速 收敛 ,积分 可 以 扩展 到 整个 空间 
(代替 一 个 倒 格 胞 ). Бо 是 常量 (对 于 立方 晶体 ) , 且 作 替换 dk 一 4mk dk, 经 过 
显然 的 代入 之 后 ,得 到 

VT [° z da yrT TS/2)7(5/2) 
mag 4т 2 A2⁄2 ú e" —1 4т ДА 
为 了 简化 ,这 里 取 标 记 4 = 28Mo ( № £ Se ТРЕХ ТЖЕ С, = 
9E.../97, 我 们 得 到 
c= у51(5/2)4(5/2) таљ. 
i 8T 4 

我 们 指出 ,这 个 表达 式 只 给 出 热 容 量 的 自 旋 波 量子 部 分 ;此 外 ,晶体 热 容 量 还 包 
括 通 常 的 声 子 部 分 . 

回 到 (71. 4) 式 的 积分 ,根据 (70. 11) 式 , 自 旋 波 量子 的 磁 矩 取 值 -28. 因此 


T 3⁄2 
=0.113[—) V. (71.5) 


QD ЕЁ р =0(Bjk ó = №0) н, Е=Ф+1Т5 - РҮ= Т5 +0; 5 = – %0/9Т. 当然 ,无 需 利 
用 公式 (71.2) 也 可 直接 写 出 (71.3) 式 . 

© ”对 于 典型 值 W=2 x103 G, 这 个 条 件 给 出 TT>>1 К. 

@ ”关于 这 一 类 型 的 积分 计算 参阅 第 五 卷 $ 58. 
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T >> 2=BM 时 得 到 
加 Т? r° x dx 
由 此 | 
M(T) =M(0) - BT голу). 
= M(0) -0. 1178( Т/А)?”. (71.7) 


(ВЕРЖИ, Ë ME 0k Et + 05 Tü АИТ 
化 ). 于 是 , 当 温度 取 2тВМ << 了 << 了 .范围 时 ,自发 磁化 强度 的 变化 便 遵守 724 
定律 (F. Bloch ,1930 ). 

在 自 族 波 重子 的 谱 中 存在 能 孤 (70. 10) ,在 更 低 的 温度 范围 内 将 使 C 和 
M... 对 温度 有 指数 函数 的 依赖 关系 . 在 了 <<BKM 时 

СМ ccexp( – 28КМ/Т). (71.3) 

指数 分 子 中 的 量 在 9=0 和 9=" 时 是 能 隙 的 最 小 值 (还 可 参照 习题 1)， 

如 果 铁 磁体 的 自发 磁化 强度 在 基态 等 于 最 大 值 ( 所 谓 额定 值 ) ,对 应 于 物体 
的 所 有 原子 磁 和 矩 都 平行 ,那么 施加 与 磁 和 矩 同 一 方向 的 外 磁场 时 这 个 值 亦 不 再 变 
化 ,就 是 说 在 这 个 方向 的 磁化 率 x РЖ. 

考虑 相对 论 性 相互 作用 时 ,自发 磁化 强度 (T=0 时 ) 与 其 “交换 ” 值 相 比 将 
减 小 ,于 是 导致 出 现 不 为 零 的 磁化 率 (T, Holstein, H. Primakoff,1940). 虽然 这 个 
效应 很 小 ,但 是 计算 它 却 有 原则 性 的 意义 ， 

在 前 面 计算 热力 学 量 的 磁性 部 分 时 我 们 会 去 “ 磁性 谐振 子 ”的 零点 能 ， 在 这 
些 量 的 温度 关系 中 它 没有 贡献 . 零点 能 对 应 于 自 旋 波 量子 态 的 占有 数 为 1/2: 


(0. = еб 
相应 地 对 于 “零点 "磁化 强度 有 
В 1 де а? 
M(0) = - ттеу (71.9) 


k 值 大 时 这 个 积分 发 散 ,就 是 说 积分 主要 决定 于 短波 自 旋 波 量子 (ke ~1) ,对 这 
样 的 自 旋 波 量子 根本 不 能 进行 宏观 研究 . 但 是 我 们 将 看 到 ,在 相对 论 效 应 的 影 
啊 下 磁化 强度 的 变化 ,决定 于 自 旋 波 量子 的 长 波 能 谱 区 域 ,并 可 借助 于 8$70 中 
获得 的 公式 来 计算 . 
为 简单 起 见 ,我 们 将 研究 :立方 品 体 ， 并 在 此 情况 下 忽略 小 的 各 向 异性 常数 ， 

即将 自 旋 波 量子 谱 (70. 10) 写成 形式 

e(k) =28[ ( bl? +95) (5+9 +4x=Msin° 0) ] !2 (71.10) 
Jeri b = aM; 在 这 个 表达 式 中 由 于 考虑 了 静 磁 能 而 产生 的 4mrM + sin? 项 对 应 于 
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相对 论 效 应 ， 从 (71. 9) 式 减 去 以 e, (А) = 280 - 28Ó 代替 s(k) 的 同一 积分 
式 , 则 得 到 待 求 的 相对 论 效应 影响 下 磁化 强度 的 变化 е 


5М = - 55100) - вв (К) (71.11) 


р У 
这 个 积分 在 大 上 时 已 变 为 收敛 的 也 . 
为 了 计算 上 的 方便 ,首先 在 b 一 定时 取 SM 对 M 的 微 商 [ 为 此 在 (71. 10) 中 
已 引进 记号 b]. 简单 变换 后 得 到 
= 4л? ВМ zl | sin 0 - 27ка • sin 010 
(2%) (Бк + @)!2( bk? +9 + 4тМвіп? 9) *2 
由 于 对 dk 7 能 够 扩展 到 wm 
Š =0 时 积分 容易 计算 ;然后 对 M 积分 ,得 到 


м = УВ (71.12) 


3/2* 
8а 





这 个 和 值 很 小 :SM/M ~ 10 °. 
如 果 外 场 很 强 ( 名 >>4тМ) ,可 在 被 积 式 的 分 母 中 忽略 4mM， sin "9 项. 此 
后 ,计算 得 出 结果 
$М = тт (71.13) 
Š— e= 时 ,5W 趋 于 零 . 这 是 当然 要 得 到 的 . 
结束 时 我 们 指出 ,如 果 我 们 企图 把 本 节 在 三 维 情况 所 使 用 的 方法 ,用 来 研 
究 二 维 铁 磁 体 的 磁化 强度 对 温度 的 依赖 关系 ,那么 (在 纯 交 换 近 似 中 ) 代替 
(71.6) 式 我 们 将 得 到 对 数 发 散 积 分 . 这 就 是 说 ,在 所 有 7 了 关 0 的 情况 下 交换 相互 
作用 的 二 维系 统 实际 上 不 存在 自发 磁化 . 这 与 $27 中 指出 的 二 维 玻 色 液 体 (以 
№8 ВЕ $ 137 中 的 二 维 唱 体 ) 的 情形 相 类 似 . 系统 的 能 量 不 依赖 于 磁 矩 的 方 
癌 , 寻 致 其 表达 式 中 只 含有 矢量 M 的 导数 ;结果 也 导致 使 磁化 破坏 的 涨 落 发 散 
(二 维 情况 ). 考虑 与 M 的 方向 有 关 的 相对 论 性 相互 作用 ,就 可 以 使 涨 落 得 到 稳 
定 并 使 二 维 铁 磁体 的 存在 成 为 可 能 . 


>J 题 


1. 计算 温度 了 <<e(0) 时 热力 学 量 的 自 旋 波 量子 部 分 
解 : 重 要 的 情形 是 :具有 小 准 动量 上 ,在 能 隙 为 最 小 的 方向 上 , 即 在 09=0 和 和 
8=T 的 附近 传播 的 自 旋 波 量子 ;这 两 个 0 值 给 出 同样 的 贡献 . 例如 ,在 小 角度 0 


Ф 为 避免 误会 ,我 们 指出 ,不 可 用 此 法 定义 基态 能 量 的 修正 ,因为 没 对 名 取 微 商 而 利用 自 旋 波 量子 
的 长 波 能 谱 表达 式 时 ,对 = - г.в М ЖК. 
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时 ,对 所 要 求 的 精度 ,有 

=(Е) =2BKM + Al? + 4mBMO. 
Je P Тай fk A =28Ма, Т“ 9 Bš НИНА À =28Ma,. 在 我 
们 所 讨论 的 温度 时 自 旋 波 量子 的 分 布 可 认为 是 玻 尔 兹 曼 分 布 ( 即 在 被 积 式 的 分 
母 中 忽略 1) ,并 处 处 以 Be(0) 替 换 指 数 函 数 前 的 因子 e(k). 把 对 大 和 6 的 积分 
扩展 到 o ,结果 得 到 





КТ” 2BKM 

Етра т) 
СЯ mag 
М, = VKM 


在 计算 热 容 量 时 只 需 对 指数 函数 因子 微 商 ; 
С... =2BKMT™ E... 
2. Ж Š >> 4=xwM,T >> BÓ 条 件 下 , 试 确定 磁化 强度 与 外 场 的 关系 . 
解 :在 所 给 的 条 件 下 ， Сети 并 将 (Е) 5 Ж. (70.11) £ Á. ж 
商 (71.4) 式 ,得 
эм s= рала Ы 
ЕСТ и 
НИИ 





1 dk КАК 
В | 二 (ak 'M, + $)” 
( 取 @=const;M 取 MM 在 名 =0 时 的 值 ), 最 终 得 到 
9М т 
99 8т(аМ,)°? 9!" 
于 是 ,在 所 研究 的 条 件 下 M - M, < Š '2. 
3. 试 确定 于 T=0 时 ,在 弱 磁 场 中 ,磁化 强度 对 外 场 的 关系 ， 
解 :把 (71.10) 式 的 e(k) 代 入 (71. 11 ) 式 ,再 将 积分 式 (71. 11) © 微 商 ， 
得 到 


ам _ 4™ BMosin’0 4% 
3 名 ` [ (wM, д? +4TMsin20 + Š)( aM, К’ + $)?” (2T) 


在 名 一 0 时 ,对 dk 的 积分 在 小 情况 下 是 对 数 发 散 的 . 因此 ,如 只 局 限于 对 数 的 
精确 性 ,可 以 在 分 母 的 第 一 个 因 式 中 取 避 =0, 名 =0, 而 在 第 二 个 因 式 中 取 Š =0, 
但 同时 ,在 及 ~ лам 时 从 下 面 并 在 及 ~4m/a НА ЕЖ ЖЯ. Р 
得 

ЭМ В) at 

ә$ 32VTMia Š 
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注意 ,(71.10) 式 中 忽略 了 天 . 在 Š << KM 时 在 对 数 中 用 天 Mo 替代 Š. 
4. 在 交换 近似 中 试 确 定 在 r>>a 距 离 上 磁化 强度 涨 落 的 空间 关联 函数 ， 
解 : 算 符 m, 3 记 , 满 足 (70.6) 式 的 对 易 规 则 ,它们 通过 自 旋 波 量子 漂 没 和 产 
生 算 符 可 表 为 (在 醉 定 证 绘 景 中 ) 
m. (r) = (ВМ/У) У (te  +áze i), 
т, (г) О (ae "-@е“`”). 
借助 这 些 算 符 我 们 计算 关联 函数 
pa (r) = (ñ,(r,)ñ,(r,) +m, (г) т, (г,)), r=7 - r, 


(Рё, ОЖ x,y 值 ). 考虑 到 不 为 零 的 对 角 和 矩阵 元 ,只 有 乘积 (6&i а,) = nk 和 
(2,06) = n, +1( 其 中 ni 是 自 旋 波 量子 态 的 Сети Рв 


Ф (г) = 5, (28и (ns +- >) =" в 


被 积 式 直接 给 出 关联 函数 的 傅 里 时 分 量 . 式 中 的 常数 项 可 以 略 去 :因为 在 py(r) 
里 与 它 对 应 的 是 5 函数 项 ,而 整个 的 研究 只 是 对 于 r>4a 的 距离 .于 是 
pa(k) =28ВМпт, 6 =28M[ е7 _ 1] 6 ， 
在 经 典 极 限 情 形 ,se << 了 ,得 到 
e, (k) =ë, T/2eak. 
在 立方 铁 磁 体 中 а = const, 于 是 
Pal(r) =6,Т/4таг, г>> (ВМа/Т)'”. 


$72 自 旋 哈密 顿 量 


为 了 得 到 准 动量 在 整个 变 域内 (不 仅仅 在 长 波 极 限 内 ) 自 旋 波 量子 的 色散 
律 , 自 然 需要 利用 铁 磁体 微观 结构 更 细致 的 概念 . 

我 们 所 研究 的 电介质 :是 由 轨道 角 动 量 等 于 零 而 自 旋 S 不 为 零 的 原子 所 组 
成 的 .如果 我 们 不 涉及 与 原子 电子 壳 层 的 激发 有 关 的 高 激发 态 , 则 可 以 将 系统 
的 哈密 顿 量 按 基态 原子 的 电子 轨道 参量 求 平均 (此 时 ,原子 核 固定 在 格 点 上 ). 
结果 我 们 得 到 只 含 原子 总 自 旋 算 符 的 系统 的 自 旋 哈密 顿 量 .@ 

如 果 只 考虑 与 自 旋 相对 取向 有 关 的 交换 相互 作用 ,那么 哈密 顿 量 中 原子 自 
旋 矢量 算 符 只 会 以 标量 结 аач аы 


Н. о СЕ Ј,„$ n Ве J,, =J(r,-r,) (72.1) 





Ф ”这 与 描写 能 级 精细 结构 的 单 原子 哈密 顿 量 的 构造 相 类 似 , 可 对 比 第 三 卷 $ 72. 
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所 描述 的 系统 ,有 重要 的 方法 论 意义 ,其 中 求 和 遍及 所 有 的 原子 ; “矢量” 下 标 
(整数 分 量 )m 和 nn 是 格 点 的 编号 ;r, 是 格 点 的 径 和 撩 . 数 人 .。 称 为 交换 积分 (对 比 
第 三 卷 $62 的 习题 )@， 在 对 m 和 n 独立 求 和 时 ,在 (72. 1) 式 的 求 和 中 每 对 原 
子 出 现 两 次 ,而 且 ,当然 J] = J,,. 

在 (72.1) 式 中 假定 晶 格 的 所 有 磁性 原子 都 是 相同 的 (每 个 原 胞 有 一 个 原 
” 子 ). 作为 这 个 哈密 顿 量 基础 的 基本 假设 ,认为 晶 格 中 的 原子 相 曙 足 够 远 .交换 
积分 决定 于 两 个 原子 波 函 数 的 “ 重 又 ”" ,而 且 随 原子 间距 的 增 大 而 很 快 地 ( 指数 
地 ) 减 小 ， 因 此 对 于 原子 间距 较 大 的 系统 ,相互 作用 可 以 认为 是 成 对 的 ,因此 在 
(72. 1) 式 中 不 存在 多 于 两 个 原子 的 自 旋 算 符 的 乘积 项 ， 可 以 同样 精确 地 认为 ， 
两 个 原子 间 的 交换 相互 作用 每 次 只 由 一 对 电子 (每 个 电子 各 属 一 个 原子 ) 来 实 
现 . 于 是 相互 作用 算 符 将 以 电子 自 旋 算 符 的 双 线 性 形式 构成 ,而 对 原子 状态 平 
均 之 后 就 成 为 原子 自 旋 的 双 线 性 形式 了 (C. Herring,1966)@. 

如 果 交 换 积 分 J。, >0, 哈 密 顿 量 (72. 1) 所 描述 的 系统 就 是 铁 磁 体 ， 我 们 来 
确定 这 样 系统 的 基态 能 量 . 这 时 设想 还 存在 外 磁场 名 ,给 (72. 1) 式 附加 算 符 


V= -28% У S$, (72.2) 


(z 轴 沿 外 场 方 向 ). ЕАН Ле А, V sJ x? 5 
的 ;因此 系统 的 状态 可 以 按 这 个 量 的 本 征 值 进行 分 类 ， 

在 铁 磁 情 形 ,与 基态 对 应 的 是 总 自 旋 投 影 的 最 大 可 能 值 , 它 等 于 NS ,其 中 必 
是 系统 的 原子 数 (自然 ,这 与 有 无 外 场 无 关 . 外 场 只 标 出 选 作 z 轴 的 方向 ). 令 
如 是 基态 归 一 化 的 自 旋 波 函数 . 

如 果 每 个 原子 自 旋 投 影 都 取 本 身 的 最 大 值 8, 总 自 旋 投影 才能 达到 最 大 值 


№. 因此 xx。 同时 就 是 每 个 算 符 S,. 的 本 征 函 数 : 


^ 


5,Хо = 50 (72.3) 
我 们 引入 下 边 所 需要 的 算 符 5, =S. + 这 , ,它们 满足 对 易 关 系 
S.S. -S S =-29，86 -S. Š = +Š. (72.4) 


(参阅 第 三 卷 (26. 12) 式 ). 它们 的 矩阵 元 是 


(5.15.15, -1) =(5,-11$_18,) = /(S+S)(S-S,+1) (72.5) 
[参阅 第 三 着 (27. 12) 式 ] ; 算 符 5, 使 分 量 S, 值 增加 1, 而 $_ 使 之 减少 1， 接着 我 


Ф 用 自 旋 哈密 顿 量 描写 交换 相互 作用 是 狄 拉克 引进 的 (P. А. М. Dirac,1929)， 哈密 顿 量 (72. 1) 式 
ЕЛ, - +. (].Н. van Vleck ,1931) 引 进 的 ; 它 通常 称 为 海 森 伯 哈 密 顿 量 ,这 是 因为 与 此 对 应 的 铁 磁 体 模 
型 首先 是 海 森 伯 研究 的 . 

四 在 此 条 件 下 ,(72.1) 式 的 求 和 当然 应 该 只 对 相 邻 原子 对 进行 ,但 是 这 不 能 简化 公式 的 书写 ， 因 
此 ,不 必 明 显 计 及 这 些 条 件 . 
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Я = -> > J (3S .5 +Š. S...) -28% > 5. (72.6) 
其 中 利用 了 对 称 性 ,= J 以 及 不 同 原子 的 算 符 的 可 对 易 性 . 


由 于 算 符 $. ,只 有 使 S., 数 增加 的 跃迁 矩阵 元 ,因而 对 于 8. 数 的 最 大 值 的 态 
有 


A 


5, + Хо =0 (72.7) 
[也 可 从 矩阵 元 的 显 式 (72, 5) 83]. 因此 把 哈密 顿 量 算 符 (72.6) 作 用 于 波 


| ña = | -7 У, 1..s' -289Ns |, 
花 括号 中 的 表达 式 就 是 基态 能 量 E... 用 对 普 和 对 9 =n - m 的 求 和 代 蔡 对 m 和 
n 的 求 和 ,最 终 写 出 ,的 形式 为 | 
я - м9 У 2, -28570, | (72.8) 
系统 在 这 个 状态 的 总 磁 矩 是 2BSN. 
依 总 自 旋 投影 减少 的 顺序 ,系统 的 下 一 个 状态 对 应 于 该 投影 的 NS – 1 值 ; 
它 相 当 于 激发 一 个 磁 矩 为 -28 的 自 旋 波 量子 . 总 自 旋 投影 的 这 个 值 是 波 函 数 
(25) '2Š –у, (72.9) 
的 状态 所 拥有 的 . 算 符 5, 作用 在 此 状态 上 ,使 一 个 原子 自 旋 投影 减少 10. 但 
是 ,这 个 函数 并 非 系统 哈密 顿 量 的 本 征 函 数 ; 在 这 一 函数 中 还 没有 考虑 唱 格 的 平 
移 对 称 性 . 哈密 顿 量 的 本 征 函 数 应 该 是 所 有 序号 n 的 函数 (72. 9 ) ВАЕ. 
与 我 们 在 $ 55 对 周期 场 中 电子 的 布 洛 赫 函 数 所 进行 的 讨论 同样 ,为 了 正确 考虑 
平移 对 称 性 ,这 个 线性 倒 加 的 形式 应 该 是 
Хь = (2NS) 7 У ет", х, (72.10) 
(N “是 归 一 化 因子 )、 常 矢量 天正 是 自 旋 波 量子 的 准 动量 . | 
自 旋 波 量 子 的 能 量 e(K) 是 系统 的 激发 态 与 基态 的 能 量 之 差 E, - E,. 因此 
(Н- E,)x, =e(k)xx 


@ 注意 到 (5。 -Х№) * (Š, -Хо) =Xo 54.5, -ж = (818,,8,. 19) = 《SIS,, 18-1748 -115, 15) 
=25 ,就 容易 验算 函数 (72.9) 的 归 一 化 系数 . 
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将 表达 式 (72.10) 代 入 这 一 等 式 的 左 方 ,然后 以 成 ,代替 Ew ,我 们 得 到 


e(k)x, =(2NS) `` е*'"(И$,_-5, Нд. (72.11) 


把 五 写成 (72.6) 式 的 形式 ,并 利用 对 易 规 则 (72. 4) ,不 难 计 算出 这 一 式 中 的 对 
易 子 . 再 一 次 考虑 人 ,的 对 称 性 ,我们 算出 


HS,. -5,.Н= У L.(S,S,. -5.3S。) +2898, _. (72. 12) 


最 后 ,把 上 式 代 入 (72. 11) 式 ,注意 (72.3) 式 并 重新 加 到 对 g = n — m 的 求 和 ,我 
们 获得 | 
s(k)x, = [5 У Л - et") +289 |x 


化 括号 中 的 式 子 就 是 所 求 的 自 旋 波 量子 能 量 , 由 于 求 和 号 内 表达 式 的 虚 部 是 г, 
ВЛА, ,所 以 求 和 时 它 变 为 零 ,因此 最 终 得 到 


e(k) =S У J,(1 - cos k ° r.) +28% (72.13) 


(Е. Bloch ,1930). 
在 哈密 顿 量 (72. 1) 所 描述 的 系统 中 ,这 一 公式 给 出 自 旋 波 量子 精确 的 色散 
律 . 自然 地 ,在 小 天 的 极限 情况 下 它 变 为 平方 定律 


i | 
=(®) = Ski, > JX.Xa +289 (72.14) 
q 


所 研究 系统 的 居 里 点 T. ~J, 因 此 当 温 度 了 7>>J 了 时 系统 必然 成 为 顺 磁 体 ， 在 
这 样 的 温度 时 ,在 一 级 近似 下 完全 可 以 忽略 原子 间 的 相互 作用 . 在 这 样 近似 下 
系统 的 磁化 率 将 与 原子 自 旋 为 5 的 理想 气体 的 磁化 率 一 致 , 并 以 公式 


_ N 48°8(5 +1) 
V 


ЗТ (72.15) 


表达 (参阅 第 五 卷 $ 52) ;这 是 单位 体积 的 磁化 率 . 这 个 表达 式 是 函数 yx(7) 按 
ИТ 的 笑 展 开 的 第 一 项 ,展开 式 的 其 余 诸 项 已 经 与 原子 的 相互 作用 有 关 ; 我 们 来 
确定 下 一 项 . 

零 场 中 的 磁化 率 由 名 一 0 时 的 微 商 y = 9М/ $ 定义 ,而 磁化 强度 是 以 自由 
能 的 微 商 计算 的 :YNM = -3F/3%. 为 了 求解 提出 的 问题 ,必须 算出 精确 到 177° 
项 的 上 自由 能 F 的 表达 式 . 

根据 公式 下 = -Tln Z, ri Z 是 配 分 函数 


2 -E/T __ Е, Е, Е, 
а Ы? Кетсе, 
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求 和 遍及 系统 的 所 有 能 级 上 中， 所 研究 系统 的 能 谱 中 能 级 的 总 数 是 有 限 的 ,并 且 
等 于 原子 自 旋 对 于 晶 格 取向 的 一 切 可 能 的 组 合 数 . 每 一 目 旋 有 2S + 1 个 不 同 的 
投影 ;因此 所 提 到 的 数 是 (25 +1)". 用 字母 上 方 的 横 线 表 示 简 单 的 算术 平均 值 ， 
我 们 改写 Z 如 下 

1 1 F°]. 


Z=(2s+D"[! - Е + 


У НИНЕ” = ТЕЙ"/(25 +1)". 依照 算 符 迹 的 已 知性 质 , 迹 可 以 由 波 函 数 的 
任意 完备 系 算出 ;假如 这 一 函数 系 对 应 于 原子 自 旋 取向 的 一 切 可 能 的 组 合 ， 于 
是 , 求 平 均 便 归结 为 每 一 自 旋 对 其 方向 的 独立 平均 ,这 时 E =0. 现在 2 的 对 数 再 
ШТИТ BO EE JF ,以 相同 的 精度 ,我 们 得 到 

1 — 


F = -NTIn(2S +1) 578 + (72.16) 


在 这 一 表达 式 中 我 们 感 兴趣 的 是 含 名 ?的 项 ,只 有 这 些 项 对 磁化 率 有 贡献 
панадна незаман етан 
- 289. у зт (289.1 了 21..055 055 


平均 值 








S.S, =S,S, =0, SL =S(S+1)⁄/3. 
于 是 


Е = - Z 6°М5(5 +1) -FP NS (S + 12 У Ja 
因此 ,最 后 得 到 磁化 率 
请 注意 , 方 括号 中 修正 项 的 符号 与 交换 积分 的 符号 有 关 . 
2] 题 


1. 以 哈密 顿 量 (72. 1 ) 描 述 系 统 , 在 温度 了 >>J 了 时, 试 计算 其 热 容 量 的 磁性 
部 分 . es | | 
Я. ИТИЖАЛ $ гр Ë (72.16) 6 - E2⁄2T 项 得 
出 ， 用 同样 的 方法 对 哈密 顿 量 (72. 1) 的 平方 求 平 均 ,得 到 
S2(S+1)2 N 
Е? 42У 1 5.5, S, пса з УЛ 


ти mi Mk 2 
470 


Ф 自由 能 下 一 步 的 计算 与 第 五 卷 $ 73 中 的 计算 相当 ,一 直 进 行 到 展开 式 的 下 一 项 . 
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(0255,5, =5(5+1)5./3). 结果 ,我 们 得 到 热 容量 
2 2 
0 了 970 


这 与 第 五 着 公式 (73.4) 相 对应. 
2. 忽略 自 旋 间 的 相互 作用 , 当 B 名 与 7 的 比值 任意 时 ,计算 顺 磁体 的 磁化 
强度 . 
解 : 配 分 函数 (对 磁场 中 的 一 个 自 旋 ) 
1 
š inh 28$ (5 += )/7| 
дво, \ "mh lp (s+ т] 
Да 027 А ( | sinh( B®/T) 
计算 其 自由 能 ,再 对 Š 取 微 商 , 我 们 得 到 磁化 强度 
Мл 91 7_2BN 1 280(5+1/2) 1 2$ 
Пи ео” у [05 +=) сов Т 2 oth | 
(L. Brillouin,1927). 在 В® << 了 时 ,这 个 表达 式 变 为 (72.15 ) 式 . 在 相反 的 极限 
Ве >> 了 时 ,磁化 强度 按 规律 


нЗ о-в 189) 
趋 于 额 面 值 . 
$73 自 旋 波 量 子 的 相互 作用 


目 旋 波 量子 相互 作用 对 铁 磁 体 热力 学 量 磁性 部 分 的 贡献 ,是 有 重要 的 方法 
论 意义 的 问题 . 我 们 记得 ,在 $71 中 的 计算 是 建立 在 无 相互 作用 自 旋 波 量子 的 
理想 气体 概念 之 上 的 . 现在 就 交换 的 自 旋 哈 密 顿 量 (72. 1) 所 描述 的 系统 来 研究 
这 一 问题 . 

考虑 到 贡献 只 来 自 于 小 比值 TAT. 的 最 低 阶 项 ,我 们 便 可 以 只 限于 自 旋 波 量 
子 的 成 对 相互 作用 . 这 就 是 说 ,必须 研究 系统 总 自 旋 投 影 等 于 NS -2 的 双 自 旋 
хет. 


与 此 投影 相对 应 的 波 函 数 是 
Хх. = [4S(2S-1)] '2ŠS 5, xo 
х..=(25) 718,8, м, тэп. (73.1) 


由 于 不 同 原子 的 自 旋 算 符 是 可 对 易 的 ,所 以 x =x,= O ,容易 证 实 函 数 (73. 1) E: 
ШЖ =1 归 一 化 的 ,用 验证 (72.9) 式 归 一 化 的 同样 方式 展开 乘积 ,就 可 


Ф ”如果 自 旋 5=1/2, 则 以 同一 个 算 符 S, 两 次 作用 于 基态 波 函 数 x。 上 ,使 其 变 为 零 ， 于 是 ,在 这 种 
НЯ РО “НВ” Си =0. 
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做 到 这 一 点 . Fj nj ДЕЗ ЛХ А] PS 22 xm 是 相互 正 交 的 . 
44% (73.1) ЖАТАТ ЖЕН. 系统 的 双 目 旋 波 量子 定 态 波 画 
数 应 该 是 Xx 的 某 种 线性 合 加 ,我 们 写 出 这 一 波 函 数 为 


> >= 2: б + > Ч „п пя - (73.2) 


(НЗ хх, Е] — 4 РЖ, са =). ЖЖ Нан 
象 中 的 波 函 数 , 表 象 的 独立 变量 是 晶 格 中 原子 的 序号 . (73. 2) 式 的 第 一 个 求 和 
式 中 引进 因子 1/Y2 是 为 了 使 模 平方 lx1* 等 于 1y,, 1 ,在 后 者 的 求 和 中 不 同 的 
ym 只 出 现 一 次 . | 

与 建立 单 自 旋 波 量子 定 态 波 函 数 的 方程 (72. 11) 的 方法 一 样 ,我 们 可 以 得 
到 函数 (73.2) 式 应 该 满足 的 类 似 的 方程 


тя а Ó 
EX = 22 32 <(Н,5,.5,. Wo + 





ТАИ РА м 
Ш 2 25025 {ESS Wo (73.3) 


此 处 的 E = E -Eo 是 两 个 相互 作用 的 自 旋 波 量子 的 能 量 ( 括 号 1… | 是 对 易 子 ). 
将 方程 (73. 3) 右 方 的 各 对 易 子 展开 . 为 此 我 们 指出 : 


{8H,S,_$,_}={H,S, YS +Š 10,5, 3, 
并 利用 对 易 子玉 ,S| 的 表达 式 (72. 12) ,然后 考虑 到 对 易 规 则 (72. 4) ,把 算 符 
$. 移 到 最 右边 的 位 置 上 ,在 这 里 $. 作 用 在 函数 Xx。 上 ,并 将 其 乘 以 S. 结果 得 到 
{Н,5._ 5, № = S > 08 -Š )S + 


+1.(5,. = S，)S。 Жо +5 > 1.5, Š, -Хо Б 


-JS。5， -Хо +48%5,.5, _xo- (73.4) 
为 了 简化 公式 的 书写 ,未 写 出 求 和 角 标 的 上 下 限 , 求 和 按 全 部 1 值 进行 ,然而 “对 
角 ” 的 J, =0. 
以 后 的 计算 步骤 是 把 (73. 4) 式 代入 (73. 3 ) 式 ， 并 使 等 式 两 边 相同 函数 
的 系数 相等 ,计算 虽然 十 分 繁杂 ,但 却 是 初等 的 . 结果 得 出 yn 的 下 区 方程 组 : 


(2JS – ©) nn =5 > СЛУ + Л...) + Ли ль Б 


_ As LA + ,a ) +2ó,, > Jay | 9 (73.5) 


кез (8551). 


其 中 


- 286 . | 第 七 章 磁 性 


再 引进 记号 J 代表 求 和 式 多 ju, 而 后 者 显然 与 下 标 寺 无 关 @， 


我 们 把 这 个 方程 从 坐标 表象 (独立 变量 是 原子 的 坐标 六 ,mr ) 变 到 动量 表 


象 , 即 取 


We (73.6) 
k 


矢量 K 代表 两 个 自 旋 波 量子 的 合 准 动量 ,而 大 是 它们 相对 运动 的 准 动量 ; 求 和 
是 按 体积 ЛСМ 为 唱 格 原子 数 ,v 为 晶 格 原 胞 的 体积 ) 的 晶 格 所 允许 的 N 个 离散 
А КЖ. 和 ,一 起 ,同样 也 应 将 下 列 交换 积分 表 成 储 里 叶 级 数 形 式 ， 


1 ik. (Р -г — ik * (ro-r 
Ты. = 2 e ("= (К), КЕ) = У Је" 97") (73.7) 


[因为 Js = Л „ВИА В) = J( - k) ]. | 
略 去 简单 的 中 间 计 算 ,我 们 直接 引出 方程 (73. 5) 变换 的 最 终结 果 


[2 (5. +*) += (5-2) -в] (к, + 


+ {UCK,k,k') YK, к Эз 





=0, (73.8) 


其 中 
NU(K,k,k') =, [1(5. +k] +J[ -#) tJ (+e) + 


+ (二 -大 | -kk) +7067) 1. (73.9) 


而 e(K) 是 由 公式 (72. Е ;用 对 一 个 倒 格 胞 的 积 
分 来 代替 对 大 的 求 和 ， 

这 样 一 来 ,关于 系统 的 双 自 旋 波 量子 态 的 精确 求解 问题 [在 哈密 顿 量 
(72. 1) 的 范围 内 ] 便 归结 为 :求解 一 个 完全 类 似 于 动量 表象 中 双 粒 子 系统 薛 定 
读 方 程 [ 参阅 第 三 卷 (130.4) ] 的 方程 . 这 时 ,函数 ae(k) 相当 于 粒子 的 动能 ,而 
积分 方程 的 核 VU(K, 衣 ,k') 相当 于 相互 作用 能 为 U 的 ,从 动量 上 ,k, 态 跃迁 ( 散 
射 ) 到 动量 为 ki ,天 态 时 的 矩阵 元 ,其 中 

| k, = +k, k, ЕЕК, k: = 
在 这 一 意义 上 ,最 好 将 U(,k,k') 写 成 形式 
NU( Kk: ,ks sk ,ks) =A;[J(k,) +J(k,) + (Е) +J(k;)] - 


Ф 354 %。 都 是 任意 的 时 候 , 对 于 自 旋 S=1⁄2 这 些 方程 也 是 正确 的 . 注意 到 ,在 5 = 1⁄2 时 所 有 
“对 角 的 ” 量 沙 .完全 要 从 m 关 的 方程 中 消失 . 在 这 种 情况 下 ,应 该 简单 地 认为 不 存在 m = n 的 方程 . 
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-Fk Kk) +J(k, ~k’)]. (73.10) 


一 般 情况 下 ,方程 (73. 8 一 73.9) 很 复杂 . 我 们 只 在 假定 S>> 1 时 计算 热力 
学 量 的 修正 . 这 一 情况 之 所 以 简单 ,是 由 于 自 旋 波 量子 能 量 e(k) 正 比 于 5, 而 它 
们 的 相互 作用 U 却 与 5 无 关 [ 在 S >>1 时 ,(73.9) 中 的 系数 4s~1/4]. Ik, U 
可 以 看 成 微 扰 . 这 时 ,来 自 自 旋 波 量子 相互 作用 而 对 热力 学 势 O 的 修正 О 
单 地 由 ОМАНА. 取 “ 对 角 和 矩阵 元 ” 


U(k,,k,;k, ,k,) МЛ) +J(k,) Jk №.) -J(0)], (73.11) 


我 们 就 可 以 对 给 定 准 动量 的 自 旋 波 量子 态 进 行 平均 .然后 ,用 如 下 的 积分 来 对 
自 旋 波 量子 的 平衡 分 布 进行 统计 平均 


0: = J n(k,)n(k,)U(kR,,k,;k, ,k,) 


其 中 n(k) = [ехр(&(Е)/Т) -1] "!' 是 玻 色 分 布 函数 . 
在 低温 时 ,积分 定义 于 小 动量 上 ,k; 的 区 域 ,与 此 相应 ,应 该 把 所 有 的 =(K) 
和 ЛОК) КЕ КОВО ЕЕ. 于 是 ,se () 便 由 平方 形 表 达 式 (72. 14) 给 出 ， 由 于 
J(K) 是 大 的 偶 函 数 , 所 以 它 展开 的 头 几 项 也 是 平方 型 : 
J(k)=J(0) +askik,, 


1 
于 是 U(k,,k,;k, ,k,) = У ба ива. 


但 是 ,把 这 个 对 于 ,和 ,是 奇 函 数 的 式 子 代入 (73. 12) BF , НЗ К, Я К, У 
向 求 平均 ,其 积分 值 等 于 零 . 

因此 ,在 展开 J(k) 时 必须 考虑 四 次 项 , 结果 在 积分 (73. 12) 中 函数 
U( ki ,ks з, „К, ) 便 是 四 次 寒 的 形式 ,并 且 这 个 对 于 k, 和 对 于 ,都 是 平方 的 形式 
带 给 积分 的 贡献 不 等 于 零 . 由 于 积分 迅速 收敛 ,所 以 可 将 它 扩展 到 整个 下 空间 ， 
作 变 换 k БТ ,就 可 确立 Q, 55 T f Š 的 关系 为 


Vd kd k, 


nm) (73.12) 


О. =-VT'/(6/T). . (73.13) 
+В 0) жу’(о) же. 由 此 得 到 磁化 强度 的 修正 项 
1 90 4 
i ss s = const • Т“. (73.14) 


"у 9$ ls 
对 于 热 容量 的 修正 也 遵从 同样 的 规律 进行 0. 
我 们 看 到 , 自 旋 波 量子 的 相互 作用 只 在 T/T. 的 高 级 近似 中 才 对 热力 学 量 有 


Ф 这 些 结果 ( 任 意 自 旋 的 普遍 情况 ) 是 戴 森 (F. Dyson,1956) 首先 得 到 的 . 在 叙述 方程 (73. 5) 的 扒 
导 时 ,我 们 大 体 上 遵循 R.J. Boyd ‚1. Callaway( 1965) 的 工作 . | 
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ФЕ. 我 们 记得 ,磁化 强度 及 热 容量 的 磁性 部 分 的 主要 项 都 遵守 下 ”的 规律 . 在 
这 些 项 以 及 与 O, 有关 的 修正 项 中 还 有 正比 于 了 “和 了 ”的 项 ,这 些 项 产生 于 自 
旋 波 量子 能 量 =(K) 按 大 寡 展 开 的 后 续 项 ， 

利用 得 到 的 方程 还 可 研究 两 个 自 旋 波 量子 的 束缚 态 问题 . 这 些 态 是 以 方程 
(73. 8) 的 离散 (在 给 定 天 时 ) 本 征 值 的 形式 出 现 的 . 这 些 本 征 值 8(K) 作 为 变量 
K 的 函数 ,有力 是 系统 中 新 的 元 激发 分 支 , 但 是 研究 表明 ,只 在 下 值 充分 大 时 这 些 
态 才能 存在 ;因此 在 低温 时 ,这 些 态 无 论 如 何不 会 影响 铁 磁 体 的 热力 学 量 由 . 


习 题 


E S >>1, 试 求 立 方 晶 格 的 磁化 强度 和 热 容量 中 与 自 旋 波 量子 相互 作用 有 
关 的 修正 项 . 在 这 种 品格 中 只 对 相 邻 ( 沿 立 方 卓 轴 ) 一 对 原子 的 交换 积分 才 不 
- 解 : 每 个 原子 有 六 个 最 邻近 的 原子 . 按 定 义 (73.7) 得 到 
J(k) =2J,( созЁ,а + созк a + cosk.a), 
其 中 是 一 对 邻近 原子 的 交换 积分 ,而 a Z 3 2 ЊК. 在 小 天 时 


4 
Л) е [2-а +y + +) |, 


由 此 a J 
U(Kk, ‚К, ;Kk, ,K,) == yy 


(Kk, 和 ,的 坷 次 项 已 合 去 )， 自 旋 波 量子 的 能 量 [根据 (72.14) 式 ] 为 
e(k) =8Ја ° +289 
(72. 12) 式 的 积分 计算 导致 以 下 的 结果 : 
| _3т2(3/2)2(5/2) (7). 
25? 4197, 


А „ч М | T x“ 
e S 和 





(kil, + kila, + kisk2,) 


M, 
M 





(¿ k + ж). 
$74 反 铁 磁体 中 的 自 旋 波 量子 


反 铁 磁体 的 特点 是 唱 格 每 个 原 胞 里 所 有 电子 的 磁 矩 相互 抵消 (处 在 无 磁场 
的 平衡 态 ). 严格 说 来 , 磁 矩 密度 是 按 原 胞 的 整个 体积 分 布 的 . 但 在 反 铁 磁体 电 
介质 的 晶体 中 可 以 相当 精确 地 认为 磁 矩 密度 实际 上 是 集中 在 单个 原子 上 ,以 致 


Ф 20 М. Молів, Phys. Rev, 132. 85(1963)， 所 谈 的 是 三 维 唱 格 问题 对 于 二 维和 一 维 情况 在 任何 
k 时 都 存在 自 旋 波 量子 的 束缚 态 . 
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可 以 用 一 定 的 磁 矩 来 描述 每 一 个 原子 . 这 些 磁 矩 在 所 有 的 原 胞 里 周期 性 地 重 
复 ,造成 反 铁 磁体 的 磁性 亚 晶 格 (magnetic sub - lattice ). 

各 种 反 铁 磁体 在 结构 上 很 不 一 样 ， 关于 其 磁 能 谱 问题 我 们 可 以 研究 一 个 典 
型 例子 ,在 每 个 原 胞 的 等 价 点 上 ( 即 对 晶体 的 结晶 对 称 性 做 任何 变换 时 彼此 可 
以 互 换 的 点 上 ) 有 两 个 磁性 原子 . 这 些 亚 晶 格 的 原子 形成 磁 矩 的 平均 密度 ,它们 
分 别 用 М, 和 M., 表 示 , 再 引入 两 个 矢量 

М=М, +М,, Г=М, -М.. (74.1) 

在 反 铁 磁体 基态 М =0,Г20, ШУРА М 50,1. =0， 我 们 着 重 指出 两 
者 在 基态 的 重要 区 别 . 在 交换 近似 中 , 铁 磁体 处 于 基态 时 所 有 磁性 原子 的 自 旋 
投影 具有 确定 (的 最 大 可 能 ) 值 5S, =5, 它 对 应 于 磁化 强度 M 的 额 面值 . 反 铁 磁 
体 在 基态 时 ,显然 亚 晶 格 的 磁化 强度 不 可 能 有 自己 的 额 面值 ,因为 每 个 亚 唱 格 的 
自 旋 投 影 之 和 不 是 守恒 量 (甚至 在 交换 近似 中 也 是 如 此 ) ,因此 在 定 态 它 没有 确 
定 值 . 甚至 各 个 原子 的 自 旋 投影 也 没有 确定 值 . 

可 以 类 似 8 69 中 对 铁 磁 体 那样 来 建立 矢量 工 和 M 的 宏观 “运动 方程 ”的 形 
式 , 用 以 描述 工 ,M 的 长 波 振动 . 磁 矩 密度 M 与 铁 磁 情形 有 同样 的 方程 (69. 1) : 


— = УК, (74.2) 
此 时 力矩 由 公式 (69.2) 来 确定 . 
如 有 果 考 虑 到 人 存在 角 动 量 hS = M/y ,一 般 说 来 ,就 表明 系统 一 一 这 里 是 自 旋 


系统 在 旋转 , 便 可 得 出 工 的 方程 . 根据 第 五 卷 热力 学 公式 (26. 8) ,此 旋转 的 角 
速度 可 由 自由 能 对 此 角 动 量 的 微 商 定 出 : 


n= (а), 
此 公式 显然 可 以 推广 到 空间 有 微弱 非 均匀 的 情况 : 
aF = [081 . ѕау= 2. Го . мау. (74.3) 
Г, 随时 间 的 变化 就 是 具有 角速度 O 的 旋转 ,描述 此 旋转 的 方程 为 
-0 x L. (74.4) 


现在 来 定义 力矩 K， 当 系统 转动 无 穷 小 角 8g, 两 个 矢量 上 和 M 都 要 变化 : 
8L=8pxL, 5M=8pxM. 


变 分 自由 能 下 并 与 确定 的 公式 (69.2) 进 行 对 比 ,得 
| K=LxH,-—M xQ, (74.5) 


根据 
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8F = - јн, ‚ 54У, (74.6) 


并 利用 对 M 变 分 的 公式 (74. 3) ,在 式 (74. 5) 中 引入 有 效 场 HH,, 它 与 反 铁 磁 矢 
量 工 相 对 应 . 
结果 得 出 M 方程 如 下 


22 =yL x H, + (2 x M. (74.7) 


这 里 我 们 指出 方程 (74.4) 和 (74.7) 的 一 些 普遍 性 质 ， 不 难 验证 此 二 方程 描述 
的 运动 是 无 能 耗 的 , 事实 .上 ,能 耗 等 于 


T= (2) = [uav Јо 50и 


此 方程 根据 (74.4) 和 (74.7) 而 变 为 零 其 次 ,由 方程 (74.4) 显 然 得 出 2 = 0， 
这 是 必然 的 ,因为 矢量 工 的 长 度 不 变 .最 后 ,用 M 乘 (74.4) 式 、 用 工 乘 (74.7) 


式 后 再 相 加 ,得 出 于 和 -0 El M 和 世相 互 垂 直 . 


为 了 确定 有 效 场 H, 和 角速度 Q ,需要 建立 晶体 自由 能 的 形式 .在 交换 近似 
中 ,对 于 所 有 磁 矩 ( 因而 矢量 志和 M) 相对 于 唱 格 同时 转动 , 自由 能 应 该 保持 不 
变 ， 原 胞 内 两 磁性 原子 位 置 除 具 有 结晶 学 等 价 性 的 假定 之 外 ,由 此 也 能 得 出 对 
于 交换 М 和 1, , 即 对 于 元 -区 ,M_M 的 变换 ,需要 有 一 个 不 变性 .由 于 自由 
能 的 不 变性 ЕНЕ Н,» - H, ,Q— 0 的 变换 . 

重要 的 是 :在 所 研究 的 长 波 极限 , 磁 矩 М 是 一 个 小 量 . 这 一 点 是 清楚 的 ,因为 假 
如 矢量 元 在 空间 便 定 ,在 交换 情况 下 任何 磁 矩 当然 都 不 会 产生 ， 因 而 ,我 们 应 该 计 及 
的 项 不 超过 M 的 二 次 项 以 及 工 的 一 阶 微 商 项 . 满足 所 提 条 件 的 表达 式 有 如 下 形式 ; 
式 中 系数 a 为 正 , 这 对 应 于 平衡 时 应 有 М =0. 在 (74.8) 式 中 归 为 分 部 积分 的 项 
可 以 全 部 略 去 的 二 次 方 项 可 以 不 必 计 及 ,因为 这 些 项 显然 比 M J. 

对 积分 式 (74.8) 进 行 变 分 (并 完成 分 部 积分 ) ,得 出 
0 = уаМ. (74.9) 


最 后 应 该 指出 , 磁 矩 方程 (74.7) 可 改写 成 连续 性 方程 (69. 11) 的 形式 . 现 
在 , 磁 矩 流 密度 张 量 的 形式 如 下 


Г. 
П, = Ус; (1 К 


$74 反 铁 磁体 中 的 自 旋 波 量子 。291 · 


当然 没有 连续 性 方程 的 形式 ,因为 “ 反 铁 磁 矩 ”| Ldv 不 守恒 . 


现在 来 研究 磁 矩 的 微 振动 , 为 此 设 
L =L, +I Е +1, М =m, 
这 里 1 和 т ЕЛЕ, и 是 矢量 L, 平 衡 方 向 的 单位 矢 ， 运动 方程 (74. 4) 和 
(74.7) 线 性 化 之 后 具有 如 下 形式 
а 1.0 ху, SF =yL x H,. (74. 10) 
这 里 考虑 了 方程 (74.7) 右 侧 第 二 项 恒 等 于 零 . 2 和 H, 是 微小 变量 构成 的 线性 
量 , 因 此 简单 地 将 L,M 改 成 1,m 是 合理 的 . 
对 于 单 色 平 面 自 旋 波 ,运动 方程 (74. 10) 给 出 
-iwl=yLam x y (74.11) 
一 iom =yLoa(n)k lxy, | 
式 中 如 $ 69 仍 取 a(n) =а.пп,. n 为 k 方 向 的 单位 和 撩 ， 这 里 取 第 一 方程 与 z 的 
天 积 ,得 出 
yLjam = iwl xv, (74.12) 
我 们 见 到 ,在 所 研究 的 长 波 情况 ,矢量 т 却 比 1 小 . 将 此 表达 式 代入 第 二 方程 ， 
立即 得 到 下 述 的 自 旋 波 色散 律 : f 
о =yL;k[aa(n)] 一 (74.13) 
于 是 , 反 铁 磁体 内 的 自 旋 波 频率 ,因而 自 旋 波 量子 的 能 量 = ho 在 交换 近似 中 
正比 于 % 而 不 似 铁 磁 体内 正比 于 kD. 方程 (74. 11) 建立 了 7 和 产 间 的 单 值 联 
Ж. НІЗ Т и 的 平面 上 的 两 个 分 量 仍 是 任意 的 . 这 表明 自 旋 波 有 两 个 独立 
的 极 化 方向 . | 
从 方程 (74. 12—74. 13) В т ~k(a/a)“1<<l， 上面 已 用 过 相对 小 的 m - 
为 计 及 磁 的 各 向 异性 ,需要 对 晶体 对 称 性 提出 更 加 具体 的 假设 . 我 们 认为 晶体 
是 单 轴 对 称 的 ,而 且 工 ,的 平衡 方向 与 对 称 轴 重 合 @. 将 此 方向 选 为 z 轴 . 
由 于 和 天 量 m 较 小 ,只 顾及 与 矢量 上 有关 的 各 向 异性 就 足够 了 ， 与 铁 磁 体 不 
同 ,这 里 可 以 略 去 在 振动 时 所 产生 的 磁场 . | 
在 所 做 的 各 假设 情况 下 ,各 向 异性 能 密度 О, =КР/2,НК>0. 这 导致 有 效 
场 及 ,增加 一 附加 项 - KI, 对 于 平面 波 有 效 场 
Н, = - [а(п) + K]L. (74.14) 


Q 反 铁 磁体 的 这 个 色散 律 首先 由 L. Hulthen, (1936) В. М. И. Коганов, В. М. Цукерник, 
(1958) 用 宏观 研究 法 导出 亚 晶 格 的 磁化 强度 . 

© 反 儿 磁体 FeC0; 属 于 这 种 类 型 , 它 是 原 胞 内 有 两 个 Fe 离子 的 三 角 唱 格 ( 晶 类 Di。). 这 两 个 离子 
的 磁 矩 都 沿 三 重 轴 的 方向 . 
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由 此 可 见 , 当 计 及 各 向 异性 时 ,在 (74. 12) 式 中 将 a Й ок" + 天 即 可 得 到 自 旋 
波 的 色散 律 . 结果 在 j 一 "0 自 旋 波 量子 的 能 量 将 不 趋 于 零 而 趋 于 有 限 值 出 
(0) = hyL, /aK (74.15) 
( Ch. Kittel,1951). 我 们 注意 到 , 谱 的 能 隙 正比 于 各 向 异性 常数 的 平方 根 (而 不 
像 (70. 12) НИЗА). 由 于 相对 论 性 效应 的 微弱 性 表现 在 各 向 异性 常数 的 
相对 微小 上 ,因而 这 些 效应 ,一 般 说 来 ,在 反 铁 磁体 比 铁 磁体 内 更 为 重要 
可 计算 自 旋 波 量子 对 反 铁 磁体 内 能 的 贡献 ， 根据 公式 (71.3). (此 等 式 的 
右 侧 应 乘 以 2, 因 自 旋 波 量子 有 两 个 极 化 方向 . ) 在 下 列 温 区 
s(9) << T << T, (74.16) 
反 铁 磁性 消失 的 温度 ) 可 以 使 用 能 谱 的 (74. 12) 式 ,在 单 轴 晶 体 
w(k) =yLa [o (k +12) +а, 2]. 
计算 (71.3) 式 的 积分 ,可 得 自 旋 波 量子 对 热 容 量 的 贡献 ,结果 如 下 : 
x МГ 
mag 15 Па?” ( а,а? ) 3/2 P Ç 
当 温 度 了 <<e(0) 时 ,和 目 旋 波 量子 对 热力 学 量 是 指数 型 的 小 的 贡献 . 
为 了 确定 反 铁 磁 和 天 量 工 与 温度 的 关系 ,为 物体 单位 体积 的 能 量 附加 下 述 形 
式 的 一 项 





(Tx 为 尼 尔 点 


C (74. 17 ) 


2 
-G+L= -GL,=GL[I- 27 | (74.18) 


这 里 G £ & BL L B'J 38 3 38 BJ 1 , 沿 其 平衡 方向 施加 此 场 . 


取 自 由 能 对 G 的 微 商 , 即 可 确定 工 的 平衡 值 :L = - (1/У) (əƏF/aG), (比较 
磁场 情况 的 公式 (54.4) (ВЕ). ) 结 果 得 到 类 似 于 (71.4) 的 公式 
9= 1 24° 


L... =L(T) -Г(0) = - | — 一 一 -一 一 一 一 . 
r Sas ӘС | aÍ e“! — 1 (2р)? 


Я G 的 出 现 导 致 自 旋 波 量子 的 色散 律 中 需要 替换 a (n)k'—a(n)k' + G/L. 微 
商 后 得 出 





(74.19) 


дє _ у La 
0C 2= ` 
代入 (74.19) 并 积分 ,对 于 温 区 (74. 16) ,最 后 得 到 
T° 
需要 指出 ,在 交换 近似 ,如 同 铁 磁 情况 ,积分 (74. 19) 对 二 维系 统 是 发 散 的 . 
这 将 破坏 反 铁 磁 的 长 程 有 序 性 . 





L(T) - L(0) = - 


Q 频率 w(0) =e(0)/# 称 为 反 铁 磁 共 振 频 率 . 
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2) 题 


试 求 “ 易 磁 化 面 " 型 (K<0) 单 轴 反 铁 磁 体 自 旋 波 量子 的 能 谱 . 

解 : 现 在 ,平衡 反 铁 磁 失 量 了 处 于 与 晶体 对 称 轴 {(z НН) женя. АБЫ 
方向 为 x і. НЯНИ О, = 1K1(n,1) /2, 这 里 nn,, 以 及 后 面 提 到 的 ,分别 是 
zy 轴 的 单位 和 .Hi 的 表达 式 中 出 现 附 加 项 - 1Ki(n,… D п. +f2 (74. 11) P #, 
一 方程 与 方程 (74. 12) 保持 不 变 , 而 (74.11) 中 第 二 方程 具有 如 下 形式 

— ют = ~yLa(n)F (lxv) -yLIKI(n, : Dn,. 
ЕЖУ 轴 极 化 的 自 旋 波 量子 ,其 色散 律 的 形式 不 变 , 为 (74. 13 ) 式 ; 
而 对 了 沿 z 轴 极 化 的 , 则 在 公式 (74. 13) 中 将 ak'3& ої? + 1KI. 此 时 ,各 向 异性 
消除 了 对 极 化 的 简 并 . 
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在 $72 我 们 见 到 ,在 铁 磁 情 况 可 以 精确 确定 哈密 顿 量 (72. 1) 的 基态 能 量 和 
元 激发 一 一 自 旋 波 量 子 的 色散 律 . 对 于 反 铁 磁体 不 可 能 有 这 种 精确 的 解 .在 节 
点 上 自 旋 方向 相反 的 两 套 亚 晶 格 的 图 像 , 本 质 上 带 有 经 典 特性 并 破坏 了 在 亚 晶 
格 之 间 交 换 电 子 的 可 能 .于 是 每 个 亚 晶 格 总 自 旋 投 影 便 没 有 确定 值 ,因此 也 不 
是 描述 基态 和 激发 态 的 好 量子 数 . 

然而 , 当 亚 唱 格 每 个 节点 的 自 旋 较 大 时 , 铁 磁 亚 晶 格 彼此 镶嵌 的 图 像 可 做 为 
准 经 典 的 正确 的 零 级 近似 ,此 时 量子 效应 微小 ,因而 可 用 微 扰 论 来 计算 O， 对 于 
实际 的 反 铁 磁体 不 能 满足 S >> 1 的 条 件 . 但 是 ,求解 此 问题 很 有 意义 . ТИМ 
述 方法 对 于 研究 很 多 磁 学 理论 问题 都 是 有 益 的 . 我 们 指出 ,在 此 模型 ,只 与 最 近 
邻 有 相互 作用 的 这 种 最 简单 情况 , 当 交换 积分 J 为 负 值 时 ,显然 要 出 现 反 铁 磁 
性 . 事实 上 ,在 第 一 级 近似 ,此 表 式 对 经 典 尔 量 5, 简 单 取 极 小 , 便 决定 了 基态 . 
极 小 对 应 的 状态 ,是 每 个 节点 最 近邻 的 自 旋 有 相反 方向 , 即 属于 另 一 个 亚 晶 格 . 

我 们 利用 (72. 6) 型 的 自 旋 哈 密 顿 量 ， 首先 将 此 公式 中 的 算 符 $,,$,,$_ 表 
示 成 遵守 玻 色 对 易 规 则 的 算 符 ， 将 自 旋 S 写成 如 下 的 自 旋 算 符 

$. = (25а* (1 -5 ， $, = 0232 (1 s. $ =s-a*a. 

(74°.1) 
不 难 证 实 , 如 果 算 符 à * ,à 满足 普遍 的 玻 色 对 易 规 则 


AA + A + A 
aa -a G=1, 


Ф 3 S>>1 在 $73 末 已 用 过 微 扰 论 研 究 自 旋 波 量子 的 相互 作用 . 
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则 算 符 $.,$,,$_ 就 会 满足 正确 的 对 易 关 系 (72.4). 例如 有 
[8,,8,} = -Vs (1-9) C [at ва = Š, 


与 (72.4) 的 第 二 公式 相对 应 ( 花 括号 表示 对 易 子 ). 
类 似 地 可 验证 


$5 S +Š +Š =S(S+1). 
最 后 ,从 (74".1) 式 得 出 : 算 符 $, 作用 到 最 大 可 能 值 5, =S( 即 ,有 &*&=0) 


的 状态 ,结果 为 零 (理应 如 此 ). 此 与 $_ 作 用 到 5, = -5 的 状态 (&*a =25) 有 相 
同 的 结果 . 

这 样 一 来 ,公式 (74 " .1) 给 出 自 旋 算 符 一 个 精确 的 表象 , 它 具 有 一 切 所 需 的 
Еж. 此 时 算 符 a 和 6 的 意义 是 在 所 给 晶 格 的 节点 上 “粒子 "的 产生 算 符 和 漂 
没 算 符 ,其 投影 S. = -1%. 

为 了 方便 ,从 现在 开始 给 不 同 亚 唱 格 的 节点 引入 不 同 的 记号 ,为 第 一 个 亚 
唱 格 的 节点 冠 以 天 量 a 下 标 ,第 二 个 亚 晶 格 用 8 下 标 . 将 角 动 量 量子 化 轴 取 为 
ME ин a 的 人 磁化 强度 的 方 名 ,对 于 高 S 的 准 经 典 情况 ,量子 涨 落 较 小 ， 5 
强度 与 其 额定 值 接近 (下 面 将 计算 对 此 额定 值 的 修正 ). 这 意味 着 , 算 符 a t aú 
及 算 符 6 和 6 本 身 应 看 成 小 量 ,因而 在 (74 ".1) 的 根 式 中 应 将 其 略 去 . 
(74 .1) 式 具有 如 下 形式 
S. = 2584, S... = 254, S, =5-4*4.. (74*.2) 

至 于 第 二 套 亚 晶 格 ,其 磁化 强度 沿 负 。 轴 的 方向 准确 地 说 , 它 的 所 有 算 符 
也 有 类 似 于 (74" .2) 的 关系 式 , 只 是 在 * =х,у’ = -y,z' = -z 的 坐标 系 中 (为 使 
带 “ 撤 ”的 坐标 形成 右手 系 ,y 轴 也 变 号 . ). 显然 , 带 撤 的 算 符 与 通常 的 算 符 联 系 
为 5', =5.,5’. =5,,5', = - Š. 因此 ,在 b 节点 处 如 引信 玻 色 “粒子 "(其 自 旋 
投影 为 5S, = +1) 的 淹没 算 符 名, 则 对 第 二 套 亚 蝇 格 ,代替 (74".2) 有 公式 : 

5,_ ~ VSb,, S,, ~ (250, 5, = -S +Ë; Ë, (74*.3) 

将 (74 .2),(74 .3) 式 代 和 人 哈密 顿 量 的 表 式 (72. 6) ,只 保留 不 高 于 产生 算 
符 和 沽 没 算 符 的 二 次 项 ,需要 分 别 对 第 一 、 第 二 套 亚 晶 格 的 节点 求 和 .然而 ,如 
果 给 两 套 亚 晶 格 以 同样 方式 标记 节点 号 码 , 即 

r. -Г,=Г, -Г,, Ма-а’.=Ь-Ь’. 


则 公式 的 书写 方式 可 以 简化 ， ( 由 于 亚 唱 格 的 等 价 性 , 则 Ја =Льь). 然后 ,第 二 


Q 自 旋 算 符 的 表象 (74" .1) 是 T. Holstein, H. Primakoff + 1940 年 得 出 的 , 他 们 首先 应 用 变换 
(74". 1) 于 磁性 理论 . 讲 过 的 反 铁 磁 近 似 理 论 属于 P. W. Anderson, R. КиЪо, ( 1952), 
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套 亚 晶 格 节点 的 指标 可 以 用 相同 的 文字 a 来 表示 . 经 过 不 复杂 的 计算 ,给 出 无 
外 场 时 的 五 
下 =S (1 - J) +8007 -1°) У, (ага, +b; a,) - 

-5 > [2 (аа, +68) +72) (46 +a b,.y] (74’.4) 
这 里 引入 记号 ил J. ,两 节点 a,a' 属 于 同一 个 亚 晶 格 ;而 ЈО) WJ 84 
于 不 同 的 亚 晶 格 

J = 3 Jj: ‚2) 
现在 将 哈密 顿 量 写 在 动量 表象 ， 为 此 如 (72. 7) , 设 
JE 


= /2/N > ек" .6 ё, = /2/N > ee 6， (74".5) 

= VN > era а; , а, = /2/N У, e ra Q$ ; 
其 他 的 量 也 与 此 类 似 . (计算 求 和 的 节点 数 现在 等 于 N/2,N 为 晶 格 节点 总 数 ). 
上 面 引入 的 J IEE ЛО. 


利用 这 些 公式 ,容易 将 (74' .4) 式 化 成 下 面 形式 
Н = 5? ( № -Ј0) + У [A/2) CG bs +8,6_,) +(В,/2) (ара, +b:b,)], 


(74*.6) 
式 中 
А, = -2SJ2)2 ， В, =25( ЛО _ 1? _ yt), (74*.7) 
哈密 顿 量 (74 .6) 形 式 上 类 似 于 弱 非 理想 玻 色 气体 的 哈密 顿 量 (25.7) ,只 
是 4, 有 的 意义 与 后 者 的 不 同 , 以 及 存在 两 种 算 符 à, 和 5,. 类似 于 (25. 8) 式 的 
si 可 使 (74 .6) 式 对 角 化 . 取 


а, =u, ë, +s d, 4, = шс; +00, (74 .8) 
置换 6 和 a .8) 06, 的 表达 式 : 
Ë, =u,d, +06+ Ü; =u,d; + t, _, (74 .9) 


新 算 符 6, „6, та, ,dz 的 意义 分 别 是 两 种 独立 极 化 的 自 旋 波 量子 的 潭 没 算 符 р 
Н: №44. 如 在 $ 25 ,给 ,vi 施加 条 件 w2 -如 =1, 这 些 算 符 将 满足 玻 色 对 易 规 
则 .然而 ,我 们 以 些许 不 同 于 $25 的 方法 使 哈密 顿 量 对 角 化 . 

如 果 取 


uy = cosha, , у, = sinho, , (74`.10) 
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上 述 条 件 可 以 恒 得 满足 . 

将 (74*.8)(74".9) 代 入 (74*.6) 中 . 如 在 公式 (74*.10) 中 的 参量 ms 定义 为 
coth(2e,) = – В,/А,, 

便 消除 关于 自 旋 波 量子 占有 数 的 非 对 角 项 . 

最 后 ,哈密 顿 量 的 形式 成 为 


Н=Е + У (к) (6, + d; d,) (74*.11) 
式 中 (6) 一 一 准 动量 为 hk 的 s! 它 等 于 
| в(К) ==, /В? – А2. (74°.12) 


根据 (74 .7) 式 В,.,=А,.,. РИ КЕЛЕР, JF ta РР 272. 
因此 ,对 于 小 ,能 量 a(k) 对 1k1 是 线性 式 .， 这 对 应 于 上 一 节 宏 观 理论 的 结果 . 
还 要 指出 ,如 在 (74 .11) 式 所 见 ,在 交换 近似 中 对 任意 的 ,都 会 产生 对 自 旋 波 
量子 极 化 的 简 并 . 

基态 的 能 量 类 似 (25. 13) ,由 下 式 给 出 


E,=S'(J) - 17) + У [08 - 8, |. (74*.13) 


右 侧 第 二 项 为 量子 修正 项 . 显然 , 它 与 经 典 的 第 一 项 之 比 为 1⁄S. 
与 一 个 节点 的 等 于 5 的 经 典 磁化 强度 相 比 ,量子 效应 使 亚 晶 格 的 磁化 强度 
减少 . 从 (74 .2) 式 得 出 


(8,) = з-у У, (а:а.) = 5-м У (4:4). 


昔 助 于 (74*. 8) 利用 自 旋 波 量子 算 符 表述 ar a, М( 618) =(4:4,) =0, 得 出 
T =0 时 类 似 于 (25. 18) 的 公式 : | 





А + 人 _ B, 1 
(2, а,) 24=() 2 
将 此 式 代 人 (8,) 的 公式 ,并 从 对 大 求 和 过 渡 到 对 vd*k/(2m); 求 积分 : 
В, 1 1 рд?к . 
(5,) =5- | в. в (74*.14) 


这 里 v 是 亚 唱 格 原 胞 体积 , 按 对 应 于 亚 唱 格 天 空间 的 原 胞 进行 (74 ". 14) 式 中 的 
积分 . 〈 记 得 在 (74 .5) 的 求 和 是 按 亚 唱 格 的 节点 进行 的 )， 对 于 在 最 近邻 有 相 
互 作用 的 简 立 方 晶 格 进行 数字 计算 ,得 出 
(S. =S 20. 08. 
应 该 指出 ,在 此 情况 甚至 外 推 至 S = 1/2 ,对 经 典 值 的 修正 也 显得 小 了 . 然 
而 , 亚 品 格 的 磁化 强度 可 以 明显 小 于 晶 格 的 额定 值 显得 令 人 失望 ,在 这 类 晶 格 对 
远 邻 有 重要 的 与 最 近邻 有 不 同 符号 的 相互 作用 ,这 已 与 铁 磁性 相对 应 . 
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电磁 涨 落 


$75 ЛАХТА 


在 研究 实物 介质 中 电磁 场 的 统计 性 质 之 前 ,我 们 首先 回忆 一 下 宏观 电动 力 
学 中 对 电磁 量 进 行 平均 的 意义 . 

为 直观 起 见 ,如果 从 经 典 的 观点 出 发 ,可 以 分 两 个 层次 来 平均 . 先是 全 部 粒 
子 在 给 定 分 布下 按 物理 无 限 小 体积 平均 ;然后 再 将 得 到 的 量 按 粒子 的 运动 平均 
在 宏观 电动 力学 的 麦克 斯 韦 方 程 中 包含 的 是 完全 的 平均 量 . 在 研究 场 的 涨 落 
时 , 指 的 是 量 随 时 间 的 振荡 ,而 量 的 平均 仅仅 是 对 物理 无 限 小 体积 进行 的 . 

从 量子 力学 的 观点 来 看 ,对 体积 的 平均 ,当然 不 是 对 物理 量 本 身 ,而 只 是 对 
它 的 算 符 进行 的 ;第 二 步 才 是 利用 量子 力学 概率 确定 此 算 符 的 平均 值 . Fin £ о 
本 章 出 现 的 场 算 符 只 理解 为 第 一 种 意义 下 的 平均 . 

在 实物 介质 中 ,电磁 辐射 的 统计 性 质 可 用 介质 中 的 光子 格林 函数 来 描述 . 
对 于 光子 ,电磁 场 的 势 算 符 起 着 у 算 符 的 作用 . 通过 这 些 算 符 定义 光子 格林 函 一 
数 的 方式 ,与 通过 小 算 符 定义 粒子 格林 函数 的 方式 一 样 . 

场 势 由 4 维 矢量 4 = (4" ,4) 组 成 ,其 中 4"= op 是 标 势 ,而 4 是 矢 势 . 在 经 
典 电 动力 学 中 ,这 些 势 的 选择 不 是 唯一 的 , 它 容许 进行 对 观察 量 没有 任何 影响 的 
所 谓 规 范 变换 ( 见 第 二 卷 $ 18). 相应 地 在 量子 电动 力学 中 在 选择 场 算 符 以 及 在 
定义 光子 格林 函数 时 都 会 产生 这 种 非 唯一 性 . 我 们 将 使 用 标 势 等 于 0 的 规范 : 

A = Фф =0. (75.1) 

于 是 场 仅 由 一 个 矢 势 来 确定 . 当 涉及 电磁 场 与 非 相 对 论 粒 子 相互 作用 时 一 一 例 
如 普通 的 实物 介质 中 的 场 就 属 此 情况 ,这 种 规范 便 显 得 方便 . 

在 此 规范 中 的 格林 函数 力 是 三 维 二 阶 张 量 | 


D.,(X,,X,) = -іСТА,(Х,)А,(Х,)), 00) 


. 298 - 第 八 章 电磁 涨 落 


(i,k=x,y,z 是 三 维 矢量 下 标 ) ,此 处 尖 括 号 [与 (36. 1) 一 样 ] 表 明 是 按 系 统 的 襄 
布 斯 分 布 进行 平均 的 ,该 系统 由 介质 及 其 中 的 平衡 辐射 所 组 成 ;因为 光子 是 玻 色 


子 ,所 以 算 符 4,,h, 在 其 编 时 重新 排列 中 并 不 改变 乘积 符号 ， 我们 也 要 指出 ,4, 是 
自 斩 算 符 ( 用 来 表示 严格 中 性 的 光子 ) ;因此 在 (75.2) 中 ,不 区 分 4, ША: Ф. 

然而 ,为 了 建立 各 种 型 式 的 光子 格林 函数 ,作为 原始 概念 ,不 是 利用 (75. 2) 
而 是 利用 如 下 定义 的 推迟 格林 函数 ， 


(A,(X,)A,(X,) -A,(X,)Á,(X,) 5 ， Ú >i, 


іра (X, ,X,) - 0 (75.3) 


ç t, <t, 
(在 尖 插 号 内 两 项 之 间 的 负 号 与 玻 色 统计 的 定义 (36. 19) 相 对 应 ). 

对 封闭 系 ,格林 函数 对 时 间 в, ,ts 的 依赖 关系 ,只 通过 它们 之 差 t=i, - ж 
Ж. 至 于 坐标 r, ,7, ,在 非 均 匀 介 质 的 一 般 情况 ,在 函数 中 它们 是 互相 独立 的 : 
Da(t;ri 7,). 此 函数 只 按时 间 进 行 傅 里 时 展开 ;此 展开 的 分 量 为 


ОЕ (шуг, ›г,) = 人 ер" (уг, ,r,) dt. (75.4) 


在 研究 按 物 理 无 限 小 体积 求 平均 量 时 ,我 们 只 考察 辐射 的 长 波 部 分 ,此 时 光 
子 的 波 矢量 满足 下 列 条 件 : 
ka <<1 (75.5) 
(a 为 介质 中 原子 间 的 距离 ). 在 这 个 频率 范围 内 ,光子 格林 函数 可 以 通过 介质 
的 其 余 宏 观 特征 量 一 一 它 的 电容 率 s(w) МЕЖ (о) ЖИ. 
为 此 , 写 出 电磁 场 与 介质 的 相互 作用 算 符 : 


A 


V= [f Аа». (75.6) 
c 





此 处 / 是 介质 粒子 所 产生 的 电流 密度 算 符 @， 如 果 在 介质 中 引入 某 种 经 典 的 
“外 部 ”电流 j(i,r) ,那么 ,相互 作用 算 符 与 它 的 关系 为 


A 


Ў = -二 em) ‚ Ad. (75.7) 


Ф 在 势 有 任意 规范 的 普遍 情况 ,光子 格林 函数 是 4 维 张 量 D,,[ 在 规范 (75.1) 中 :Doo=0,Do: =0]. 
统计 学 中 光子 格林 函数 普遍 的 张 量 的 和 规范 的 性 质 与 量子 电动 力学 中 场 在 真空 的 这 些 性 质 完 全 一 样 ， 我 
们 注意 到 定义 (75.2) 与 第 四 卷 中 的 定义 差 一 符号 ， 这 里 选择 的 定义 与 其 他 玻 色 子 (其 中 包括 声 子 ) 格 林 
函数 的 定义 是 统一 的 . 

@ 见 第 四 卷 $43( 在 第 四 卷 电 流 表 示 为 gj 即将 元 电荷 e 从 j 的 定义 中 提出 )， 算 符 (75. 6) 利 用 了 
电流 算 符 的 相对 论 表 达 式 ， 在 非 相 对 论 的 问题 中 ,可 以 忽略 少 算 符 (用 之 构造 电流 算 符 六 中 与 负 频 ( 即 反 
粒子 ) 相 联 系 的 部 分 ， 这 就 意味 着 在 其 中 忽略 了 辐射 修正 ,而 辐射 修正 是 在 计 及 电子 - 正 电 子 偶 在 真空 
中 的 虚 产 生 而 对 光子 格林 函数 的 修正 ， 在 波长 A >> h/me, 即 在 区 域 (75.5) 显 然 能 够 满足 的 条 件 下 ,这 个 
修正 是 非常 小 的 . 
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这 个 表达 式 能 够 把 宏观 系统 对 外 部 作用 的 响应 与 一 般 理 论 联系 起 来 . 

我 们 记得 ,在 此 理论 中 ( 见 第 五 卷 ,§ 125), 有 一 系列 离散 的 量 x。(a =1， 
2,…) ,用 来 表征 一 定 外 部 扰动 作用 下 系统 的 行为 . 这 些 扰动 用 “扰动 力 ”f,(2) 
描述 ,于 是 相互 作用 能 的 算 符 形式 为 | 

У. f, 
此 处 Е х АТ. 在 微 扰 作 用 下 ,得 到 的 平均 值 x. (t) ЛАЛА) ñ ZR TE 
ги. 对 于 一 切 量 的 传 里 叶 分 量 ,这 个 关系 可 以 写成 下 列 形式 ， 
Xu Е — а ( @ )/,, 

(假设 无 微 扰 时 x*。=0). 在 这 些 关系 式 中 的 系数 a。, 称 为 系统 的 广义 感应 率 ， 如 
果 %。 和 x 对 于 时 间 反 演 有 相同 的 行为 ,而 物体 又 不 是 磁 活 性 的 (无 磁 结 构 又 不 
处 于 磁场 中 ) ,那么 量 ww 对 于 自己 的 下 标 是 对 称 的 . 

此 处 需要 涉及 的 量 f, 和 %。 具 有 空间 分 布 的 性 质 一 一 是 物体 点 坐标 r 的 函 


数 . 在 此 情况 下 表达 式 应 УЕ ГУИ: 


= - У ЈС. (а,г) ёа, (75.8) 

而 平均 值 z Ят .的 关系 式 为 
я..(г) = > {assr, г’). (r) dr’. (75.9) 
广义 感应 率 现 已 成 为 物体 中 两 点 坐标 的 函数 ， 而 它们 的 对 称 性 用 下 列 等 式 表述 
аь(шзг,г’) =a (оз + r). (75.10) 


根据 久保 公式 [ 见 第 五 卷 (126.9)] ,感应 率 可 表 为 海 森 伯 算 符 %,(i,r) 的 对 
易 子 的 平均 值 : 
Qs (Wr,rT) = 
-一 | e“(& (t,r)2,(0,r') -2,(0,r')š.(r,r) yd (75.11) 
现在 我 们 将 流 矢量 7 НЕ“ 77°, 则 从 (75.7) 与 (75. 8 ) 的 比较 中 看 
出 ,与 其 对 应 的 量 x. EI X АС 的 分 量 . 对 比 公 式 (75. 11 ) 和 定义 (75. 3 一 
75.4) 表 明 : 广 义 感应 率 a,,(w;r,r') 与 张 量 分 量 
-Di(wir,r') /he’ 
一 致 . 
由 此 根据 (75. 10) 立 刻 可 得 (对 非 磁 活性 介质 ) 
Di(o;r,r') =DË(o;r',r). (75.12) 
关系 式 (75.9) 具 有 下 列 形 式 


А, (г) = -= [ n: (wr rj (т) 5". (75.13) 
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平均 值 亏 正 是 介质 中 宏观 (完全 平均 , 见 本 节 开 头 ) 电 磁场 的 矢 势 ;以 后 不 
再 在 4( 以 及 在 另外 宏观 量 ) 上 划 线 .现在 考虑 ,由 经 典 电流 了 产生 的 ,满足 麦克 
斯 韦 方程 


的 经 典 场 . 此 处 是 电感 强度 ;在 一 般 情况 ,各 向 异性 的 介质 中 ,D, 与 场 强 E, 的 
ЖЖЖ Р, = gia(w)Ei ;如 果 介 质 是 非 均 匀 的 , 则 电容 率 张 量 也 是 坐标 的 函数 : 
E (wy;r). 
在 我 们 选 定 势 的 规范 (75. 1) 里 ,有 : 
B.,=V xA,, Е. =i—A,, (75.14) 


此 处 В ЛУЗЕ В, РН В, =u H, 由 的 关系 . 因此 ,对 于 势 ,我 们 
有 方程 


i ~1 о” 4T . 
| зов, (р гої) еа JA. = J.° 
| с С f 
将 (75.13) 形 的 4, 代 人 ,我们 发 现 函 数 DU P В 
2 
[rot (сато, ) -和 sa | (оз) = 418,8 (г-г’). (75.15) 
c 


对 于 各 向 同性 (在 每 一 体积 元 内 ) 介 质 , 当 张 量 sj 和 ji 归结 为 标量 时 ,这 个 
方程 可 以 大 大 简化 . 磁 导 率 一 般 接近 于 1, 故 在 本 节 后 半 部 分 我 们 认为 它 等 于 
1. 设 ё = eë, Ж “а = Š, ,我 们 得 到 方程 


д? о? | 
l. >= - 6,A -Suze (wsr) ра (оз, ) 一 
і 


= -4пйё, (r - г”). (75.16) 
这 样 一 来 ,对 非 均匀 介质 ,计算 推迟 格林 函数 便 归 结 为 求解 一 定 的 微分 方程 

( H. E. Дзялошинский ‚Л. П. Питаевский , 1959). @ 
在 不 同 介质 的 分 界面 上 , 张 量 分 量 Dx 必 须 满足 一 定 的 条 件 . 在 方程 
(75. 16) 中 ,第 二 个 变量 r' 和 第 二 指标 上 不 参与 对 张 量 Da (w,r,r') 的 微分 运算 
或 代数 运算 ,而 只 起 个 参数 的 作用 . 因此 ,只 要 求 函数 Di(w,r,r') 的 坐标 r 必须 





Ф 我 们 记得 :在 宏观 电动 力学 中 ,微观 电场 强度 的 平均 值 通 常 表 为 ,而 磁场 强度 平均 值 表 为 B 并 
称 为 磁感应 强度 . 


© 在 这 里 以 及 今后 ,利用 记号 rot, = cu, 此 处 eu 是 单位 反对 称 腰 张 量 ,并 且 ,(rot A), = год. 


@ ПЕН. ИЖ Dn 是 数学 物理 方程 中 熟知 的 麦克 斯 韦 方 程 的 格林 函数 , 它 是 点 源 场 的 满足 推迟 
条 件 方程 式 的 解 ( 以 e КЖ с ,超前 格林 函数 满足 同样 方程 ) . 


875 介质 中 光子 的 格林 顶 数 - 301. 


遵守 边界 条 件 ,而 将 Da 看 成 是 关于 下 标 ! 的 矢量 . 这 个 条 件 与 要 求 E 和 HQ 的 
切线 分 量 必须 是 连续 的 相当 ， 因 为 E = -4/c, 所 以 微 商 


1 9 R , 
с 5 Әъ( 37,77) 


或 伟 里 时 分 量 

і 一 Du(oiryr) (75.17) 
此 时 起 着 矢量 五 的 作用 . 类 似 地 ， 

тої, (o;r,r') (75.18) 


起 着 矢量 H(u =1 时 与 恕 一致) 的 作用 . 
对 于 空间 均匀 而 无 限 的 介质 ,函数 Di 仅 依赖 于 坐标 差 r г". 对 于 按 此 差 值 
展开 的 傅 里 叶 分 量 ， — 16) 归于 代数 方程 组 





= [bh - во. A“ e(e) | О" (ш,К) =8, (75.19) 
这 些 方程 的 解 : 
R W" 4тћ К c k, 
2 “i O s ` @ (o) 1 o, 


根据 (36. 21) ,均匀 介质 格林 函数 Di 通过 推迟 格林 函数 Da 可 表 为 如 下 形式 . 


D,(w,k) = ReD,(w,k) +icoth 2 - ImD, (о, k). (75.21) 
当 7—0 时 此 式 给 出 
D. (ш,К) = Вер (ш,К) +isign .ImD2(w, 天 )， (75.22) 


函数 Di 由 公式 (75. 20) 给 出 ;如 果 考 虑 到 Ree (o) E: o 的 偶 函 数 ,而 Ime (o) Е 
о 的 奇 函 数 , 则 我 们 在 7=0 时 ,得 到 . 
D,(w,k) = р (lol,k). (75.23) 

在 真空 中 s(w) =1. 然而 ,因为 在 任何 介质 中 当 w >0 时 ,Ime(w) >0, 所 以 
与 真空 对 应 的 是 极限 es 一 1 +1 sign w, 此 时 得 到 表达 式 

47 с? Е, 
w/e т (as а? Е 
它 与 量子 电动 力学 中 周知 的 结果 一 致 ( 见 第 四 卷 $76). 


р; (о ‚К) = 





Q B 和 D ikin yb u PL ЖИ ,在 给 定 情况 下 ,不 提供 任何 新 的 内 容 ,因为 在 以 e -学 随 时间 变化 的 
场 中 ,方程 V . D=0,V В =0 ЕЖУ x E =ioB/c,V x H = - ioD/c 的 推论 . 
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$76 电磁 场 的 涨 落 


在 上 节 开 头 指出 ,研究 电磁 场 涨 落 时 ,我们 涉及 的 只 是 对 物理 无 限 小 体积 元 
( 而 不 是 对 其 中 的 粒子 运动 ) 求 平均 的 量 随时 间 的 振 划 . 这 些 量 的 量子 力学 算 符 
也 应 在 此 意义 下 来 理解 . 

电磁 涨 落 理 论 的 基本 公式 ,可 以 直接 由 涨 落 耗 散 定 理 的 一 般 公 式 写 出 (第 
五 卷 §$ 125). 我 们 记得 ,对 于 一 组 离散 的 涨 落 量 x。, 涨 落 的 谱 分 布 可 通过 广义 感 
МЖ а (о) РА 


(нить). = 了 (ol - ви) со в, 
此 处 量 (xsxy)。 是 时 间 的 关联 函数 | 
p.) =2-(8,(0) 8,00) +4, (08, (1) 
的 按时 间 传 里 叶 展 开 的 分 量 ,而 和 (1) 是 量 x, 的 海 森 伯 算 符 ， 对 于 分 布 的 量 
к, (г) (物体 内 点 的 坐标 函数 ) ,此 式 可 写成 如 下 形式 ， 


(20227), = со аз (зи, п.) -aus(oirim)]， (26.1) 
2 


此 处 上 标 (1) 或 (2) 代 表 在 点 г, М г, E 092718. 
在 上 一 节 已 经 表明 ;如 果 量 x, 是 矢 势 A(r)/e 的 分 量 , 则 与 此 对 应 的 广义 感 
应 率 将 是 张 量 分 量 一 一 Di( w;r ,m)/jic .因此 ,立即 得 到 
(A; A). = —-coth Аа р" (зл Р) 一 [Di( o;r, г.) (76.2) 
场 强 涨 落 的 谱 函 数 可 以 用 简单 方法 从 (76.2) 得 到 . 设 ok (5 ,mi зв ,г,) НЮ 
势 涨 落 的 关联 函数 ;表达 式 (76.2) 是 这 个 函数 按 上 = 所 - 己 展 开 的 傅 里 时 分 量 ， 
因为 电场 强度 


所 以 对 五 分 量 也 有 这 样 的 函数 
Е _ 1. ә? А _ _ 1 A 
Фа = 2 Bt д. Ра a at 
或 者 ,用 健 里 叶 分 量 有 : 
(Е; U” E), одд), (76.3) 


用 类 似 的 方法 ， 考虑 到 В = rot А 的 关系 ,我 们 得 到 
(ВОВ) = гоі) тов 2) (ААО), (76.4) 





(ЕВО) = тоо (АРА). (76.5) 
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通过 推迟 格林 函数 表述 电磁 涨 落 的 关联 函数 ,公式 (76. 2 一 76. 5) 将 它们 的 计算 
问题 ,归结 为 在 物体 已 给 边界 的 适当 边界 条 件 下 求解 微分 方程 (75. 15) 或 
(75. 16) @. 

下 面 我 们 认为 介质 是 非 磁 活 性 的 , 则 函数 Da 共有 对 称 性 (75. 12) Fr R ` 
达 式 (76.2) 取 如 下 形式 


(АА), = -coth ОШ (оз, от) (76.6) 


我 们 注意 到 表达 式 (76. 6) 是 实 的 ,同时 (76. 3 一 76. 4) 也 是 实 的 ,而 (76.5) 
是 虚 的 ,这 就 意味 着 互 的 各 分 量 之 间 , 以 及 召 的 各 分 量 之 间 的 时 间 关 联 函 数 是 
时 间 £ = z, -所 的 偶 函 数 ( 对 于 时 间 反 演 ,两 个 量 或 全 是 偶 函 数 或 全 是 奇 函 数 , 它 
们 之 间 的 关联 性 理应 如 此 ). 而 五 分 量 跟 召 分 量 之 间 的 时 间 关 联 函 数 是 时 间 的 
奇 函 数 ( 对 于 一 个 是 时 间 反 演 的 偶 函 数 , 另 一 个 是 时 间 的 奇 浮 数 的 两 个 量 理应 
П). 由 此 得 出 E 和 B 之 值 在 同一 时 刻 是 不 相关 联 的 (i 的 奇 函 数 在 1=0 时 变 
为 零 ). 关联 函数 变 为 零 的 同时 ,E 和 B 的 任何 双 线 性 表达 式 取 同一 时 刻 的 平均 
值 (例如 坡 印 廷 矢量 ) 也 变 为 零 . 不 过 后 一 情况 早 就 是 显然 的 ,因为 处 于 热平衡 
并 具有 时 间 反 演 不 变性 的 物体 ,不 能 有 内 部 的 宏观 能 流 . 
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在 均匀 的 无 限 介质 中 ， ИХ D, (о; г, rm) 仅仅 依赖 и РАЗ г = r, -г,, ЗН. 
ЖИЕ НИР 27 ( 75. 15) 只 包括 对 坐标 的 二 阶 微 商 ,因此 D,,(w;r) 和 和 
Dj(w; -7) 满 足 同一 方程 ]， 对 等 式 (76.2) 两 侧 取 对 r 的 健 里 叶 分 量 , 我 们 得 到 


[А = eoth 2 бо ра (о, k) - [р (o ,k) ] ° 1. (77.1) 
对 非 磁 活 性 介质 ,考虑 到 (75. 12) ,此 公式 写成 下 列 形式 
(АА), = - сов 22ImD* (wk). (77.2) 


在 各 向 同性 非 磁性 (上 =1) 介 质 中 ,函数 Di(w,k) 由 (75. 20) 给 出 ， 确定 涨 落 的 
空间 关联 函数 的 问题 ,归结 为 计算 下 列 积分 


DE( w,r) = оао, е" 
用 下 列 公 式 进 行 积 分 


ак 
(2T) 





(77.3) 


ik Р 一 КР 
_ © 


JZ тт = атг’ 





Ф 有 另 一 种 形式 的 电磁 涨 落 理论 由 C. M. рытов(1953) 发 展 的 ,而 与 (76. 2—76. 5) 等 价 的 形式 是 
М. Л. Левин 和 C. M. Рытов( 1967 ) B| А Ё. 
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k. ке“ д а 5: es 





Btk (2) — Əx,Əx, тг ° 
第 一 个 公式 取 自 下 列 著 名 等 式 的 傅 里 叶 分 量 ,得 到 
(a- 一 = -4TS(r) ， (77.5) 


微 商 第 一 个 公式 得 出 第 二 个 公式 . 结果 得 到 
Di(e;r) = -h[8, + Е: ) 二 exp( -Ver), (77.6) 


@ we дх, Ox/ r 
此 处 >= Im -r,l,T М -ee 应 当 取 使 Re у - е >0 的 符号 ;对 于 真空 应 取 = = 
Е. у -€ = -i( 见 下 面 ). 
因此 ,根据 (76.6) 和 (76.3) ,立即 得 出 
(ЕЕ. — 
hao 1 [ ew” д” 1 ww 
= ficoth отит 一 z ея ， exp | 4 ег) | (77.7) 
(С. М. Рытов, 1953). 将 此 公式 中 的 下 标 i,h 缩 并 掉 [ 并 利用 公式 (77.5)] ,我 
们 得 到 
(ЕЕ), ЕЕ 


= 2hcoth а 一 : [22е ( - er) +24Š(r) | | (77.8) 


用 类 似 的 方法 ,根据 公式 (76.4) 的 计算 ,可 得 到 磁场 关联 函数 的 表达 式 . 此 式 与 
(77. 7 一 77.8) 不 同 的 地 方 , 是 在 方 括号 前 没有 因子 1/e; 此 时 在 (77.8) 中 ,记号 
Im 下 的 8 函数 项 成 为 实 的 而 从 答案 中 消失 . 公式 (77. 7 一 77.8) 与 e 虚 部 的 关 
系 ,显然 是 强调 电磁 涨 落 与 介质 吸收 的 关系 . 但 是 如 果 在 公式 (77.7 一 77.8) 中 
过 渡 到 Im =—0 的 极限 ,我 们 得 到 不 为 零 的 有 限 表 达 式 . 这 种 情况 与 两 种 过 湾 
的 次 序 有 关 ( 介 质 极 限 线 度 的 无 限 大 和 Im е 等 于 零 )、 因 为 在 无 限 介质 中 ,甚至 
任意 小 的 Im е 最 后 也 导致 吸收 . 所 以 ,我 们 利用 极限 过 渡 的 次 序 能 得 到 与 物理 
上 透明 的 介质 有 关 的 结果 . 在 这 种 介质 中 与 任何 实际 介质 一 样 ,总 要 有 一 些微 
小 而 不 为 零 的 吸收 ， 

例如 ,在 公式 (77.8) 中 作 上 述 的 过 渡 . 为 此 ,我 们 注意 到 ,在 Im е 为 小 的 正 
值 时 ( 当 w>0) ， 











мМ = е = —1 /Ree (1 +1 Ime ) 


2Ree 
(考虑 Re у -ee >0 的 要 求 ). 因此 在 Im z—0 的 极限 下 ,我 们 得 到 
(ЕЕЗ), =(Н®Н“®). -20. 2-а анһ Ло (77.9) 


21 
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此 处 n=Vs 是 实 的 折射 率 . 由 于 不 存在 8 函数 项 ,这 个 公式 甚至 在 r, 和 7, 重 合 
时 也 保持 为 有 限 : 


2%’ 到 ћо 


27 

可 以 在 更 时 的 计算 阶段 “在 格林 函数 中 ,进行 向 迁 明 介质 的 极限 过 淡 
考虑 到 Im = 与 о 有 相同 的 符号 ,我 们 发 现 , 在 此 极限 下 函数 (75. 20) 采 取 如 下 
形式 


(Е?) = (H), = coth 





(77.10) 


———— Е 

0? п? Ис? – № + 10 с то оп? 
(М. И. Рязанов 1957). 5х РАЖ BJ НЕ А УР а о = + ck/n 的 方式 有 关 : 
借助 于 (8. 11) ,将 虚 部 分 离 出 来 并 代入 (77.2) 后 ,得 到 


2 
с Е.К 
р®(о,) = | I. 





(77.11) 


(E; Ec )ak = 
о ома) oth №. (77.12) 


在 此 公式 中 ,8 函数 的 宗 量 具有 简单 的 物理 意义 :这 宗 量 表明 ,给 定 值 时 , 场 的 
涨 落 在 空间 以 c/n 的 速度 传播 ,这 与 在 该 介质 中 电磁 波 的 传播 速度 一 致 . 对 公 
2, (77.12) 进行 傅 里 叶 反 演 ,当然 可 以 重新 得 到 (77.7). 

在 透明 介质 (=1) 中 , 谱 间 隅 为 do 的 (空间 单位 体积 ) 电 磁场 的 涨 落 能 量 
由 下 式 给 出 


20) бо 


ово 4 Ë 


( 见 第 八 卷 8$ 80), 将 (77. а наннан 
(P+ ho уе dCnw) | 
е7 _ | do 


2 ит ЖА 


+2(H°), = 








2 (77.13) 


括号 中 的 第 一 项 与 场 的 零点 振动 有 关 . 第 二 项 给 出 透明 介质 中 热力 学 平衡 电磁 
辐射 的 能 量 , 即 黑体 辐射 能 量 . 不 研究 涨 落 ,而 用 相应 推广 真空 中 黑体 辐射 的 普 
朗 克 公式 的 方法 ,也 能 得 到 公式 的 这 一 部 分 , 根据 普 朗 克 公 式 ,在 波 矢 量 dk 的 
间隔 内 单位 体积 黑体 辐射 的 能 量 公式 为 
ho 2dk 
ee -1 (2т)? 
(因子 2 是 考虑 到 两 个 极 化 方向 ). 为 了 得 到 能 量 的 谱 密度 ,相应 地 应 当 用 
4mk dk 代替 ФЕ, Е = о/с. 为 了 由 真空 过 渡 到 透明 介质 ,只 要 取 м = по/с, 








Ф 按 do 由 0 一 o 的 积分 可 得 到 总 能 量 : 方 括号 中 的 因子 2 ,是 因为 在 我 们 所 采用 涨 落 谱 函 数 的 定 
义 中 ,平均 值 (好 是 对 (和 2) ， в -um 到 w 的 积分 得 到 的 [ 见 第 五 卷 (122 ,6) ]. 
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也 就 是 号 出 
217. _ 2 dk _ оп? 4(по) 
k dk =k до = deo 
就 够 了 . 于 是 得 出 所 要 的 结果 . 
3 м 


1. 求 出 远离 物体 的 电磁 场 的 涨 落 , 该 物体 处 在 与 之 热平衡 的 稀薄 透明 介质 
中 ;辐射 波长 以 及 物体 距 观测 点 的 距离 均 远 大 于 物体 的 线 度 . 物体 具有 各 向 异 
性 的 电极 化 率 aa (о). 

解 :稀薄 的 透明 介质 可 以 看 做 真 室 . 物体 的 存在 使 真空 格林 函数 产生 微小 
的 变化 (在 远 距离 上 ) , 据 此 决定 待 求 的 涨 落 . 我 们 以 类 比 法 来 计算 此 变化 . 根 
据 这 种 类 比 , 下 标 上 已 给 的 真空 函数 Рі (ог) 可 以 形式 地 看 做 7' 点 的 某 个 源 
在 r 点 产生 的 电场 ,(r,r'). 这 种 类 上 比 的 根据 是 , 场 忆 ,(r,r')[ 它 的 势 A,(r,r') 
也 同样 ] 在 rr" 的 情况 下 和 Di (o;r,r') 满足 同一 个 方程 一 一 a =1 的 方程 
(75.16). 设 物 体 处 在 点 =0. 场 为 

E,(0,r') =Di(w;0,7') =Di(w;r’) 
[此 处 Da(oir') 是 无 物体 时 由 (77.6) 表 述 的 e=1 的 真空 格林 函数 ]， 该 场合 
物体 极 化 ,同时 在 r=0 点 产生 偶 极 矩 d =a ПА (о;0,г'). ik 4843828 5 гр, 
要 产生 场 , 它 将 给 出 待 求 的 变化 SDI (o;r,r'). 根据 电动 力学 熟知 的 公式 ( 见 第 
二 卷 872) ,在 r=0 5 654848 3E d 在 r 点 产生 的 场 ( 以 e-“ 依 赖 于 时 间 ) 是 
2 2 
Е, =4, [%, + СЕ |е, 
并 且 只 要 求 距离 > 比 物体 的 线 度 大 ,不 要 求 比 波长 大 . 此 式 可 以 写成 
Е, = _ ра ог), 
hc 
(注意 ,函数 Di(w,r) 是 变量 了 的 偶 函 数 ). летия «ИЯ 
GO 


2 
5Dz(wjir,r'") = -—Düi(e;r)e,, DR (o;r'). 


hc 
ЖЕ 23 X Ж, ЛЕМ SD: (o;r,r') КЖ Di ,以 普遍 公式 (76. 3 一 76. 6) 
给 出 ,结果 我 们 得 到 
20 | 1 


1 
ВАР 5 00-а | Ша Разм, даб (взт,)]. (1) 


注意 ,物体 处 于 "=0 点, 而 rr 和 7, 是 远离 物体 的 两 点 .我们 指出 ,对 于 涨 落 的 贡 
献 不 仅 来 自 极 化 系数 的 虚 部 而 且 来 自 实 部 ,后 者 可 以 看 做 充满 透明 介质 的 黑体 
辐射 在 物体 上 散射 的 结果 . 
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2. 对 磁极 化 率 为 ui,( 中 ) 的 物体 ,再 求解 上 题 @. 
解 :在 此 情况 下 ,把 roti Dh (or, г) ЖЖ r' k 65 32 # r 点 产生 的 磁场 
Н (г) (КАЮ H, $ , m z ë 6 3k A. 所 满足 的 方程 . 与 函数 Di 的 有 同样 形 
式 ). оао £ r = 0 ЯН» 
m, = -а то" „ОА, (wo;0,r) 
《用 对 天 的 微 商 代替 对 了 的 微 商 , 是 因为 考虑 到 D 仅 依赖 于 差 (r -r'))、 待 求 
的 格林 函数 变化 与 这 个 磁 甜 在 三 点 所 构成 的 磁场 秋 势 一 致 . 
4 = ra, (вне). 
( 见 第 二 卷 872 ,习题 1). 这 样 一 来 
iwr/e 
8DR(o;ir,r') = - (гы - 





w rot’ „Он (o ;0 г’). 


最 后 ,将 (77.6) 的 D5 代入 后 ,我 们 得 到 
SDi (wsr,r’) = h( rotye™/r)}a, гої’ ег (2) 
(利用 rot У, =е,,. У, У, =0). 
3. 在 习题 1 的 条 件 下 ,确定 电磁 场 的 涨 落 , 但 认为 介质 的 温度 远 低 于 物体 
的 温度 . 
解 :在 习题 1 的 计算 中 ,与 (1) 的 花 括号 的 两 项 相对 应 , 场 自然 地 分 为 零点 
涨 落 和 黑体 热 辐 射 后 者 也 由 两 部 分 组 成 一 一 即 物 体 本 身 的 热 辐射 和 介质 的 黑 
体 辐 射 在 物体 上 散射 而 形成 的 场 ， 如 果 介 质 的 温度 低 , 就 没有 第 二 部 分 . 在 解 
题 时 我 们 单独 计算 这 部 分 ,然后 从 (1) 中 减 去 . 设 4(r) -А +40 ФА 
是 无 物体 时 涨 落 的 场 ,而 4'" 是 被 物体 散射 的 场 ， 在 大 距离 上 ,A 很 小 ,在 计算 
8(4j4p )。 时 可 以 忽略 A'” 的 平方 项 . 因此, 来自 散射 的 贡献 有 
3° (АА, ) „= (АРАБ) + (АРА), = 
= (А Ав’) + (АА). 
散射 场 又 由 第 二 卷 §$72 的 公式 给 出 ,但 现在 的 避 极 矩 应 当 简 单 地 理解 为 黑体 辐 
射 所 感应 的 矩 @ =a AO) (0). 仍 引 入 无 物体 时 的 真空 格林 函数 ,有 
А (п) = 950 0озғ) а, (94 (0), 
于 是 


2 


(AA). = за (шут, ) а (Ан? (0) А” (r,)),, 


QD 有 磁极 化 率 , 并 不 一 定 表明 物体 是 由 磁性 物质 组 成 的 . 例如 , 趋 肤 效应 可 以 将 磁场 从 物体 中 排挤 
出 去 . . 
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再 从 (76.2) 中 取得 关联 函数 (4 hi )。 因为 在 这 里 我 们 感 兴趣 的 只 是 热 辐 
射 ,应 当 和 忽略 公式 中 的 零点 振动 项 , 即 进行 代 换 
ho 1 1 | 


l coth — + — 
— влет ТЕ ehe/ Е 


2 27 L 2 
结果 得 到 散射 的 黑体 辐射 对 关联 函数 的 贡献 


8 (A, An) [Da( о; ) м, три, ( w ;r,) + 


2 _ 

e hc (ee 1) 

+ Da” (о;Р,)о Ттр? (o ,r,) ]. (3) 

最 后 ,为 了 求 出 冷 介质 中 的 涨 落 场 ,应 当 从 (1) 减 去 (3) ,利用 张 量 D. # a, 的 对 
称 性 , 作 简 单 的 变换 之 后 我 们 得 到 


8 (A A.) Р® ( зт) (ао, (2) ] ОЕ; (a; (4) 


Я 20 
“ 有 ie?(ei – 1) 
(了 是 物体 的 温度 ). 在 此 写 出 的 仅 是 热 项 ;(1) 中 零点 振动 项 保持 不 变 . 我 们 
应 注意 :定义 物体 热 辐射 的 表达 式 (4) 只 与 极 化 系数 的 虚 部 有 关 . 按 表 达 式 (4) 
计算 的 能 流 已 不 等 于 零 ,而 给 出 了 热 物体 往 周 围 冷 介质 辐射 的 热 辐射 强度 . 


$78 线性 电路 中 的 电流 涨 落 


涨 落 - 耗 散 定理 还 有 一 个 重要 的 应 用 ,就 是 H. Nai 1928 年 首先 研究 的 
线性 电路 中 的 电流 涨 落 问题 . 

电流 涨 落 是 导体 中 的 自 由 ( 即 无 外 加 电动 势 而 发 生 的 ) 电 振东 在 闭合 的 线 
性 电路 中 ,自然 最 有 意义 的 是 沿 导 线 产 生 总 电流 为 7 的 振荡 . 下 边 我 们 假设 满 
足 似 稳 条 件 一 一 电路 的 尺度 小 于 波长 A ~ c/w， 则 在 电路 的 各 个 部 分 总 电流 J 
都 相同 ,并 且 仅 是 时 间 的 函数 . 

我 们 选 此 电流 作为 第 五 卷 $ 124 中 涨 落 - 耗 散 定理 普遍 表述 中 的 x(1). 
因此 ,为 了 阐明 有 关 广 义 感应 率 a 的 意义 ,我 们 假设 在 电路 中 有 外 来 电动 势 8. 
则 在 电路 中 能 量 的 耗 散 为 Q =J8. 与 作为 “ 力 ”的 定义 的 Q = -zf 进行 比较 [ 见 
第 五 卷 (123. 10)] ,我 们 看 出 , = - 8, 或 储 里 叶 分 量 8。 = р. 另 一 方面 ,在 线 
性 电路 中 ,电流 和 电动 势 的 关系 式 为 8。= Z(w) : J . 此 处 Z(w) 是 电路 中 的 复 
电阻 (阻抗 ). 因此 ,有 

J, = @ Z =iwf,/Z. 
与 关系 式 (z)。= a(w)f 中 广义 感应 率 的 定义 比较 ,我 们 求 得 a(w) =iw/Z(w). 它 
的 虚 部 为 


Im =I 2 -_@ А 
> 


ЖАБ К = Ке Z. 
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根据 涨 落 ~- 耗 散 定理 ， 


(х^), = hicoth 29 ` Im a(w), 
对 于 电流 涨 落 的 谱 函 数 , 现 在 得 出 
обе © (78.1) 


(J), =—— : 
1Z(w) | 2Т 
如 把 电流 涨 落 看 做 是 “随机 ”电动势 8。= 2J。 作 用 的 结果 ,这 个 公式 就 可 以 写成 
另外 的 形式 ， 对 此 电动 势 我 们 有 
(2°), = wR(w)coth ho (78.2) 
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在 经 典 情况 下 (iw << T) 
(Ф), =2TR(o). (78.3) 
我 们 再 强调 一 次 ,这 个 公式 完全 与 电路 阻抗 耗 散 所 引起 现象 的 本 质 
无 关 . 


$79 在 介质 中 光子 的 温度 格林 函数 

在 介质 中 光子 的 温度 格林 函数 按 松原 电磁 场 势 算 符 构 造 的 方式 ,与 时 间 格 
林 函 数 (75.2) 由 海 森 伯 算 符 构成 的 方式 相 类 似 ; 

8, = - (TAN (TT) А" (т, ,r,)), (79.1) 
ВЕДЬ, НЕЕ ИОЛЕ, Е 各 和 4x[ 根据 (37.1) 定 义 ] 
彼此 相等 . 然而 这 些 算 符 本 身 ( 不 同 于 海 森 伯 算 符 ) 已 不 是 厄 米 的 ;由 于 参数 
是 实 的 ,我 们 有 
[4% (т,г) ] + _ Ге А (л)е "21 + =e РА (г) тА 
或 
[4Y(r,r)] + =А"( -7,r). 


因为 函数 (79.1) 仅 依赖 于 差 7=7, -rz( 对 比 8$37) ,所 以 可 以 写成 (例如 取 
т>0) 


8, (туг, ьг,) = - (AY (TT )А*(0,г,)), 
8, ( тут, уг) = - (Ак(тьг,)АХ(О,г,)). 
比较 这 两 个 表达 式 可 以 看 出 
8, (тг, ,г,) = %,(zir,,r,). (79.2) 
函数 多 ,可 以 按 变 量 7 展 成 傅 里 叶 级 数 ， 


G(TIr ,Tr) = 了 > 9, ($,3г, ›г.)е`*”, (79.3) 
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并 且 由 于 光子 遵守 玻 色 统计 ,“ 频 率 ”Z, БИН А, = 2msT[ 对比 (37.8)]， 对 于 这 
个 展开 式 的 分 量 , 从 (79.2) 可 以 得 到 类 似 的 关系 式 
D(C sr r,) = Dl -53rari) (79.4) 
根据 一 般 关 系 式 (37. 12) ,这 些 分 量 和 推迟 格林 函数 ,在 7 取 正 值 时 有 下 列 
等 式 相 联 系 
2, ( ,sr st) = DE( ,sr, „г. | 
fE $ 75 中 已 经 证 明 :在 一 定 意义 下 ,函数 Da(w;ri,r,) 可 以 看 做 是 外 界 扰动 下 宏 
观 系统 的 一 般 响应 理论 中 的 广义 感应 率 . 由 此 得 到 用 等 式 (75. 12) 表述 的 这 些 
函数 的 对 称 性 (对 非 磁 活 性 介质 ). 由 于 D4 和 多 ,之 间 的 联系 ,后 者 同样 具有 这 
种 性 质 : 
2, (¿r ‚г.) = %,(£,;r,,r,) (79.5) 
由 此 等 式 以 及 等 式 (79.4) ,现在 得 出 函数 9, ({,;г, ,r,) 对 于 离散 变量 是 偶 函 
数 ,因此 在 它 的 所 有 值 ( 正 的 和 负 的 ) 的 范围 内 ,有 
2302,37. г.) =Di(il£,l;ri,r,) (79.6) 
其 次 ,函数 DE (о;г, ,rm) 以 及 一 切 广义 感应 率 在 o BJ E k E Sh E О И, 
五 卷 8$ 123) ;因此 ,从 (79. 6) 得 出 ,在 取 任 何 值 时 ,函数 9, (С, зт, ор) 
的 . 最 后 ,由 这 些 性 质 也 得 出 ,最 初 的 函数 多 , (тул, о, ) 是 实 的 ,并 是 变量 7 的 
偶 函 数 : 
Di (туг, ‚г, ) =2%,( -туи, ‚г. ). (79.7) 
由 温度 格林 函数 和 推迟 格林 函数 之 间 的 关系 式 (79.6) ,可 以 立刻 写 出 在 非 
均匀 介质 中 函数 多 ,应 当 满 足 的 微分 方程 ;为 此 ,只 要 在 方程 (75. 15) 或 (75. 16 ) 
中 进行 wilz,1 的 代 换 即 可 . 例如 ,对 于 j=1 的 各 向 同性 的 非 磁 活 性 介质 ,我 
们 得 到 方程 





| 8 зда л), |9, (£ j;r,r') = 
Əx,Əx, il с? 59 й Ik 899 


= -4т# 6,8 (г-г’). (79.8) 
对 于 均 勺 且 无 限 的 介质 ,函数 99, (6.;г,г’) ЗЕ г-г Ваня. ЗХ 

个 展开 式 的 分 量 满足 代数 方程 组 
= [t – Buk” вт, |) |2, (5, 有 =Š. (79.9) 


并 由 下 式 给 出 包 


Ф 在 实际 应 用 (对 比 8$ 80) 中 函数 多 总 以 与 6 的 丧 积 形式 出 现 ;因此 如 =0 时 的 发 散 实际 上 将 
消除 . 
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4xh С.К, 
0 ET [4 азс 
因为 函数 D (2, ,К) 1 se(w) 表 征 的 (在 长 波 范围 内 ka <<1) ,所 以 计算 
它 所 用 的 图 技术 ,也 就 成 了 计算 介质 的 电容 率 的 技术 , 此 时 ,后 者 同样 具有 确切 
的 图 意义 ,下 面 就 来 解释 这 个 意义 . 
按 规 则 我 们 用 粗 虚线 表示 精确 的 2 — 函数 ,而 真空 中 的 函数 多 ”用 细 虚 线 
表示 


(79.10) 


НЕ РИРУРТ 99 (79.11) 


描述 27 АЖ НУ И 9 — JJ Е & , ВЕ КАП F 8 2 ЖЖ Е [ 5 М С 的 级 数 
(14.3) 完 全 类 似 ]. 


ne О-у. 00:0) 


此 处 圆圈 描述 图 单元 的 集合 ,每 个 单元 不 能 分 为 仅 由 一 条 虚线 联系 的 两 个 部 分 . 
我 们 用 - 2,/4т 表述 这 个 集合 .函数 胸 ( 类 似 于 粒子 格林 函数 的 自 能 部 分 ) 称 
为 极 化 算 符 . 

(79. 12) 的 图 等 式 与 下 列 方程 等 价 : 


ананаса Om (79.13) 
[5 (14.3) 2lJ (14.4) 的 过 渡 比 较 ]. 解析 形式 的 方程 为 
8, =Z 0) 902 (79.14) 
47 


(所 有 因子 都 是 相同 宗 量 С, АЈБ). ЗЕКЕ 多 ,而 左边 乘 
以 用” ,再 改写 为 | 
Di = 90000-1 г (79.15) 


т 
最 后 ,从 方程 (79. 9) 的 左 侧 取 97 ,3E BE e =1 时 多 (9! 的 同样 表达 式 . 我 们 
得 到 | 
РАЮ = гы.) - Па, 
由 此 ,在 o 的 上 半 虚 轴 上 的 离散 的 点 集合 内 ,确定 了 函数 [es(o) - 1] 的 图 的 意 
Х. 函数 e(ilg. 1) 在 整个 上 半 平 面 的 解析 延 拓 ,原则 上 ,应 当 考 虑 到 s(w) 在 这 


(79.16) 


Ф ”在 这 里 用 虚线 表示 多 函数 ,不 会 引起 误解 ,因为 在 本 节 和 下 一 节 , 都 没有 显 形式 的 介质 粒子 成 对 
相互 作用 能 的 出 现 ( 以 前 用 这 种 记号 描述 过 介质 ). 
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半 平 面 内 不 应 当 有 奇 点 ,并 且 在 lol 一 时 s(w) 一 1%. 
在 非 均匀 介质 内 极 化 算 符 (如 同 多 ,) ,是 两 点 坐标 的 函数 , 重复 坐标 表象 内 
的 全 部 推导 ,代替 (79. 14) 我 们 得 到 方程 
(г, г.) = 
=,’ (1,7, ) +2 | 2 (r, r, )%, (r, Ts ) %, (Tra, r, ) d x; d° x, 
‚ 4т | 


(УНИ, УКЕ с). Я 
9 _ 
0x,,0x,, 


从 左边 作用 到 等 式 上 ,并 考虑 到 D?” 满足 e =1 的 方程 (79.8) ,于 是 得 到 
ЕС г’) 9, (г’,г,)4°х' = [2(г,) - 11259, (r,,r,). 
c 


2 
-8„4А, + 8, 
c 


由 此 得 


(СГ, ,7 ) = лаб -7r,)[Le(ile,! ‚г, ) =. (79.17) 


凝聚 介质 的 结构 ,以 及 它 的 介 电 性 质 ,由 在 原子 线 度 a 的 距离 内 介质 粒子 间 
的 作用 力 来 确定 . 在 这 个 臣 离 内 可 以 忽略 (粒子 取 非 相对 论 速度 ) 推迟 作用 ,这 
种 作用 仅 对 于 场 的 长 波 成 分 ka <<1 才 重要 ; 换 句 话说 ;计算 极 化 算 符 时 可 以 忽 
略 场 的 长 波 部 分 . 在 格林 函数 多 ,的 图 中 ,长 波 场 只 通过 (79. 12) алт В 
线 来 描述 . 

本 节 研 究 的 三 维 张 量 2, ,当然 只 是 4 维 极 化 张 量 多 ,的 空间 部 分 . 为 了 如 
免 误会 ,我们 强调 指出 , 它 的 时 间 分 量 多 ,和 混合 分 量 人 , 绝 不 为 零 .而且 如 同 在 
量子 电动 力学 一 样 ,这 四 维 张 量 完全 与 势 的 规范 无 关 . 在 非 相对 论 的 理论 中 ,这 
个 规范 不 变性 是 显然 的 .因为 ,上 边 已 经 指出 ,只 要 计 及 与 长 波 场 的 规范 无 关 的 
非 推迟 力 , 即 可 计算 出 极 化 算 符 . 

分 量 志和 多, 可 以 从 4 ЖЕНИ. Р.Р = 0 中 得 出 ,此 处 从 = 
( 认 ,,k) 是 四 维 波 矢量 : 


Ф = _k [edile,!) =, 
hc 


С.Е. 
So = 216114,1) – 1]. (79.18) 


Ф 在 各 向 异性 介质 中 应 当 写 
RL Kk) = СВО) ealilt,!) - 84], 
注意 ,这 种 形式 的 表达 式 存在 空间 色散 时 , 即 当 si 不 仅 依赖 于 频率 而 且 还 依赖 于 波 矢量 时 , 仍 保持 其 正 
Ё. 
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$80 范 德 瓦 尔 斯 力 的 应 力 张 量 
虽然 凝 素 物体 的 结构 基本 上 由 它 在 原子 距离 上 粒子 的 相互 作用 力 来 确定 





范 德 瓦尔 斯 力 同样 对 热力 学 量 ( 如 它 的 自由 能 ) 有 一 定 贡献 . 我们 记得 ,对 于 自 
由 原子 ,这 个 相互 作用 能 随 距 离 增 加 以 +r 减少 ( 见 第 三 卷 § 89) ,而 在 推迟 效应 
成 为 重要 因素 以 后 , 则 相互 作用 , 随 r 而 减少 ( 见 第 四 卷 $85)， 当 然 , 在 凝聚 介 
质 中 , 范 德 瓦 尔 斯 力 不 能 归结 为 原子 成 对 间 的 相互 作用 ， 同 时 ,它们 的 作用 半径 
大 于 原子 距离 这 件 事 ， а 
力学 性 质 的 影响 问题 ， 

在 宏观 理论 中 ,材料 介质 中 的 范 德 瓦 尔 斯 相互 作用 ,可 以 看 做 是 通过 长 波 电 
磁场 实现 的 (E. M. 栗 弗 席 效 ,1954 ) ;我 们 注意 到 ,这 个 概念 不 仅 自身 包括 场 的 
热 涨 落 ,而 且 还 包括 场 的 零点 振动 . 这 个 相互 作用 对 自由 能 贡献 的 重要 性 就 在 
于 范 德 瓦 尔 斯 相互 作用 的 非 可 加 性 : 它 不 只 单纯 正比 于 物体 的 体积 ,而 且 还 与 物 
体 的 形状 和 相对 位 置 的 特征 参数 有 关 . 就 是 说 ,与 范 德 瓦 尔 斯 力 远 程 相互 作用 
的 非 可 加 性 特征 有 关 的 乃 是 这 样 的 性 质 , 即 :依靠 它 可 以 将 范 德 瓦 尔 斯 力 对 自由 
能 的 贡献 从 很 大 的 可 加 部 分 中 分 离 出 来 . 在 宏观 图 像 中 ,这 个 性 质 来 源 于 :介质 
在 某 一 区 域 的 电 性 质 的 任何 变化 ,由 于 麦克 斯 韦 方程 ,甚至 在 此 区 域外 也 导致 涨 
落 场 的 变化 ， 当 然 ,实际 上 , 非 可 加 性 效应 只 在 特征 线 度 足 够 小 (虽然 比 原子 线 
度 大 ) 时 才 显 现 出 来 ;例如 薄膜 ,被 狭 缝 分 开 的 物体 等 等 ， 

在 每 次 计算 电磁 涨 落 对 自由 能 的 贡献 时 ,数量 级 为 介质 非 均 匀 性 特征 长 度 
( 膜 的 厚度 , 颖 的 宽度 等 等 ) 的 波长 总 是 重要 的 . 这 个 事实 正 是 宏观 理论 中 范 德 
瓦尔 斯 力 按 晨 规律 衰减 的 原因 ， 假如 某 一 固定 波长 和 A, 的 涨 落 是 重要 的 ,这 将 导 
致力 以 指数 ~r/A 的 指数 函数 规律 衰减 ， 其 次 ,因为 特征 线 度 ,以 及 涨 落 的 特征 
波长 远大 于 原子 线 度 ,此 涨 落 的 一 切 性 质 和 它 对 自由 能 的 贡献 , 便 完全 由 物体 的 
复 电 容 率 来 表征 . | 

我 们 的 目的 ,是 计算 作用 在 非 均 匀 介 质 上 的 宏观 力 中 .作为 推导 的 第 一 步 ， 
我 们 先 来 确定 当 电容 率 作 微小 变化 时 介质 自由 能 的 变化 (忽略 物质 的 磁性 , 即 


导 磁 率 人 =1). 我 们 认为 ,se 的 变化 引起 系统 哈密 顿 量 某 些微 小 的 变化 5А. BE 
时 目 由 能 的 变化 为 


Е = (ӘН). (80.1) 
此 处 平均 是 按 无 微 扰 哈密 顿 量 序 的 吉 布 斯 分 布 进行 的 (系统 在 给 定 温度 和 体积 


Ф 以 下 阐述 的 理论 属于 H.E. Дзялошинский 和 JI. П. . Питаевский (1959) 
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T). ЖА з 

й=Н, +, Тки = - J; Aa. (80.2) 
的 形式 D， 此 处 Ў, ЖАТ СО НИЯ НЕЕ ЯЗ, 所 中 包含 所 有 其 余 
的 相互 作用 ,其 中 也 包括 自由 粒子 和 光子 所 对 应 的 项 [ 严格 来 说 ,(80.2) 中 的 积 
分 应 当 理解 成 在 某 一 波 矢 k, << 二 处 截断 .然而 最 终结 果 不 出 现 截断 参数 ]. 算 


符 4 是 长 波 场 的 矢 势 算 符 ， 重要 的 是 :对 应 电容 率 变化 的 算 符 SH 不 包含 


4 一 一 因为 电容 率 只 决定 于 原子 距离 上 粒子 的 相互 作用 . 
现在 我 们 在 (80. 1) 中 变换 到 可 称 之 为 “长 波 相互 作用 表象 "中 的 松原 算 符 : 


在 此 表象 中 算 符 对 r 的 依赖 关系 ,由 哈密 顿 量 中 除了 Vyy 以 外 的 一 切 项 来 确定 . 
用 推导 (38.7) 一 样 的 方法 ,我 们 得 到 


BP = T5518"6),, о =T exp j” ‚ А\Ч?жат, (80.3) 
此 处 (…》 表 征 按 哈密 顿 量 为 也 的 吉 布 斯 分 布 平 均 . 根据 选 定 表象 的 意义 , 松 
原 算 符 定义 为 

АМ (т.г) =exp(7H,)A(r)exp( -7 应 ). (80.4) 

88" 以 及 组 成 粒子 流 算 符 产 @ 的 и 算 符 也 同样 定义 . 因为 站 不 包括 长 波光 子 与 

任何 别 的 相互 作用 ,所 以 A 和 自由 光子 场 的 算 符 (松原 的 ) 一 致 ;当然 ,对 于 粒子 
的 少 算 符 就 不 是 这 样 ,因为 如 中 包含 粒子 之 间 的 相互 作用 . 

根据 建立 图 技术 的 普遍 原则 ,我 们 把 (80. 3) 中 的 指数 函数 按 7, ЮЕ 

开 @. 此 时 在 展开 的 每 一 项 中 ,自由 场 算 符 4 的 乘积 ,根据 维 克 定 理 , 按 通常 方 

式 以 成 对 收缩 的 形式 平均 ， 展 开 的 零 级 项 (不 包括 A* 的 ) 给 出 SP, 一 未 计 及 

长 波 涨 落 的 自由 能 变化 .接着 ,平均 4" 的 线性 项 ,其 结果 为 零 ， 在场 的 平方 项 


中 ,两 个 算 符 的 收缩 (4YA*) 给 出 多 个 一 一 自由 光子 格林 函数 ;这 项 可 以 用 下 图 
表述 : 


中 在 这 一 节 中 取 h=1l,c=1. 

@ 为 了 避免 记号 的 繁杂 ,我 们 在 此 表象 省 略 了 本 应 附加 给 算 符 的 指标 0. 

@ 在 表达 式 8F 中 ,考察 分 子 的 展开 已 足够 ,与 通常 一 样 ,在 分 母 中 因子 (5)。 的 作用 ,归结 为 消除 
能 分 解 成 两 个 或 两 个 以 上 不 相连 部 分 的 图 . 
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(80.5) 


(提出 的 数值 因子 1/21 是 在 指数 函数 展开 时 出 现 的 ) 虚 线 白 圈 表 征 2 函数， 
而 画 斜 线 的 圆圈 是 一 切 其 余 因 子 的 平均 结果 
我 们 不 想 写 出 最 后 这 个 量 的 显 形式 ;重要 的 恰好 正 是 5 和 4/4T, 此 处 59,6 


当 系 统 哈 密 顿 量变 化 5Н 时 极 化 算 符 的 变化 . 
用 同样 方法 研究 煞 函 数 的 变化 , 便 容易 确信 这 一 点 .在 算 符 的 同一 表象 
中 ,此 函数 由 下 式 给 出 


| 1 A A A 
(т, „Г, зто ›Го) = -BT (тол Ар (тат ) 0) о, 
0 
此 处 
1/7 А А 
ó =Т,ехр | ( - Уки – 6H" )dr 
0 


在 “相互 作用 ”中 不 仅 包括 У 而 且 还 包括 58. 待 求 的 变化 5 多, ,可 由 此 式 按 
88"* 的 短 展 开 的 线性 项 给 出 : 


] А x Ж > 
5.97, == (т. Hdr · A; (т, ‚г, ) Аь (Ta ,7 ) exp J?" Ах. хдт) ,. 


(80.6) 

ТЕ V. НЕЈЗЕ ОЗН СВ ЗУ 4 18.3 ЫР ЛУ ВО. 

ВНЕ (ЖЕ < АМА) 从 不 含 变量 r ,r, 的 其 他 因子 中 分 离 出 来 )， 一 级 项 

中 包含 奇数 个 4 算 符 ,因而 在 平均 时 变 为 零 ,最 后 ,二 级 项 在 8 多 ,中 给 出 用 下 图 
描述 的 表达 式 


56, = ---@--- (80.7) 


其 圆圈 与 (80. 5) 中 的 相同 (由 于 考虑 到 算 符 六, 中 的 “内 部 " 算 符 4 与 “外 
部 ” 算 符 A* 和 A* 有 了 两 种 缩 并 方式 ,此 时 1/2 因子 便 被 消去 ). 另 一 方面 , 按 极 化 
算 符 定义 ,在 所 讨论 的 近似 中 ,格林 函数 用 下 列 求 和 式 表述 

Sy = ----- + ---O---. 


此 处 日 圆圈 是 极 化 算 符 /4m， 因 此 ,这 个 函数 的 变 分 便 给 出 带 有 用 892, /4т 
表示 的 画 斜 线 圆 圈 的 图 (80.7). 
在 (80.3) 中 展开 的 后 续 各 项 , 乃 是 对 (80. 5) 图 的 虚线 和 回 图 的 各 级 修正 
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这 些 修正 将 虚线 变 成 精确 的 函数 97,. 如 前 所 述 ,对 3 用 的 长 波 修 正 是 很 小 的 ， 
因此 马上 可 以 把 59 理解 成 精确 的 极 化 算 符 的 变 分 . 
这 个 结果 可 写成 解析 形式 ( 按 变量 т 进行 健 里 叶 展 开 之 后 ) 由 


f 1 
ОР = $F, 3 т | 9,065 r) 820,573 г) ° d xid x,. 


(80.8) 
根据 (79. 17) , 极 化 算 符 的 变化 用 电容 率 的 变化 (对 各 向 同性 介质 ) 来 表示 : 
RP (4.37 ог.) =£8,8(r, -r,)Še(il£,l,r.); 
此 处 的 8 函数 可 消除 (80. 8) 中 的 一 个 积分 . ЖЕ 的 偶 函 数 ,将 
(80. 8 ) 改写 为 


dF = F, - = > ежели. ‚г) dx, (80.9) 


此 处 只 对 * 的 正 值 芭 和 , 求 和 号 上 的 一 撒 ,表示 零 级 项 应 当 有 因子 1/2( 这 项 是 
有 限 的 ;因子 ë 消除 2,0 ¿, =0 时 的 发 散 性 ). 
为 了 书写 今后 的 公式 , 除 函 数 多 ,外 ,最 好 采用 类 似 于 (76. 3 一 76. 4) 式 的 两 
个 函数 : 
(Ёт) = (зг), 


(80.10) 
(2, гг’) = гоїцгої',„ 2, ( £, Р.Р’), 
则 Š F 最 后 可 写 为 下 列 形式 
8F = F, + > езт) ве (ив, г) а?а, (80.11) 


现在 我 们 利用 公式 (80. 11) 来 确定 作用 在 非 均匀 介质 内 的 力 . 已 假定 介质 
是 各 向 同性 的 ;现在 再 认为 它 是 液体 ， 于 是 , 它 在 每 一 点 的 状态 变化 (温度 一 定 
时 ) 只 能 与 密度 p 的 变化 有 关 . 

我 们 假设 ,介质 进行 等 温 的 微小 形变 ,其 位 移 矢 量 为 u(r). 与 此 对 应 的 自 
由 能 的 变化 是 


8F = - [7 ud, (80.12) 


此 处 是 作用 在 介质 上 体积 力 的 密度 . 另 一 方面 如 用 同一 个 位 移 矢 量 来 表达 恋 
分 SF, 和 8e, 即 可 由 (80.11) 式 确定 这 个 变化 SF. 设 Р, (р,Т) 是 在 给 定 p 和 了 7 


中 ”我 们 不 给 出 确定 (80.5) 型 图 (无 自由 端 线 图 ) 记 号 的 一 般 规 则 ,只 要 把 展开 式 (80.3) 及 (80.6) 
的 相应 项 写 出 显 形式 , 便 容易 建立 给 定 情况 下 的 一 般 规 则 . 不 过 ,指出 下 列 事实 已 足够 了 . 在 (80.3) 的 此 
项 中 ,包含 一 对 4 算 符 的 一 个 收缩 ,而 在 (80.6) 中 是 两 对 ;因为 一 对 收缩 给 出 一 个 多 ,所 以 图 (80.5) 和 
《80.7) 具 有 相反 的 符号 ,于 是 使 (80.8) 具 有 负 号 . 
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值 并 未 考虑 范 德 瓦 尔 斯 修正 压强 的 情况 下 ,相应 的 体积 力 密度 是 ji = - V P, , 
因此 


8F, = J и • УР, d° x. 


其 次 ,密度 变化 通过 连续 性 方程 5p = - V - (pu) 与 位 移 和 拓 量 联系 起 来 . 因此 电 
容 率 的 变化 为 
а Сон). 
др др 
将 此 代入 (80.11) , 按 物 体 的 全 部 体积 进行 分 部 积分 ,然后 把 所 得 SF 的 表 式 与 


(80. 12) 比较 ,我们 得 到 
T < , k , 9 
f= УР дд УРУ [Ява | (80. 13) 


特别 是 ,这 个 公式 可 立即 确定 对 物体 化 学 势 的 修正 . 为 此 ,我 们 写 出 力学 平 
衡 条 件 :f=0. 此 时 考虑 到 在 温度 恒定 下 , 


dP (р,Т) = 大 duo(p,7) , 


此 处 jo(p,7) 是 物体 无 微 扰 时 的 化 学 势 (m 是 粒子 的 质量 ) , 则 我 们 得 到 形 如 
p Vu, =0 的 条 件 , 这 里 
(PT + У (рату) 88, (80.14) 
另 一 方面 ,任何 非 均 匀 物 体 的 力学 平衡 条 件 ,是 化 学 势 在 体内 为 常数 ;因此 ,很 明 
显 ,公式 (80. 14) 就 确定 了 这 个 化 学 势 
如 所 周知 ,所 谓 应 力 张 量 rs 可 以 最 完全 地 描述 介质 内 的 作用 力 . os 与 矢量 
f 的 分 量 用 下 列 关系 式 联系 起 来 : 





f= =, (80.15) 
为 了 把 公式 (80. 13) 变换 到 这 种 形式 ,首先 将 它 改 写 如 下 
P, E 
ДЕЯ | (200) тие) ^)} - 


-让 Ze(r)- pd r) 


(为 简化 起 见 ,在 中 间 公 式 内 不 写 宗 量 ¿,). 前 的 形式 . 第 三 
项 写 为 





1-5’ +000 0 |90), 


将 函数 2,(r,r') 35 — 4-3 E 028 — + °. Sonia s s 
г. 我们 利用 下 列 方程 [ 见 (79. 8) ] 进行 计算 
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Á,@,(r,r') = -4m6s8(r-r)， 
A (гг) = -476,8(r-r’'), 
此 处 
A “Ee(r)6, + rot, то, = £ g (r)ë,, + pe 
结果 我 们 得 到 等 式 ( 当 г=г’) 
s2 =2 [694 +94] - 2-91 


应 力 张 量 最 终 有 下 列表 达 式 : 
т<, 1 де( 这, ,ғ) 
Са = - Рад, от 2. | >ë | 2(4. г) ет 


* Du гг) +=(щ, г) (Езгу - 
1 
- 5 вии бт) + Я „({,;г,г) }. 


| (80.16) 
然而 ,得 到 的 公式 还 不 具有 直接 的 物理 意义 .因为 ,函数 2 f r'—r 时 以 


二 二 -的 形式 趋 于 无 限 大 [借助 于 方程 (79.8) 容 易 相信 这 一 点 ]. 这 个 发 散 性 


是 大 波 矢量 (k ~1/1r -7r'1) 贡 献 的 ,而 且 只 与 方程 (79. 8) 不 适用 于 上 二 a 的 情况 
有 关 . 如 果 不 明显 地 引 人 在 大 大 处 的 截断 ,这 个 困难 可 以 避免 . 为 此 我 们 注意 到 ， 
短波 涨 落 与 我 们 感 兴趣 的 、 跟 介质 非 均匀 性 相 联系 的 效应 无 关 . 此 涨 落 在 物体 的 
各 给 定 所 对 热力 学 量 的 贡献 ,无 论 是 均匀 介质 或 是 在 该 点 仍 有 相同 e(r) 值 的 非 
均匀 介质 来 说 ,都 是 相同 的 . 为 了 赋予 公式 唯一 性 的 意义 , 即 实际 上 不 依赖 于 截 
断 性 质 ,因此 在 公式 中 应 当 引 进 相应 的 减 除 ,就 是 说 格林 函数 2 (Z. ;r,r) W ` 
理解 为 差 值 的 极限 


limf @,(£.;r ) - 9, (6 ;г,г’)}, (80. 17) 


此 处 多 ,是 均匀 无 界 的 辅助 介质 的 格林 函数 , 它 与 真实 介质 在 该 点 +r 有 相同 的 电 
容 率 ; 这 个 极限 已 不 发 散 . 在 书写 公式 时 ,为 了 避免 不 必要 的 复杂 性 ,仍然 保持 以 
. 前 的 形式 ,但 公式 中 的 纹 , 已 经 理解 为 差 值 (80. 17). 此 时 ,P,(p， 了) 是 无 界 的 均 
匀 介 质 中 在 p 和 了 给 定时 的 压强 . 

无 论 在 公式 (80. 16 ) 还 是 在 确定 格林 函数 多, 的 方程 (79. 8) 中 ,介质 的 性 质 
都 只 以 电容 率 (这 ) 作 为 虚 频 率 的 函数 而 出 现 . 我 们 联想 到 ,这 个 函数 在 实 频率 
时 与 电容 率 的 虚 部 ,以 下 述 简单 关系 相 联 系 : 


se(if) =1 + | ааа (80. 18) 


$81 固体 间 相 互 作 用 的 分 子 力 … 一 般 公式 - 319. 


( 见 第 八 卷 $ 82) .因此 可 以 说 ,在 材料 介质 中 ,确定 范 德 瓦 尔 斯 力 的 唯一 宏观 特 
性 量 ,归根 到 底 乃 是 它 的 电容 率 的 虚 部 . 

公式 (80.16) 在 形式 上 ,精确 地 对 应 于 宏观 电动 力学 在 恒定 电磁 场 内 麦克 
斯 韦 应 力 张 量 的 著名 公式 ,此 时 EE 和 五 分 量 的 平方 组 合 ,用 相应 的 函数 - 多 ;和 
- 多 ;来 代替 . 然而 ,这 种 类 比 并 无 太 深 刻 的 意义 : 它 绝 不 表示 交 变 电磁 场 也 有 
吸收 介质 中 应 力 张 量 那样 的 一 般 表 达 式 (其 中 作为 介质 的 特性 量 只 是 电容 率 )， 
在 这 种 情况 下 ,我 们 遇 到 的 不 是 任意 的 电磁 场 ,而 是 介质 中 处 于 热平衡 的 固有 涨 
落 场 . 


$81 固体 间 相 互 作用 的 分 子 力 : 一 般 公 式 


我 们 应 用 上 一 节 得 到 一 般 公式 去 计算 固体 间 的 作用 力 . 这 里 唯一 应 该 满足 
的 条 件 ,是 两 固体 表面 接近 的 微小 距离 必须 大 于 固体 中 的 原子 距离 . 正 是 这 个 条 
fk ,允许 用 宏观 的 观点 把 被 研究 的 物体 看 做 连续 介质 ,它们 的 相互 作用 看 做 借 涨 
落 电 磁场 实现 的 . 此 时 重要 的 涨 落 是 其 波长 达到 问题 的 特征 线 度 一 “物体 间隙 
宽度 的 数量 级 了 . | 
我 们 用 标号 1 和 2 表征 两 个 固体 的 量 , 而 标号 3 是 其 间隙 19 Ë 2 
(图 17) 的 量 . 设 间隙 是 平面 平行 的 ;x 轴 垂 直 于 平面 (因此 物体 -人 ~ 
1 和 物体 2 的 平面 是 x =0 和 %=/ 的 面 ,此 处 /是 隙 宽 ). 作用 在 
单位 表面 积 ( 例如 物体 2) 上 的 力 下 ,可 以 当做 通过 这 表面 流 往 物 
体 的 动量 流 来 计算 . 动量 流 由 间隙 x = 1 处 电磁 应 力 张 量 的 e_ 分 
量 给 出 . 在 真空 中 sa = 1, 表 式 o,,(80.16) 归 结 为 @ 
F So 01) 
а У, 1950.10) +9106, D) ~ DEED) + 
+ DCsl,) + HL 1, - DE ;1,1)}. (81.1) 
(本 节 用 字母 n 表示 求 和 下 标 ). | 
由 于 问题 在 y 和 z 方 向 上 的 均匀 性 ,函数 9, (Zir,r) 只 依赖 于 差 y -y' 和 
z -zj[ 在 (80.1) 中 没 写 出 宗 量 y -y' 和 z -2];2 (8 gtx,xz) 是 按 这 些 变量 展 
开 的 傅 里 叶 分 量 . 则 
2,(¿,r,r) = | DL 3х, Я = (81.2) 
对 函数 9, ((,,Ч;х,х’) ,方程 (79.8) 取 如 下 形式 (矢量 Y 方向 沿 y 轴 ) 


图 17 


Ф $81, 582 的 结果 属于 E. М. Лифшиц( 1954) 
加 ”中间 的 计算 取 育 =1,c=1. 
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2 а? , , 
(* A )= —4mó(x-x'), 
dx 
2. 29 d е 
9-0 -i 多 Ско) +ig 2-97, (xz) = -4m8(x - -х'), 
| WD, (x,x) +, (xz) =0, 


(ауа) +iq 29, (вок) = -498(z = 2), 


Шю = (26, +4) ,.g =e(iz,) ,而 x' 起 参数 作用 (分 量 2, = 2, =0, 因 为 它们 
的 方程 是 齐 次 的 , ). 解 这 个 方程 组 归结 为 只 解 两 个 方程 : 


人 = -410(х-х’), (81.3) 


-4 6(x -—x'), (81.4) 





и 12 а, (х,х’) = 
fW BZ Ja 2, # 乡 , 由 下 列 方程 确定 
D, (xx) = – уа" Я, (х7) 


аа - 42, а -235(z- 0) (81.5) 


该 考虑 到 ,由 于 (79.5) ,8,(г,г’) = (г’,г), НМ 
2@,(q;x,z') =Z ( -q;x',zx). 
与 电磁 场 强度 切线 分 量 连续 性 相对 应 的 边界 条 件 , 归 结 为 9,9, 9, 
А ЕЕК 2, , 2, ,rot,,Z, ,rot,, Z, BE BU PE Eb Pk. 
利用 (81.5) 的 第 一 等 式 , 得 出 


(81.6) 


在 分 界面 上 必须 连续 . 

因为 考虑 到 只 在 间 院 区域 计 算 应 力 张 量 . 所 以 立即 认为 0<x'<l 在 0<x< 
[ КЖ, ЖЖ ® Ш 2 H z =1l,u =u, = (2 +)? (81.3 -81.4) 确 定 . 在 
区 域 1(x <0) 和 区 域 2(x >0) ,这 些 函 数 仍然 满足 将 e,w 取 做 e ,wl Hle,,u, 的 
那 两 个 方程 ,此 时 方程 的 右 侧 均 为 零 ( 因 为 在 此 x 关 x')， 

根据 (80. 17) ,所 需要 的 减 除 ,应 归结 为 从 间隙 区 域 中 的 所 有 函数 97, 
ІХ ТЕ =, ==, =1 之 值 . 从 而 ,特别 是 ,可 以 略 去 (81.5) 的 第 二 等 式 右 边 的 
第 二 项 ,于 是 在 间隙 区 域 


9 =-429 ә s. 3 (81.7) 
10 10; ах . 


881 周 体 间 相 互 作用 的 分 子 为: МАХ . 321. 


在 解 方程 之 前 ,还 要 做 一 注 记 . 方程 (81. 3 一 81. 4) 的 一 般 解 的 形式 是 
f (x-x') +f* (хчх’). НУ (81.3—81.4) ,(81.7) 和 函数 9, М 多 4 的 定 
义 , 可 以 证 明 : 与 x+x' 之 和 有 关 的 那 部 分 格林 函数 9, 21 ,对 于 力 的 表达 式 
(81.1) 没 有 任何 贡献 . 在 此 我 们 不 讲 这 个 问题 ,因为 这 个 结果 从 物理 考虑 中 早 
已 看 出 :如 在 形 为 产 (*+x") 的 解 中 取 x = x” ,在 间隙 内 我 们 就 会 得 到 与 坐标 有 
关 的 动量 流 一 一 这 与 动量 守恒 定律 相 矛 盾 . 因此 ,今后 在 结果 中 我 们 只 引用 与 
x +%' 无 关 的 那 部 分 格林 函数 多 ;的 表达 式 . f 

现在 我 们 来 求 函数 2. 它 满足 方程 : 


2 
É _ AC ) =0, х<0, 
ах 
d° ' 
[2-4] 2.09%) -0， =>, (81.8) 
dx 


2 
É - 42), = -4т0(х-х’) ,0 <x <l. 


由 此 得 到 
87 = Ае"*, x<0, 2. = Ве", х>[. 


21 


- Zt сәсе 
= Се" + Се -me "| 0 <x < 1. 
ш; 


在 最 后 表达 式 中 已 考虑 到 :由 于 (81. 8) В = А 40/05 在 x =%' 处 有 
等 于 47 КАЖ. 因 9. Ж dZ, dx 需要 连续 的 边界 条 件 来 确定 4,B,C, ,C,(x' 的 
НХ) ,之 后 我 们 得 到 


ооо ta y 2тен 0 <х <l. 
t, À 10, 

此 处 
230 (10 + Ww) (0, + 10, ) 

(wi юу) (0, -ш;). 
减 去 多 在 u, =, = ш, (ЮЕ 1/Д =0) 的 值 . 最 后 我 们 有 

4 ; 

97, = дез и (x —x'). 


类 似 地 解 多 ,的 方程 ,我们 得 到 ( 减 除 之 后 ) 


4т 
2, = 
СА, 


2246103 + ww) (зш, + 10, ) 


A=1-e 


10; 





cosh и.(х-х’), 


A =1-e s 
' (210; 一 201) (в. — 1, ) 


并 利用 (81.7) 得 
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0. = ®. = -sinh a, (x —x'), 


ху ух 2 
ni 


2 

47g 

дк — 22 
Z, 10, 1 


现在 算出 函数 2; M 多 ; ,根据 (81.2) ,将 他 们 变换 后 ,代入 (81. 1) ,我 们 得 





cosh 0, (х —x'). 


到 
F(1) = = гу, Ñ „(+ 7 


最 后 ,根据 а=, Vp -1 ,变换 到 新 的 积分 变量 p, 并 返回 通常 单位 ,我 们 得 到 作 
用 力 F 的 最 终 表 达 式 , 即 作用 于 被 宽度 为 1 的 间隙 隔 开 的 两 物体 中 每 一 物体 的 
单位 面积 上 的 力 : 


поб оаза". 





(s, +рє, ) (5, –ре, 2 
= 28) ар № 
此 处 = Wel -1+p ,s, = We -1 +p ‚С, =2mnT/h,e, £, 是 虚数 频率 о = Z, 
的 函数 ;联想 到 =( и) 是 正 的 实 值 , 它 从 4 =0 时 自己 的 静电 值 se。 单调 减少 到 
= о 时 的 1 外 .下 的 正 值 对 应 于 物体 的 吸引 力 . (81.9) 的 每 一 求 和 项 的 被 积 式 都 
是 正 的 ,并 且 对 每 一 给 定 p С, 的 值 ,都 随 i 的 增长 而 单调 减少 @, 由 此 得 出 ， 
F >0,dF/dl<0, 也 就 是 由 空隙 分 开 的 物体 ,以 随 距 离 增加 而 单调 减少 的 力 吸 
引 着 . 
一 般 公 式 (81.9) 是 很 复杂 的 . 然而 ,通常 由 于 温度 对 相互 作用 力 的 影响 完 
全 不 重要 ,故此 公式 可 以 大 大 简化 8. 问题 是 ,由 于 在 (81.9) 中 的 被 积 式 中 存在 
指数 函数 , 故 在 求 和 中 只 有 《~ сИ Я п ~ ch/1T 的 项 起 主要 作用 . 这 样 一 来 ,在 
IT/ch <<1 的 情况 下 ,大 值 才 是 重要 的 ,因此 在 (81.9) 中 ,可 以 从 求 和 过 渡 到 
按 dn = hd¿/2=T i Рен 温度 从 公式 中 消失 ,从 而 我 们 得 到 如 下 结果 : 


(81.9) 


Q ”推导 公式 (81.9) 时 ,假设 两 个 物体 是 各 向 同性 的 . 因此 , 它 对 晶体 的 应 用 与 可 以 忽略 电容 率 的 各 
问 腊 性 有 关 . 虽然 在 大 多 数 情况 下 这 是 完全 允许 的 ,但 应 注意 到 ,一 般 来 说 ,物体 的 各 向 异性 ,还 导致 特殊 
效应 一 一 出 现 使 物体 趋 于 相互 转动 的 力矩 . 

@ 只 要 指出 ,对 于 s=(s -1+p?)( 此 处 p>1), 当 。>1 时 ,有 不 等 式 sp >s >p, 就 容易 相信 这 一 
K. 

@ ”在 讲 到 温度 影响 时 ,我 们 不 考虑 电容 率 本 身 与 温度 有 关 的 方面 . 
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(5, +pel) (s +281) (22) _1] ара ОРИ 
i (s, —pe,)(s, -pe,) р c ) | je ( ) 


据 上 所 述 , 此 公式 适用 于 ! << ch/T 的 距离 ;在 室温 下 此 式 给 出 的 距离 其 至 达到 
~ 10 “cm. 公式 (81.10) 在 两 种 极限 情况 下 还 可 进一步 大 大 简化 . 


$82 固体 间 相 互 作用 的 分 子 力 . 极限 情况 


首先 我 们 讲述 “小 ”距离 的 极限 情况 ,这 个 “小 ”距离 ,意味 着 它 比 给 定 物 体 
的 吸收 谱 的 特征 波长 A 小 . 至 于 讲 到 凝聚 体 的 温度 ,在 任何 情况 下 它 都 小 于 在 
此 起 作用 的 ло, (例如 ,在 可 见 谱 段 ) ,因此 关于 a 的 不 等 式 显然 是 满足 的 . 

由 于 被 积 式 的 分 母 有 指数 函数 因子 ,在 按 dp 积分 时 重要 的 是 ptl/c ~1 的 区 
BÑ. 此 时 ,p >> 1, 所 以 在 确定 积分 的 主要 项 时 可 设 s, = s, = p. 在 此 近似 下 ， 
(81. 10) 花 括号 中 的 第 一 项 变 为 零 . 第 二 项 在 引入 x =2pll/e 的 积分 变量 后 给 出 

e +1)(5. +1 
во) = | а, i ‘ви (82.1) 
(在 此 近似 下 dx 积分 的 下 限 用 零 来 代替 )@ 

在 此 情况 下 力 与 距离 的 三 次 方 成 反比 ,不 过 ,我 们 期 望 ,这 对 应 于 两 个 原子 
间 范 德 瓦 耳 斯 力 通常 的 规律 ( 见 324 页 的 底 注 ). 函数 se( 这 ) - 1 随 的 增加 而 单 
调 减 少 并 趋 于 零 . 因此 ,从 某 个 2 ~ 如 开始 ,z 值 在 积分 中 就 不 再 提供 主要 的 贡 
献 :1 小 的 条 件 表 明 必 须 有 1 << c/¿,. 

我 们 证 明 : 如 何 能 由 宏观 公式 (82. 1) 过 渡 到 真空 中 的 个 别 原子 之 间 的 相互 
作用 . 为 此 ,我 们 形式 地 假设 两 个 物体 都 足够 稀薄 . 从 宏观 的 观点 来 看 ,这 意味 着 
它们 的 电容 率 接近 于 1, 也 就 是 差 e. -1 和 e, -1 都 小 . 则 从 (82. 1) 得 出 所 需 精 
度 的 公式 


h © 后 w. 
яв |, | xe (=, -1) (е, — 1) dxd¿ = 


=== |, 1:040) - 11016,04) - 114. 
在 实 轴 o 上 将 e( 这 ) 通 过 Ime(w) 表 达 出 来 ,根据 (80. 18) 得 


Q 当 a 由 % 变 到 1 时 ,下 述 积 分 





х? dx 
2 >|, ае“ -1 
的 变化 不 大 :由 1 到 1.2. воа 1 ) 写 为 下 列 形式 
一 =- [е (iz) -1][ez( 这 ) -1] ; 
s. [e (Z) +1] [52(4) +1] °” 


Ë. o 对 于 两 个 物体 的 吸收 谱 来 说 起 着 某 种 特征 频率 的 作用 . 
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_ h [еза (ел) поце) 
Вт? J (от 02) (оз +) 





дао do, = 
h 7 Іт, (о, )Ime, (о,) 

тр | 

这 个 力 相 当 于 原子 以 如 下 的 能 量 相互 作用 着 ， 

3h ge enna te 


о, +0, 





do, dw,. (82.2) 


| + 0, 





О(г) = - до, dw,. (82.3) 


8т*п,л,т° 
此 处 > 是 原子 间 的 距离 ;mn ,m 是 两 个 物体 的 原子 数 密度 由 . 这 个 公式 与 普通 微 
扰 论 应 用 于 双 原 子 偶 极 相互 作用 而 得 出 的 著名 的 量子 力学 伦敦 公式 一 致 ( 见 第 
三 卷 $ 89 ,习题 ) .在 对 比 中 应 考虑 到 e(ow) 的 虚 部 与 “振子 力 ” 的 谱 密 度 f( o ) 有 
如 下 的 关系 


2 2 
2те 





wlIme(w) = 


Na nf( o ) 


(e,m 是 电子 的 电荷 和 质量 ; 见 第 八 卷 $ 62) ;振子 力 用 已 知 的 方法 通过 原子 偶 
极 矩 的 矩阵 元 的 平方 来 表述 [ 见 第 三 卷 (149. 10) ] . 

我 们 来 研究 相反 的 “大 "距离 情况 :! >> Л.. 然而 ,此 时 我 们 认为 距离 仍然 不 
致 大 到 打破 不 等 式 IT/hc <<1 的 程度 . 

在 公式 (81. 10) 中 重新 引入 新 的 积分 变量 x =2pl£/c ,但 作为 第 二 个 变量 的 
ЛЕ $, ШУ р. Л] =, 和 =, ЕЖЕ 这 = ілс/2рі 的 函数 .但 由 于 在 被 积 式 的 分 母 中 
ТЛЕ е“, іх 的 积分 中 ,有 意义 的 是 x~1 的 各 值 ,因为 p>1, 则 在 大 值 i 情况 
ТЖ. 的 宗 量 在 变量 的 一 切 重 要 区 域 都 接近 于 零 . 与 此 相应 ,我 们 可 以 简单 
地 将 =,,=, 以 它 在 5 =0 的 值 ,也 就 是 用 静电 电容 率 s1, ,eo 来 代替 . 这 样 一 来 ， 
最 后 


hc _ 
人 (sio -Р) ($ -Р) 


Е = I 
3211 





|: + Peio) ( 520 + Pez0) х 
+ | 一 一 一 一 一 一 一 一 一 e 
(sio — рец) (50 -рғ,) 


$10 = М ёю —1 +P ， = ^/ 220 = +p°. 
ВЕЕ РТО 1 ) 增 加 而 减少 的 规律 ,在 此 情况 下 对 应 于 两 原子 间 范 德 瓦 耳 斯 
力 因 计 及 推迟 而 减少 的 规律 ( 见 下 面 ). 


-1] Јанан, | (82.4) 


Ф 如 果 原 子 1 和 原子 2 的 相互 作用 势能 是 U(r) = - ar 5 ,那么 被 宽 为 1 的 空 阶 所 分 开 的 两 个 半空 
间 中 ,所 有 原子 的 成 对 相互 作用 总 能 量 等 于 Us =, 力 是 = 
和 (82. 3 ) 的 对 应 关系 . 


ай amnin, 
4 6B 








, 这 就 是 公式 (82. 2) 
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当 两 物体 是 金属 时 ,公式 (82.4) 归 之 为 十 分 简单 的 表达 式 . 对 于 金属 , + 
《一 0 В, e(i£)— ә ;因此 ,对 于 金属 应 认为 50 = %. 取 e, = 55 = om , 我们 
得 到 


_ s dpdxz _ т fic 
82.5 
ет, [5 p (е ~ 1) ~ 240 ( ) 


(Н. В.С. Casimir, 1948). 这 个 力 根 本 与 金属 的 种 类 无 关 [ 这 性 质 在 小 跑 离 处 不 
出 现 , 此 处 相互 作用 力 不 仅 在 Z =0, B # Pr 8 ¿ 值 的 情况 下 都 依赖 于 退 数 
es(ir) 的 行为 ]. 

图 18 是 函数 ya(so) 的 图 ,此 函数 确定 两 个 相同 电介质 (ee =s, =so) 之 间 
的 引力 , 公式 (82.4) 的 形式 如 下 


_ т hc 
F = Pen =) burl eo) (82.6) 











0 0.2 0.4 06 0.8 № 


图 18 


在 这 个 图 上 还 给 出 郴 数 $m 的 图 . 此 函数 根据 下 列 公 式 @ 确 定 电 介质 和 金属 
(2 = бо, бл = ® ) 之 间 的 引力 . 
и 0 一 
res, —u(e). (82.7) 
类 似 于 以 前 (82. 1) 所 做 的 ,我 们 在 (84.4) 中 ,过 渡 到 个 别 原子 间 的 相互 作 
用 . 在 =, -1 很 小 的 情况 下 ,我 们 有 


Ф 当 so 一 1 时 ,函数 和 由 w 值 分 别 趋 近 于 0.35 和 0.46. 这 与 极限 规律 (82.8) 以 及 本 节 习 题 (1) 
式 相对 应 - 当 86 — №} ,两 个 函数 趋 近 于 与 公式 (82. 5) 相 应 的 数值 1. 
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e, – 1 : 1 
5 - p= — > 50 ео = (ao = 1) | . | 


积分 (82. ` 


x ed 1 一 2p + 2p° 
= айа" О (ев | ғ а | 8р 6 dp, 
由 此 得 
_ Ас 23 
-Т 6407 ——(8 - -1) (е5 -1). (82.8) 
这 个 力 相 当 于 两 个 原子 以 能 量 
U(r) = - бана | (82.9) 


相互 作用 ,此 处 а, ,as 是 原子 静 极 化 系数 (es。 =1 +4тпа). 公式 (82.9) 和 量子 电 
动力 学 在 足够 大 的 距离 上 (此 时 推迟 效应 已 其 为 重要 ) ,对 两 个 原子 间 引 力 的 计 
算 结果 相 一 致 ( 见 第 四 卷 § 85). 

最 后 ,我 们 研究 使 不 等 式 IT/hc >> 1 成 立 的 大 距离 ,这 与 可 能 忽视 温度 影响 
的 要 求 相反 . 在 此 情况 下 (81.9) 的 所 有 求 和 项 中 只 需 保留 第 一 项 . 然而 ,其 中 不 
可 一 开始 就 取 n =0, 因 为 这 要 产生 不 确定 性 : (因子 ¿L 变 为 零 ,但 对 dp 积分 是 
发 散 的 ), 如 果 开 头 就 用 新 的 积分 变量 x = 2pt,lVe 来 代替 p, 这 个 困难 就 可 避免 
(从 而 因子 СН). ЖЕ С, =0, 我 们 得 到 

(2, +1) (225 +1) 
а |. * a er Е 

这 样 一 来 ,在 足够 大 的 距离 上 ,引力 减 小 得 慢 了 ,又 重新 出 现 规律 1 2. 但 系数 与 
温度 有 关 [ (81.9) 求 和 中 的 一 切 后 续 项 都 随 1 增 大 而 作 指 数 衰减 ]. 条 件 IT/hc 
>>1 本 质 上 是 经 典 性 的 条 件 (#io << 了 ,此 处 w ~ сл). 因此 ,自然 地 , (82. 10) 中 
不 包含 АФ. 


(82.10) 


>J 题 


试 求 原子 与 金属 壁 在 “大 ”距离 上 的 相互 作用 规律 . 

解 :单个 原子 与 凝聚 体 的 相互 作用 ,只 要 将 其 中 一 个 物体 ( 设 为 物体 2) 看 做 

是 稀薄 的 介质 就 可 得 到 . 如 认为 ex -1 很 小 ,并 取 g, = % ,从 (82.4) 得 到 
_ fic( e, —1) азо dp _3he(eo -1) 

= 32121 | = Е ой 322 l У 


Ф ”$81,$ 82 得 到 的 公式 ,能 够 推广 到 固体 间隙 内 充 以 液体 的 情况 ,以 及 在 固体 表面 上 有 薄 液 膜 的 
Ё: № И.Е. Дзялошинский › Е. M. Лифшиц ‚Л. П. Питаевский, УФН ‚78 ‚381 ‚1961 ( Soviet physics Uspe- 
khi 4. 153, 1961 ; Advances in Phys. У. 10,Р. 165 ‚1961. ) 
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如 果 原 子 与 壁 之 间 的 相互 作用 能 局 = -aL“(L 是 原子 和 壁 之 间 的 距离 ), 则 在 
靠 壁 空 阶 1 的 半空 间 内 ,原子 之 间 的 相互 作用 能 为 U, = -an/3P ,而 力 下 = 
dU /91 =ап/Г ,因此 ,得 到 的 下 值 对 应 于 单个 原子 与 壁 以 如 下 能 量 相互 吸引 : 
U(L) = —3a,hc/8=1° (2) 
(H. B. G. Casimir, D. Polder, 1948). 
同 理 ,对 于 原子 和 介 电 壁 的 相互 作用 ， 可 得 下 列 结果 


= 2 Юю-1 
U(L) = - = x bul en) 








其 函数 由 ,如 图 18. В ev 一 1 时 ， Pg 入 式 (82.8 ) 相应 的 值 23/30 = 
0. 77. 
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长 波 电 磁 涨 落 也 使 均匀 液体 密度 涨 落 的 关联 函数 具有 某 些 特殊 性 质 . 
我 们 记得 ( 见 第 五 卷 $116) ,关联 函数 wx(r) 定 义 于 :在 空间 两 点 粒子 数 密度 
n 的 涨 落 乘积 的 平均 值 为 
(ën(r,)8n(r,)) =n8(r) +пи(г), 

F =p = P. (83.1) 
关联 函数 与 粒子 闻 的 相互 作用 有 关 ,该 函数 在 大 距离 上 的 渐 近 行为 ,由 这 个 作用 
的 远程 范 德 瓦尔 斯 部 分 所 决定 . 因此 >(r) 和 范 德 瓦 尔 斯 力 一 样 , 随 距离 增加 而 
按 大 的 规律 减 小 (J]. Enderby, Т. Gaskell, N. H. March ,1965 ) 

当然 这 也 反映 在 关联 函数 储 里 叶 分 量 v(k) =v(k) 的 性 质 上 . 如 果 液 体 粒 
子 间 的 相互 作用 只 是 作用 半径 数量 级 为 原子 线 度 a 的 力 ,那么 函数 v(7) 将 随 距 
离 按 指数 为 ra 的 指数 函数 规律 减少 QO. 在 傅 里 叶 分 量 的 术语 中 ,这 意味 着 ， 
(k) Е ka 的 正则 函数 , 它 在 ka <<1 的 情况 下 是 按 ka 的 偶 次 宕 展开 的 . 远程 力 
在 k~1/A。( 而 不 是 上 ~1/a) 的 区 域内 ,在 v(k) 中 已 经 有 明显 变化 的 项 [以 
v1( 上 ) 表 示 ] 出现 ,此 处 A。 是 液体 谱 中 的 特征 波长 (A。>> a). 在 ka <<1 的 区 域 
内 ,参数 КА, 可 小 可 大 ;函数 v,(%k) 在 这 区 域内 具有 奇异 性 质 . | 

为 了 计算 关联 函数 ,我 们 利用 此 函数 与 物体 自由 能 对 其 密度 的 二 阶 变 分 微 
商 的 关系 . 按 定义 ,这 个 微 商 是 自由 能 的 变化 与 密度 涨 落 ( 当 温 度 给 定时 ) 的 关 
系 式 中 的 ф: 


Ф 这 里 所 讲 的 情况 是 液体 处 在 温度 了 ~ GD (®- hu/a ВЖЕ” ) 并 且 远 离 临 界 点 . 在 
临界 点 附近 ,关联 半径 是 无 限 增长 的 ( 见 第 五 卷 $ 132, $ 153) .在 T << 图 的 低温 下 ,关联 半径 也 能 增长 到 
hu/T 的 数量 级 ( 见 下 面 的 $ 87). 
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SF = [+ я, ғ, 1) ваб, Ton yd (83.2) 
这 个 函数 的 健 里 叶 分 量 e(k)= e(k) чи p( k) 的 关系 为 
v(k) (у 1 (83.3) 


[0,25 522 (116. 14) ]. 我 们 强调 指出 ,这 个 公式 假设 涨 落 是 经 典 的 , 它 要 求 
ho << T. 此 处 о 是 波 矢 为 天 的 振动 频率 . 取 o ~ ku( 此 处 w 是 液体 中 的 声速 ) ,我 
们 得 到 条 件 | 
hku << T, (83.4) 
这 与 距离 r >> hu/ T 相对 应 
与 短程 作用 力 有 关 的 函数 o (Ek) 的 “正则 ”部 分 ,是 按 上 的 备 展 开 的 第 一 

(24 ka <<1) 并 用 5b 来 表示 它 ,可 写 出 

e(k)=b+e,(k), (83.5) 
此 处 p,(%) 是 我 们 感 兴趣 的 函数 p( k) 的 “奇异 "部 分 下. 由 于 范 德 瓦尔 斯 力 比 较 
ЯЯ ‚Ф, (Е) <<5, 因 此 ,将 (83.5) 代 入 (83.3) ,结果 可 表 为 如 下 形式 


T T 
u( k) та -тыФ:(#). (83.6) 
因为 v(k) 跟 ol) 是 线性 关系 ,所 以 函数 (ЕЛЕ ЕЖЕ 
p(r) = -91(7). (83.7) 


(83.6) 中 的 第 一 项 (不 依赖 于 k) 对 应 于 短程 作用 力 ( 忽 视 其 作用 半径 时 ) ,是 形 
如 сопзі • 5(г) 的 坐标 函数 . 
我 们 从 自由 能 变 分 的 公式 (80. 11) 出 发 ,来 确定 o (г). 在 公式 中 写 出 


9=(1,,г) А. Šn(r). (83.8) 


我 们 看 出 ,表达 式 
225, 





— У. 29, ({,;г,г) 


лж В H 86 xF Е — 一 阶 变 分 微 商 . Woot 
即 求 @ 


= У, 259, (г, 52222 (83.9) 


Ф 常数 5 通过 液体 的 热力 学 量 以 6 -+ Í =). 来 表示 ( 见 第 五 卷 $152). 
© ”只 有 对 函数 @,TE4y. 变 分 函数 s 在 p(r) 中 将 出 现 与 远程 作用 力 无 关 的 , 形 如 const - 8(7) 的 项 . 
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多 函数 本 身 满足 方程 (79. 8): 





2 Ç 
вад + (іол) 5] (фк) = 4mhdud(r 7), 
0X,; x, c 


(83.10) 
而 它 的 变 分 给 出 乡 函 数 的 变 分 方程 : 


-5.А + (06,3489, (z, ‚г.г = [ве i£ г) DV ;г,г’). 





OX .9%, 
(83.11) 
只 要 根据 (83. 10) ,注意 到 “ 非 微 扰 ?格林 函数 多, 就 是 这 个 方程 的 格林 也 
数 ,方程 (83. 11) 的 解 便 可 立即 写 出 ;因此 ， 
(ати) 6 | вец) Сз) BibT dt. 
[在 此 也 用 了 2,(r,r”) = 2, (r”,r)]. 最 后 ,将 (83.8) 代 人 此 式 , 然 后 与 (83.9) 
一 起 ， c 
| 2 
e) (г) = осуи x > | — | 87? (Lsri,r),. (83.12) 
(r= Ini =n). а r >> ia/7 时 这 个 公式 连同 (83. T) Bin нева о) 
的 普遍 表达 式 (M. П. Кемоклидзе , JI. M. Питаевский ‚ 1970). 
前 面 所 取 波 矢量 的 条 件 (83.4) 等 价 于 距离 的 条 件 r >> hu/T. 与 这 个 条 件 同 
时 如 有 果 再 限定 r 值 的 上 限 : 





he/T >> r >> ћи/Т, (83.13) 
那么 ,在 求 和 中 大 s 值 将 是 重要 的 ,因此 对 离散 “频率 ”Zz, =2wTs/h ЖЖ, НН xf 
ds = 44/277 的 积分 代替 : 

1 824) ] 2 
| и(г) = | l: | ¿° тот) zŠ (83.14) 
在 (77,6) 做 w 一 这 k ази е Im ss на 
a 
r Ç ш Ww 10 





ю=т М5(Ш) с. (83. 15) 
2$ (83. 15) № À (83. 14) ,得 出 相当 复杂 的 表达 式 . 然而 在 两 种 极限 下 它 可 以 
简化 . 
在 “小 ”距离 的 情况 (r << Ao. 对比 § 81) ,在 积分 中 ~c/A。 的 区 域 是 主要 
的 ;此 时 ,r/c <<1, 因 此 在 (83. 15) 中 可 以 用 1 代替 指数 函数 因子 ,而 在 括号 中 
仅 保 留 最 后 一 项 , 则 得 


р =. А i r= |, 








20’ г<<А,. (83. 16) 


。330 - 第 八 章 电磁 涨 落 





这 个 函数 的 侍 里 叶 变 换 式 中 为 
vy(k) =154№, kAo >> 1. (83. 17) 


在 相反 的 “大 ”距离 情况 (r >> Ло). 积分 中 8 - с/т << с/№ ~ wo 的 区 域 是 主 


要 的 . 因此 ,可 以 用 静电 值 =, 代替 =( 认 ) 并 且 可 以 将 | “6° 从 (83. 14) 的 积分 号 


下 提出 来 . 此 后 积分 就 简单 了 [ 此 时 (83. 15) 的 一 切 项 都 给 出 同一 数量 级 的 贡 
献 ]. 结果 得 到 


_ B , 23hT /doy 
(г) = т, В т = ‚5 TT>> А. (83. 18) 
这 个 函数 的 傅 里 叶 变换 式 为 
v(k) = -30Bk ЛАКА, ЕА, << 1. (83. 19) 
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本 节 我 们 用 电荷 密度 算 符 的 对 易 子 得 出 介质 电容 率 的 有 用 表达 式 (P，No- 
zieres, D. Pines, 1958). 这 个 公式 与 考虑 到 电磁 场 特性 的 久保 公式 相似 . | 

我 们 所 研究 的 均匀 介质 ,其 电容 率 不 仅 有 时 间 色 散 而 且 有 空间 色散 . 这 就 意 
味 着 感应 强度 D(i,r) 不 仅 与 以 前 各 时 刻 的 、 而 且 与 空间 其 他 点 的 场 强 E(t,r) 
的 数值 有 关 . 这 样 的 依赖 关系 可 以 表 为 一 般 形式 : 


(br) = E,(t,r) + Је), (т) Фа. (84.1) 
对 于 EE,Dc exp[ i(k ° r — ot) ] ИЯ, хх НЯ 
D,= ea(w,k)E,, (84.2) 
此 处 
sa(wk) =ë, + || Ли Ст) е0 фт (84.3) 


我 们 所 研究 的 介质 不 仅 是 均匀 的 、 各 向 同性 的 而 且 不 具有 天 然 光 学 活性 . 其 
电容 率 成 为 仅 由 波 矢量 组 成 的 张 量 . 这 种 张 量 的 一 般 形式 为 


Ф 在 上 空间 的 球 坐 标 内 ,直接 积分 可 得 


I = lim [ей 7-Ай р» dk = Г +2) (пи/2). 
” л=+0 


(27)’ 25 +3 


97 
为 核对 公式 (83. 17) 所 需 的 积分 是 1. 而 为 核对 公式 (83. 19) БЕНИН Е > =4 时 的 地 
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k.k kk 
ва = ook) +, (0,0 | š, - |. (84.4) 


标量 函数 =, 和 е, 分 别称 为 纵向 电容 率 和 横向 电容 率 . 如 果 场 E 是 有 势 的 ,E = 
-V9, 则 对 于 平面 波 ,E 平行 于 波 和 撩 (E = -ikp), 因 而 D = ejE. 如 果 场 是 有 旗 
(У E =ik- E =0),MWJ E s 8 + £ ,I f D = = E. 

我 们 注意 到 (比较 第 八 卷 103) ,这 样 描述 介质 的 性 质 时 ,把 微观 电流 密度 


的 平均 值 pv (p 是 电荷 密度 ) 分 成 两 部 分 :和 cVxM 已 经 失去 意义 . 此 处 卫 是 


电极 化 强度 ,而 M 是 介质 的 磁化 强度 . 换 句 话说 ,麦克 斯 韦 方程 可 写成 如 下 形式 


О. УхВ во 
с ot c ot 


(在 磁感应 强度 B 一 “微观 磁场 强度 的 平均 值 之 外 ) 不必 再 引入 矢量 H. 微观 电 
流 平均 结果 所 出 现 的 各 项 ,都 假定 包括 在 定义 D=E+4nP,pv = 名 之 中 


在 应 用 中 ,更 感 兴 趣 的 是 纵向 电容 率 . 我 们 通过 考察 系统 对 (由 系统 外 源 产 
生 的 ) 有 和 势 电场 Ei; = - V фи 的 响应 ,来 引入 纵向 电容 率 的 算 符 表达 式 . 
系统 与 此 场 的 相互 作用 算 符 可 写 为 


Ӯ = [ (ег) Се.) бх. (84. 5) 


此 处 p(t,r) 是 系统 中 的 电荷 密度 算 符 . 将 此 公式 与 一 般 公 式 (75.8) 相 对 照 ,并 将 
фу 看 做 “广义 力 ”f 根据 (75.9 一 75. 11) ,我 们 立即 得 到 平均 电荷 密度 按时 间 的 
会 里 叶 分 量 : 


Bar) = -— | ep,r)B(0,7) -BOsr) Bsr) ей (r) dxdt 
在 此 ,也 过 渡 到 按 空 间 的 传 里 时 分 量 并 考虑 到 系统 的 均匀 性 ,因而 对 易 子 的 平均 
值 仅 依赖 于 差 r- Е 311145 l 
| | p. =а(о,К)ф”,, (84.6) 
此 处 | 
Е | (ó(:,r)6(0,0) -500,0)6(0tr) ydaxdt 
(84.7) 


ОЕ Е И р=-У.Р(ИЖЛ 86). Ж 
健 里 叶 分 量 由 此 得 出 





Ba = -ik- P. = нач Е. 
另 一 方面 ,Api = ~4mpy ,此 处 py 是 产生 外 场 的 电荷 密度 . 感应 强度 D 与 此 电 
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荷 密 度 以 方程 Y .了 = -4mp, ЖЮ. 从 这 两 个 方程 得 出 


外 _4Tm 外 _ le, 
Фа = ipa = Tk . ÉE, 


最 后 ,将 此 表达 式 代 人 (84. 6) ,我 们 得 到 符 求 的 纵向 电容 率 的 表达 式 


ПЕ 
СС) =l+e(o,k). (84.8) 


严格 说 来 ,(84.7) 中 的 p(i,r) 应 理解 为 系统 中 所 有 粒子 一 一 电子 和 核 的 电荷 密 
度 算 符 . 然而 ,通常 在 w 和 上 值 的 一 切 重要 区 间 , 对 电容 率 的 贡献 主要 来 自 电 
子 ; 因 此 6 可 理解 为 e( 郊 -元 ) ,此 处 i 是 电子 的 密度 算 符 ,而 元 是 它 的 平均 值 . 

公式 (84.7 一 84. 8) 还 可 以 进一步 变换 ,将 其 通过 算 符 p 的 健 里 叶 分 量 的 矩 
阵 元 来 表示 . 为 此 ,预先 将 (84.7) 改 写 为 下 列 形式 


а(о,) = -元 | e“(ó,(t)6_,(0) -ó-,(0)6,(t) di, (84.9) 


( V 是 系统 的 体积 ), 海 森 伯 算 符 P ( t) BJ SE BE Pú B] 8 11 EE SE Pš Я РЕ ЕЈС FH 
(р, (2) „ = e°" (р). 
来 表述 . 按 和 矩阵 乘积 规则 将 算 符 之 积 展开 后 再 根据 (31. 21 ) 进行 积分 ,最 后 我 们 
得 到 
1 | 1 
ewk) _ "9 > Со, ) | Ч _@ o +10 O +00 0 о, 
此 处 下 标 0 表示 所 求 电 容 率 的 有 关 状 态 . 
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我 们 研究 完全 电离 的 等 离子 体 . 它 的 离子 构成 经 典 玻 耳 兹 曼 气体 ,而 电子 成 
分 是 已 经 简 并 的 .为 此 ,温度 应 当 满 足 如 下 条 件 
Hi <<Т=и.. 
亦 即 hn??? /т, << T = пг? /m.. (85.1) 
(м. u, 是 等 离子 体 中 电子 和 离子 的 化 学 势 ;m。,mmi; 是 它们 的 质量 ;n 是 粒子 数 密 
度 ; 在 佑 算 中 对 п, п 不 加 区 别 ). 此 时 ,还 认为 等 离子 体 是 弱 非 理想 的 . 为 此 ， 


两 个 粒子 在 1~n- 了 的 距离 上 的 库仑 相互 作用 能 ,应 小 于 它们 的 平均 动能 。, 对 离 
子 a ~7T, 而 对 电子 е-и. = n”? h° /m.. 由 此 得 到 条 件 

те /ie << n'2 << Т/е?. (85.2) 

在 第 五 卷 $ 80 中 已 经 证 明 , 在 这 些 条 件 下 等 离子 体 热 力学 量 修正 (对 比 理 

想 气 体 的 这 些 量 值 ) 的 根源 乃 是 电子 的 交换 作用 ;这 个 相互 作用 能 (对 等 离子 体 

单位 体积 而 言 ) 是 ~ ent, 简 并 等 离子 体 中 关联 修正 (经 典 等 离子 体 的 主要 修 

正 ) 小 于 交换 修正 ,其 比值 为 7 ,此 处 F=me /及 n'”<<1. 但 是 ,对 于 简 并 等 离 
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子 体 , 它 它 的 计算 具有 方法 论 的 意义 并 且 给 出 应 用 图 技术 的 有 益 例证 . 
等 离子 体 粒 子 间 ee ИНЕТ 


| Dd dy’, (85. 3) 
此 处 下 标 a,6 са аниа 是 粒子 的 电荷 (对 
于 电子 zx = -1). 取 松原 绘 景 中 的 消 算 符 , 我 们 就 得 出 该 绘 景 的 相互 作用 算 符 . 
然后 ,建立 计算 平均 值 (V) ( 按 吉 布 斯 分 布 ) 的 图 技术 , 便 用 普通 的 方法 过 渡 到 松 
原 算 符 的 相互 作用 绘 景 . 最 后 得 出 的 微 扰 论 级 数 乃 是 (分 按 2 短 的 展开 式 ， 
表达 式 (85. 3) 不 包括 “自由 ”变量 ( 按 此 变量 不 能 进行 积分 ). 这 种 情况 在 图 
技术 中 表明 , 微 扰 论 级 数 ( 认 的 各 项 用 没有 自由 端 线 的 图 来 表征 . 约定 这 些 图 的 
虚线 [4 维 动量 为 = (2,,q) ] 对 应 于 因子 


_g(g) = и (85.4) 


(ЖЖ ¿,). 亦 即 取 单 位 电荷 场 势 (г) БВ НН №. 现在 还 必须 用 粒 
子 种 类 的 下 标 a 来 标记 实 线 [ 与 4 维 动量 P = (¿,,p) JE Ej iri]. 每 条 实 线 对 应 
РЕ 7—99 (已 ) 一 一 自由 粒子 e 的 反 号 格林 函数 . 此 时 ,图 的 实 线 组 成 封闭 的 
图 ,每 个 图 图 包含 的 部 件 都 标 以 相同 的 记号 (例如 a). 图 的 每 个 顶点 (一 条 虚线 
和 两 条 a 类 实 线 的 交点 ) 与 一 个 补充 因子 ze 相对 应 . 每 个 费 米 图 带 一 个 补充 因 
子 ( -1). 按 此 规则 建立 的 图 能 给 出 量 


2 ，、 
- 90) (85.5) 


的 展开 各 项 . 分母 中 的 因子 了 是 系统 的 体积 ;出 现 这 个 因子 是 因为 级 数 每 一 项 
的 积分 式 只 与 坐标 之 差 有 关 . 因此 ,一 个 对 d x 的 积分 便 给 出 体积 V. (85. 5 ) 的 
负 号 是 按 规则 (85.4) 定 义 虚线 , 即 由 于 vw (q) 前 是 负 号 的 结果 . 因子 2 是 将 
(85.3) 的 因子 1/2 返 到 等 式 左 侧 的 结果 . 

在 一 级 微 扰 论 中 有 两 种 类 型 的 图 它们 带 有 一 切 可 能 的 ec 和 4: 


À (O: | (85.6) 


(a) (b) 


中 ”本 节 后 半 部 取 R= l, =1,W e 代表 基本 电荷 (e >0). 
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(85. 6(a) ) 型 的 图 ,是 由 于 在 空间 一 些 相同 点 小 算 符 收缩 的 结果 . 这 样 的 图 对 应 
于 空间 均 色 分 布 的 粒子 a 和 必 的 直接 库仑 相互 作用 :这 些 图 的 贡献 由 于 等 离子 
体 的 电 中 性 而 相互 抵消 ( 按 全 部 a,b 粒子 成 对 求 和 ). (85.6(b) ) 型 的 图 ,是 由 于 
不 同宗 量 少 算 符 的 收缩 结果 ,并 对 应 于 该 类 粒子 a 的 交换 作用 . 计算 这 个 图 导 
致 第 五 卷 80 得 到 的 结果 . 

在 下 一 级 微 扰 论 中 有 下 列 类 型 的 图 : 


| а а 
— 信人 059504 
| 2 85.7 
Ó - СУ (85.7) 


(а) (b) (с) (d) (e) 
图 (85.7a 一 b) 是 对 图 (85. ба) 的 修正 ,并 由 于 同样 原因 在 对 所 有 a,5,c 取 和 时 
相互 抵消 . 图 (85.7c 一 d) 是 对 交换 作用 能 的 小 修正 ,在 此 意义 不 大 
图 (85. 7e) 由 于 相应 的 积分 发 散 而 显示 出 “反常 的 大 ”. 这 个 发 散 是 因为 图 
中 两 条 虚线 有 相同 动量 4 而 产生 的 (明显 的 原因 在 于 顶点 必须 动量 守恒 ). 因 


此 , 当 g 很 小 时 ,图 中 含有 对 一 发散 的 积分 Гаага“. 


在 以 下 各 级 的 近似 中 ,除了 修正 型 的 图 外 ,还 有 更 强 发 散 性 的 新 的 “ 圈 "” 图 
出 现 , 例 如 动量 4 相同 的 三 条 虚线 的 三 级 图 


< x 
уи 
bN ___ Ис 
含有 按 94 发散 的 积分 [ааа 


总 的 说 来 ,n 级 圈 图 是 由 п 条 虚线 连结 的 п 个 实 圈 所 组 成 并 按 q 20 发 
散 的 . 

对 无 限 序列 的 圈 图 求 和 ,可 以 看 到 ,在 微小 量 级 为 e。 的 g 值 处 会 导致 发 散 性 
的 有 效 截 断 ;因此 所 有 这 样 的 图 ,共同 给 (V) 以 微小 量 级 为 (e?)"/e”-; = е? 的 贡 
献 , 此 贡献 在 图 像 上 由 下 列 骨 架 图 ( 按 粒子 的 种 类 ) 之 和 来 表征 : 


$85 简 并 等 离子 体 335. 


< 
1 b! (85.8) 
“ | 
b 
此 处 粗 虚 线 是 线形 图 
a b 
£. C > (85.9) 


的 无 穷 集 合 之 和 ,其 中 每 个 线形 图 都 有 不 同 数目 的 实 圈 . 

由 于 组 虚线 表 征 孤 立 电 荷 的 库仑 场 势 o ,现在 就 用 粗 虚线 表征 被 周围 等 离 
子 体 极 化 所 扭曲 的 场 势 ; 此 势 用 Ф 表示 . 所 以 ,(85. 8) 的 全 部 贡献 便 给 出 等 离子 
体 的 平均 相互 作用 能 中 所 求 的 关联 部 分 . 

. ,9) /4т 来 表征 各 类 粒子 的 简单 实 圈 之 和 ,并 用 图 中 的 小 
圆圈 表征 这 个 


Я. =O (85.10) 


我 们 注意 到 ,不 论 粒 子 a 遵守 何 种 统计 法 ,这 个 函数 的 宗 量 ¿, 均 取 “偶数 ” 
值 4, =2sr7. 实际 上 ,在 顶点 由 于 频率 守恒 定律 ,这 个 宗 量 等 于 两 条 实 线 的 频率 
差 . 无 论 偶数 "项 的 差 或 “奇数 "项 的 差 ,这 个 频率 差 都 是 “偶数 ”. 

利用 记号 (85. 10) ,以 一 个 骨架 图 表述 求 和 式 (85. 8 ) : 





2 А (85.11) 
У \ 
O 
粗 虑 线 本 身 满足 图 方程: 
ЕЕ 88 (85. 12) 
[完全 类 似 于 方程 (14. 4) 和 (79. 13)]. 这 个 方程 的 解析 形式 为 
-Bs9) = (а) -9p(9) C.O. 
由 此 得 
4т 
DU зас 85. 13 
а) е 


为 了 与 879 的 图 建立 联系 ,最 好 从 另外 的 观点 来 考察 这 些 公式 . 因为 ,电荷 
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之 间 的 库仑 相互 作用 可 以 看 做 交换 虚 光 子 的 结果 . 然而 ,此 时 不 利用 规范 
(75.1) 而 利用 所 谓 “ 库 仑 ”规范 ( 见 第 四 卷 $ 76) 更 为 方便 ,在 库仑 规范 中 , - Do 
恰好 等 于 库仑 势 的 傅 里 叶 分 量 . 在 此 规范 中 ,空间 部 分 Du 描述 推迟 的 和 磁 的 互 
作用 ,因而 在 非 相 对 论 等 离子 体 中 可 以 忽略 它 . 因此 可 以 认为 图 (85. 11) 中 的 虚 
线 相当 于 松原 函数 2, ,而 函数 多 不 是 别 的 ,恰好 是 极 化 算 符 的 分 量 ,所 以 根 
据 (79. 18) 可 写 为 人 9t,,qg) = -gqg [ei(ilt,1,9) -11[ 容易 看 出 ,在 有 空间 色散 
的 情况 下 在 (79. 18 ) 中 包含 纵向 电容 率 е]. 将 此 式 代 入 (85.13 ) ,我 们 得 到 
4т 

Ф(2,,9) ТРТУ, (85. 14) 

tb, 8k ЛЯ УКЛ З ВЕ НЕ. 
按 松 原 技术 的 一 般 规则 ,将 图 (85. 11) 分解 后 ， ее 


А Pp, 








4 
_ _ T т" Е ‚4) d°q 

- и 4-2 (q) От)? I Su. 
下 面 我 们 将 看 出 s = 0 项 起 主要 作用 ,此 时 相应 的 积分 由 小 g 区 域 
来 确定 . 因此 ,计算 (85. 15) ,实际 上 只 要 知道 在 4 一 0 时 XH0,g) 的 极限 值 就 足 
够 了 . 这 个 量 甚至 不 按 图 (85. 10) 进行 直接 计算 而 从 简单 的 物理 考虑 便 可 容易 
地 确定 . 

ФЕ 2, =0 时 ,函数 pg(0,g) 是 等 离子 体 中 单位 电荷 静电 场 势 Ф(г) 的 傅 里 叶 
变换 式 . 非 微 扰 势 p(r) 满 足 右 侧 为 S 函数 的 泊 松 方程 :Ap = -4т5(г). 9 Ф р 
等 离子 体 极 化 将 被 扭曲 ,其 方程 可 将 等 离子 体 电荷 密度 在 场 影响 下 的 变化 5p 加 
到 右 侧 而 得 到 : 





АФ = -47[ 5(r) + ёр]. (85. 16) 
另 一 方面 ,在 4 一 0 时 ,我 们 涉及 的 是 等 离子 体 体积 内 缓 变 的 场 . 此 场 内 下 列 热 力 
学 平衡 条 件 是 合理 的 ， 

ш, + ez, @ = сопзі = (9), (85.17) 


此 处 一 一 是 а 类 粒子 的 化 学 势 .pi 一 一 在 无 场 时 它 的 值 . 由 此 条 件 得 出 粒子 
密度 n. 的 变化 


би. -| 
从 而 得 出 电荷 密度 的 变化 


бр = > ez,8n, = 一 > (ez ) Е. Ф. 
将 此 表达 式 代 入 (85. 16) ,我 们 得 到 方程 


д 
м: бп, = - ez $. 
дп, ТУ 
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АФ - кФ = -4m8(r), (85. 18) 
在 此 引入 了 记号 

к? =4те? У (2 (85.19) 
由 公式 (85. 18) 看 出 ,二 是 等 离子 体 中 场 的 德 拜 屏 项 半径 ( 见 第 五 卷 $78). 最 
后 ,对 方程 (85. 18 ) 两 侧 取 傅 里 叶 分 量 ,我 们 得 到 





Ф(9 ) = =, 
将 此 表达 式 和 (85. 13) 比较 ,给 出 : 
F (0,g) ag. (85.20) 
现在 以 此 多 值 在 (85. 15 ) 中 进行 积分 ,我 们 得 出 
о И 4mg dg __ ИТ” 
(V) ха = ТЕ ее в (85.21) 


首先 我 们 注意 到 ,积分 在 下 限 收敛 ,其 中 4 ~k 起 主要 作用 . 对 于 等 离子 体 的 非 简 
并 次 子 成 分 ,我 们 有 = п/Т, ПВ -п,/и.. 容易 看 出 ,由 于 条 件 


(85.2) к<п”^, НИ, а <<n”, 亦 即 1⁄4 大 于 粒子 间 的 距离 . 这 就 证 明了 利用 
平衡 条 件 (85. 17) 的 合理 性 . 为 了 证 明 在 (85. 17) 中 除了 =0 项 外 ,所 有 项 都 可 
忽略 ,我 们 指出 : 当 频 率 不 等 于 零 时 ,根据 (85. 14) 由 电容 率 e(w,4) 来 描述 等 
离子 体 的 极 化 . 根据 熟知 的 渐 近 公式 ,在 大 频率 时 e(w)=1 – 47n.e /mw ， 
因此 


4тп.е” 





ё1(114,1) =1+ 


(ЛВЛ $78). 由 于 条 件 (85. 1 一 85.2) Рес suquy £, = 2smT >> 
(ne Zm.) ,因此 对 于 这 些 频率 可 以 认为 e(ilt,1) =1, 亦 即 等 离子 体 无 极 化 并 
Н 多 很 小 . 

公式 (85. 21) 可 通过 热力 学 变量 7T,V,p。 表征 . 因此 ,等 离子 体 热 力学 势 Q 
能 够 直接 从 如 下 等 式 的 积分 中 得 到 
А =É $). (85. 22) 
[ 见 第 五 卷 (80.4) 1. 结果 对 于 2 的 关联 部 分 ,得 到 如 下 表达 式 (通常 单位 ) 
VT _ 2 /TVTe 2 1 дп. 

3 [х4 


12T I ый УЕ. 
(А. А. Веденов, 1959). 根据 小 附加 量 的 普遍 定理 ,通过 别 的 热力 学 变量 表征 的 








= 
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这 个 公式 ,可 给 出 其 他 热力 学 势 的 修正 ， 


НЕ, ИИ 
修正 : 





=п,/Т, + J (85. 23) 变 为 对 自由 能 的 


2VTTe- 


F yw _ 3 /T ( > 2.п. ) ° 
这 与 第 五 卷 的 (78. 12) 一 致 
在 等 离子 体 中 电子 强烈 简 并 情况 下 (7 <<.) LN -ns << n,/T. М 


在 (85. 23) 的 对 a 求 和 中 完全 可 以 忽略 电子 项 ,因而 我 们 重新 得 到 公式 
(85.24). 所 不 同 的 ,只 是 其 中 求 和 仅 对 等 离子 体 中 的 离子 各 种 类 进行 . 这 样 一 
来 ,在 强烈 简 并 下 电子 根本 不 会 影响 屏蔽 半径 以 及 等 离子 体 的 热力 学 量 的 关联 
部 分 . 


(85. 24) 


$86 流体 动力 学 形状 因子 


29 НАБ $ 116 所 研究 的 密度 涨 落 关 联 函 数 ,是 更 一 般 函 数 的 一 种 特殊 情况 ， 

这 种 一 般 也 数 不 仅 将 空间 不 同 点 而 且 将 不 同时 刻 的 密度 涨 落 联系 起 来 . 在 经 典 
理论 中 ,此 函数 定义 成 如 下 的 平均 值 . 

no (і; г) = (6n(t ,rr) dn(t,,r,)), (86.1) 


在 此 := Хо 中 提出 的 因子 元 = 所 是 平均 粒子 数 密度 : 对 于 均匀 的 各 
向 同性 介质 (液体 ,气体 ) ,函数 (86. 1) 仅 仅 通过 两 点 距离 r = Ir, -7r, 1 而 依赖 于 
r, 和 7,, 以 后 我 们 正 是 这 样 假定 的 . 


在 量子 理论 中 ,类似 的 函数 是 用 与 时 间 有 关 的 ( 海 森 伯 ) 密度 算 符 的 对 称 化 
乘积 来 定义 的 : 
ñ@(t,r) = (8 A(t г) SAC г, ) +8 (в г, )5й (г). (86.2) 
[与 第 五 卷 中 按 (118.4) 定 义 的 一 般 方 法 相对 应 ]. 然而 ,在 此 情况 下 , 非 对 称 的 
定义 
jo (#,г) = (B A(t rr ) 8 (г) (86. 3) 
更 有 某 些 优越 性 ,此 定义 仍 用 记号 go(t,r)9. 与 油 数 全 (1,r) 相 反 , 函 数 o(i,r) 不 
是 时 间 的 偶 范 数 ; 显 然 ， 


 (t,r) = 2000,0) Fe (86. 4) 
РАЗА og(t,r) 按 时 间 和 坐标 的 全 里 叶 变 换 式 


Ф 恰恰 这 个 函数 是 直接 的 观测 量 ,例如 ,在 液体 中 的 中 子 非 弹性 散射 一 一 见习 题 . 
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or(w hk)ag(w,k) = |е" ое, г) дя (86.5) 


称 为 介质 的 动力 学 形状 因子 . 由 于 函数 (tr) 的 各 向 同性 , 它 只 依赖 于 波 矢 的 
绝对 值 . 从 (86.4) 得 出 ,SF(1,7) 的 伟 里 叶 变 换 式 为 


(5.0) =2-[0(,№) о-о р (86. 6) 


液体 密度 涨 落 纯 空 间 的 关联 由 上 = 0 时 的 函数 (86. 1) 定 义 :g(r) =0(1=0, 
r) =5(1=0,г). 此 函数 与 第 五 卷 S 116 中 引入 (并 在 本 卷 $ 83 中 利用 过 ) йо 
数 >(r) 以 e(r) =z(r) +8(7) 相 联系 ;它们 的 储 里 叶 变换 式 为 o(k) = (В) +1. 
函数 o(k) 或 v(k) 称 为 液体 的 静 力 学 形状 因子 . 函数 go(w,k) 与 o(k) 之 间 以 积 
分 关系 


о(Ё) = É О = = Г. ош.) (86.7) 
相 联 系 . 
共和 定 刘 密 度 算 符 ( 不 依赖 时 间 ) 由 对 介质 中 所 有 粒子 的 求 和 式 
ñ(r) = > (r -—r.) (86.8) 


给 出 ;粒子 的 坐标 r, 起 着 参数 的 作用 [ 对比 (24.4) ]. 今 后 我 们 需要 此 算 符 对 坐 
标的 傅 里 叶 展 开 的 分 量 


ñ, = {iCr)e 7а = Yes. (86.9) 
按 一 般 规则 过 渡 到 与 时 间 有 关 的 ( 海 森 伯 ) 算 符 
ñ(t,r) =exp(iBt/h)ñ(r)exp( 一 iHt/h). (86.10) 


此 处 五 是 系统 的 哈密 顿 量 ,这 个 算 符 可 以 用 (86. 8 一 86. 9) 式 表达 ,其 中 以 (1) 
ВИ г, F(t) 是 粒子 坐标 的 海 森 伯 算 符 . 

根据 统计 学 的 基本 原理 ,平均 (…) 可 以 有 不 同 的 解释 ,这 要 看 结果 必须 用 
什么 热力 学 变量 来 表达 . ИИ, АЖ = 是 在 系统 的 总 能 量 和 粒子 数 一 定 时 
确定 的 ,那么 ,平均 将 按 给 定 的 定 态 (m 态 ) 进 行 , 亦 即 取 相 应 的 对 角 和 矩阵 元 . 对 
于 均匀 系 (液体 ) , 算 符 3 ñ(t,r) 的 矩阵 元 对 时 间 和 坐标 的 依赖 关系 由 下 式 给 
Hi, 

(ml8 й(#,г) 11) = (ml ñ(0) 11) ехр[ io, t — К. * r]. (86.11) 
完全 与 (8.4) 类 似 ( 右 侧 为 薛 定 请 算 符 8ji(r) 在 r=0 的 矩阵 元 ). 计 及 此 公式 ， 
我 们 写 出 | 

по (#,г) = > (ml ñ(t,r, lD (118 ñ(t,,r,) Im) = 
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= > I(ml8A(0)1D Ре (ни -k,, * r) ]. 


此 函数 的 傅 里 叶 变换 式 为 
по(ш,Ё) = (2m) > 1(т15#(0) 11) IS(w ~ о, ) (6-6, ). 


(86. 12) 
这 些 式 中 的 求 和 ， 是 在 给 定 粒子 数 (N, ) 情 况 下 按 系 统 的 全 部 状态 进行 的 . (因为 
算 符 38 间 (0) 不 改变 此 粒子 数 )， 
如 果 我 们 希望 通过 温度 和 液体 的 化 学 势 来 表示 形状 因子 ,那么 公式 
(86. 12 ) 还 应 当 按 言 布 斯 分 布 进行 平均 : 
поо.) = (2т)* У врет). 
` I(ml8 (0) 11) 1 • 5(%-ю„)5(Е-К,). 
(86.13) 
(此 时 在 一 切 求 和 项 中 М, =N, ). Жо( - о, - К) =0( -w,k) 写 出 同样 的 公 
式 , 互 换 式 中 的 求 和 指标 1 和 m, 并 在 指数 因子 中 代入 E, = E, + hw, = Е, + ho 
(后 面 的 等 式 是 存在 5 函数 的 结果 ) ,我 们 得 出 
o( -wk)=o(w,k)e ber (86. 14) 
然后 ,根据 (86. 6)， | 


#(e,k) = 9-01 жет) (о,В). (86. 15) 


注意 到 ,从 (86. 13) (或 (86. 12) ) 得 出 ,对 于 o 的 一 切 宗 量 的 值 , 函 数 r(o， 

Е) 20. 又 从 关系 式 (86. 14) 得 出 ,在 零 温度 时 
с(о,Е) =0, Ҷо <0,T =0. (86. 16) 

在 宏观 极限 下 (比值 NV ЕВ N 和 Уо ) , (86. 13) 中 的 各 5 函数 的 “ 栅 
£” 变 得 平滑 而 成 为 连续 函数 ,但 在 对 应 于 不 衰减 的 元 激发 w =w(#) 处 仍 保 留 
着 o(w,k) 中 的 5 函数 峰 ( 通 过 类 似 于 88 的 讨论 就 会 得 出 ). 然而 ,仅仅 对 于 粒 
子 数 不 变 的 激发 才能 发 生 这 样 的 峰 呈 . 

我 们 来 证 明 ,液体 的 形状 因子 怎样 才能 和 涨 落 耗 散 定理 一 一 般 公 式 中 所 表述 
的 量 相 联系 (D. Pines, P. №гієгез, 1958). 

设 在 液体 每 个 粒子 上 都 作用 某 一 外 场 ,给 粒子 以 势能 О(г, г), ДИЕТЕ 
体 整体 上 的 微 扰 算 符 是 


”例如 ,在 费 米 液体 中 ,a(w,#) 在 w= hwo 处 (wo 是 零 声 的 速度 ) 有 8 函数 的 奇异 性 . 但 对 应 于 能 谱 
的 费 米 支 没有 这 种 奇异 性 , 见 8 91. 
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P(t) = Јас, т) И(ь,г) a=, (86.17) 
将 此 式 中 所 有 的 量 都 对 时 间作 傅 里 叶 展 开 ,我 们 将 系统 的 响应 ( 即 微 扰 引起 的 
密度 变化 的 平均 值 ) 表 为 如 下 形式 
ii(w,r)= - асо, tr, -7r, 1)U(w,r,) d° x, (86. 18) 
此 处 函数 a(w,r) 起 着 广义 感应 率 的 作用 . 关联 函数 5(i,r) 对 时 间 的 健 里 叶 分 
Е (Cow,r) 用 涨 落 - 耗 散 定 理 中 的 表述 方法 是 
nd(w,r) =(@n(r,)Šn(r,)),, r=, -Р,. 
根据 这 个 定理 ,此 函数 通过 广义 感应 率 可 用 下 列 公式 表述 
| по (о ,г) = fcoth баа (г). (86. 19) 
通过 а(о, Е) АН УААН E АУЕ о (о, к) 表述 出 来 ,然后 ,根据 
(86. 15 ) ,我 们 得 到 动力 学 形状 因子 : 
| по (В) = [аб тобо 有) (86. 20) 
这 些 公 式 的 重要 性 ,首先 是 由 于 它们 将 动力 学 形状 因子 与 已 知 的 (对 变量 w 


的 ) 一 般 解 析 性 质 联系 起 来 ;对 于 函数 a(w,k) 的 这 些 性 质 曾 述 于 第 五 卷 § 123 
中 .这些 性 质 也 允许 应 用 普遍 公式 [对 比 (75.11)] 来 计算 形状 因子 . 根据 此 公式 





И ео a,r)a(0,0) _ñ(0,0)ñ(t,r) ) дах. 


1 
h 
(86.21) 


如 用 少 算 符 表征 密度 算 符 (六 = рр) ,可 以 将 此 式 写成 双 粒 子 格林 函数 的 形 
式 ,计算 后 者 要 用 到 图 技术 . 


>J 题 


试 通过 动力 学 形状 因子 来 表征 慢 中 子 在 同 种 原子 组 成 的 液体 中 进行 非 弹性 
散射 的 概率 (GCG. Placzek ,1952). 
М ;根据 捧 势 方法 ( 见 第 三 卷 8$151) , 慢 中 子 散射 可 以 描述 成 以 势能 


U(r) т Ar) (1) 


相互 作用 的 结果 . 此 处 名 (r) 是 密度 算 符 (86.8) :M 是 原子 和 中 子 的 折合 质量 ;a 
是 慢 中 子 在 单个 原子 上 的 散射 长 度 ( 即 散 射 幅 极限 值 的 反 号 ). 液体 加 中 子 的 系 
£ £ E E) dp, 内 从 某 初 态 (i) 到 终 态 (有 ) 的 跃迁 概率 是 


бы 5. U (6) dt 


` 





dy; (2) 
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ГЛ =. Ж.(40,5) 1; 3 + (1) ИЯ Я 3 Ë. £, U, ТА 5 8, 8 ñ K AN 35 ñ. 中 子 
(动量 已 和 能 量 e) 6330 8 jk h 3k Ja ДЕКА V Pi ВТ, (Я 
P' 和 能 量 =') ЖЖ) — № р/21т М Š # 3&. № dp, = d'p'/(2+h) , ЖИ 
阵 元 为 


T. а 
И, (#) = 





7 в", py "- ор, 


此 处 hk =р-р',ћо= е-е. Q е r) £ xF + # 4k 3k ë 3 63 ЖЕЛ. 将 此 式 代 
入 du, ,将 跃迁 概率 按 液体 的 一 切 可 能 的 终 态 求 和 . 此 时 积分 的 模 平 方 可 以 写成 
双重 积分 的 形式 ( 按 didt'd xd x адель 

2, Šn,(t,r) ёп, (2, E> Šn (£',r')Šn (t,r) = 


=(¿l8 f(t ,r')8 л) = по (t —t,r' —r) 
(此 时 or R 2 i 态 液 体 总 能 量 的 函数). 按 d(t' -i)d (х -x) 积 分 给 出 go(w,k)， 
还 有 一 个 积分 (比如 对 did xy) 恰好 给 出 体积 了 和 总 的 时 间 间 隔 圭 去掉 因子 上 之 
后 ,结果 得 到 单位 时 间 的 散射 概率 
41 ћ а 10 d P (3 ) 





当然 ,再 按 吉 布 斯 分 布 平 均一 一 亦 即 当 形 状 因 子 通过 温度 来 表征 时 ,此 公式 仍 保 
持 其 正确 性 . 

我 们 指出 ,形状 因子 的 性 质 (86. 16) 能 够 应 用 到 中 子 散射 ,表明 这 样 的 事 
实 :在 7=0 时 液体 仅 能 获得 能 量 , 而 不 能 放出 能 量 , 关系 式 (86. 14) ж 
衡 原理 ,因为 转移 能 量 和 动量 (w,k) 和 ( -w, -上 ) 的 两 个 散射 过 程 是 互 为 逆 的 . 


$87 形状 因子 的 求 积 规则 
动力 学 形状 因子 满足 一 定 的 积分 ( 按 频率 w) 关 系 一 一 即 求 和 规则 . 
其 中 一 个 规则 的 导出 是 基于 算 符 向 (г) п, ( 的 对 易 关 系 . 同一 时 刻 海 森 


АЯС ЖЕ Е Я ЖИ, 和 站 的 对 易 关 系 是 相同 的 . Ва, 由 公式 
(86.9) 和 定义 ,并 且 所 需 的 对 易 关 系 由 下 式 给 出 


ñ, й, -й, ñ, = -EN, (87.1) 


此 处 m 是 液体 粒子 的 质量 @. 
Ж o(i,r) 只 按 坐 标 展开 的 健 里 叶 分 量具 有 表达 式 


Ф 这 个 对 易 关系 的 计算 与 在 第 三 着 $ 149 中 为 导出 求 和 规则 (149.5) 所 进行 的 计算 一 致 ,现在 用 
液体 总 粒子 数 来 代替 电子 数 Z. 
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no(t,k) = Jm (5 ñ (h ,r,)8 ñ (t, ,r,))d° (x, -x,), 


由 此 出 发 ,鉴于 被 积 式 仅 依赖 于 r,- 7, 我 们 用 对 ах,л, У 的 积分 代替 对 
а (х, -2 和) 的 积分 ;在 平均 号 内 进行 积分 . 我 们 得 出 


cik) = (8 (и )8 #1 (4,))- (87.2) 


我 们 计算 =0 НС. рду о (о, к) 仅 依赖 于 差 t= 一， 
所 以 


do(t,k) oo дос 
of 2 | , 


因而 将 (87.2) 代 人 此 式 后 得 


2000) = (8 %,01)8 ñ_ (t) -6 ñ (п )5 й_,(1,)). 


此 式 两 项 中 的 每 一 项 都 仅 依赖 于 矢量 & 的 绝对 值 ; 据 此 在 第 二 项 中 以 - k 代替 

k. 然后 取 г, = 已, 并 考虑 到 站 = 处 ,我们 发 现 角 括号 中 的 两 项 差 与 (87. 1 ) 中 的 
对 易 关 系 一 致 , 这 样 一 来 ,我们 得 到 

Əo(t,k) _ _ ih 

ді ia0 2m 


男 一 方面 ,将 o(:,k) 表 为 对 频率 的 傅 里 叶 积 分 ,我们 得 出 


К? 








oo (t,k) _ 9. Е - iot do = _: 由 do 
тт J. e ow,k) | 5 ij ос(о,к)5= 
对 比 两 个 微 商 表达 式 , 便 得 出 竺 求 关 系 式 . 
Г. фоты) = (87.3) 


(С. Placzek, 1952). 我 们 强调 指出 ,对 于 任何 此 式 都 是 正确 的 . 为 了 将 这 关系 
式 过 渡 到 经 典 极限 (->0) ,应 当 将 它 左边 的 积分 写成 


上 wlo(w,k) -ol - о) 15%, 
根据 (86. li 其 中 再 代 人 
o(w,k)-o(-w и (в, k). 
后 等 式 两 侧 的 声 因 子 便 相 消 , 于 是 留 下 
Ј, 9900059 = ту, 


将 公式 (87. 3) 应 用 到 了 =0 的 玻 色 液 体 ,并 考察 小 & 值 的 区 域 . 在 k—0 时 对 
积分 的 主要 贡献 来 自 形 状 因子 o(w,k) 的 5 函数 峰 . 而 后 者 在 (86. 13 ) 中 是 由 于 
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产生 一 个 声 子 的 跃迁 而 出 现 的 (因为 在 液体 基态 没有 声 子 , 所 以 在 T=0 时 不 存 
在 潭 没 一 个 声 子 的 跃迁 ). 这 项 的 形式 为 45(w - uk). 此 处 huk ЖР РВЕ (и 
声速 ). 将 此 项 作为 o(w,%k) 代 入 (87.3) ,我 们 得 到 系数 4 , 绪 朱 


要 = (а-и). (87.4) 
按 (86.7) 积 分 此 式 , 给 出 静 力 学 形状 因子 
О = (87. 5) 


(Е. Р. Feynman ,1954) 中. 因为 这 个 公式 是 关于 大 的 小 值 区 域 的 ,所 以 它 的 傅 里 
叶 反 演 给 出 在 大 -时 关联 函数 的 渐 近 公式 
h 


и(г) = = — 
2T mur 


(为 了 检验 这 个 公式 ,参阅 330 页 注释 中 引用 的 积分 ). 在 了 7=0 时 公式 (87.6) 在 
任意 大 的 距离 都 是 正确 的 . 在 低 而 有 限 的 温度 时 ,直至 r ~ hu/ T 的 距离 它 都 是 对 
的 ,在 此 距离 的 涨 落 已 经 不 再 是 纯 量子 的 了 . 在 更 大 的 距离 上 规律 (87. 6) 为 指 
数 衰 减 律 所 代替 (如 果 和 忽略 范 德 瓦尔 斯 力 的 贡献 , 见 $ 83 ) ©. 

还 有 一 个 求 和 规则 ,可 以 从 $ 86 中 建立 的 形状 因子 与 某 个 广义 感应 率 
a(w,k) 的 关系 中 得 到 . 这 个 关系 由 公式 (86. 20) 给 出 , 它 在 7=0 时 归结 为 (对 
и > 0) 


(87.6) 


no (o ,k) =2hImo(o,k). | (87.7) 
根据 Kramers – Kronig 公式 [ 见 第 五 卷 (123 ,15)], 


Rea(w,k) = 2р |. тоо 和 da 


在 此 , 取 w=0 并 计 及 a(0,k) Е, ПЕ 


a(0,k) = 二 一 Ima(w， ре (87.8) 


Q 写成 = 天 广 [2me( 有 形式 [se(#) 是 准 粒子 能 量 ] 的 公式 (87.5) , 仅 在 k—0 时 才 是 严格 正确 的 . 
在 & 值 增 邵 时 产生 几 个 准 粒子 的 跃迁 ,对 c(k) 的 贡献 起 着 越 来 越 大 的 作用 . 如 果 忽 略 这 些 贡 献 , 可 以 认 
为 ,这 个 公式 给 出 了 形状 因子 与 玻 色 液体 中 准 粒子 能 量 之 间 的 关系 . 并 且 当 ~1/a 时 (a 是 液体 中 原子 间 
的 距离 )o 具有 极 大 值 ,这 对 应 于 曲线 e(k) 上 “ 旋 子 ”的 极 小 值 . 

@ 关联 函数 (87.6) 与 取 正 值 的 理想 玻 色 气体 的 相反 ( 见 第 五 卷 $117) ,是 负 值 ( 与 粒子 间 的 斥 力 
相对 应 ). 与 此 有 关 ,我 们 记得 (4 $ 25) , 弱 非 理 想 臻 色 气 体能 谱 仅 在 上 << mu/h( 3 B. h/mu >> ce) 时 才 有 声 


子 型 . 相应 的 距离 r~ 一- >> h/mu ,所 以 过 湾 到 理想 气 气体 (zw >0) 时 ,公式 (87.6) 的 应 用 范围 推 延 到 无 限 


— 


远 . 
”由 广义 感应 率 的 一 般 性 质 可 知 a(w =0,r) 是 实 的 . 因此 伟 里 叶 分 量 a(w =0,k) 的 实数 性 可 由 
aq(w,r) 对 r 是 偶 函 数 中 得 出 . 
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在 k—0 的 极限 有 下 列 关 系 


a(0,k—0) = С. я] 让 Е (87.9) 


МЕН , E: H РЕ 23 [Н] WS ЯК НВ 35 НЕ и + U = const 的 平衡 条 件 . 所 以 
施加 外 场 等 价 于 化 学 势 变化 - U. 因此 ,在 极限 k—0 时 ,从 (86. 18) 我 们 有 


87 = - =u" -uU (0, п) 0а а) = - Ua(0,k=0), 


由 此 得 到 (87. 9 ). 
将 得 到 的 公式 (87. 7 一 87.9) 汇 集 起 来 ,我们 便 得 到 了 =0 时 液体 形状 因子 . 
的 如 下 求 和 规则 : 


L P> do дп 
ss k Е 
тр ], (о, и əP 


(р. Pines ,Ph，Nozikres ,1958 ) . 


(87.10) 


> 题 
1. ЖЕЖ T << T, В, Ë r= hu/T 5 3E Ë kE sk ë & k 65 X: e (г). 
解 : 待 求 的 关联 西数 ,由 ~ 一 三 T/h << 二 时 的 形状 因子 确定 . 在 此 条 件 下 


液体 的 能 谱 是 声 子 型 的 . # T< 0 时 在 go(w,k) 中 有 对 应 于 吸收 声 子 的 6(w+ 
ju) 项 ,同时 还 有 放出 声 子 的 6(w -和 妃 ) 项 .这 些 项 的 系数 可 借助 于 (86. 14) 和 
(87.3) £ # Z ; 








c (o ,k) = 1 -ee T] 00 о-и) +e ”TS(w + Еш) |. (1) 
积分 此 式 ,我 们 得 到 
Mk hh 
(Е) = со от" (2) 
然后 
— hh ik-ry2 hku 
и(г) = | e" пой Е `. Í e Е со Pp dk. 


在 复数 天 的 上 半 平 面 , 用 无 限 远 的 半圆 封闭 dk 的 积分 国道 ,积分 归结 为 对 极点 
的 留 数 (分 布 在 虚 轴 上 ) 求 和 . 3 г>>риТ ,积分 的 主要 贡献 来 自 于 hku/2 T = іт 
处 极点 的 留 数 : 





(г) = - 2 exp( -28 г). (3) 


ДЕ аТ/ћи <<1 的 条 件 下 ， Sag 在 
此 原子 距离 上 与 原子 的 直接 作用 有 关 的 效应 减弱 了 ,此 时 在 公式 (3) 中 重要 的 
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ЖА ,МА  НЕЖИХЖАЯ Е ТВЛ. 我 们 指出 ,在 推导 中 我 们 忽略 了 
范 德 瓦 尔 斯 力 的 贡献 .正如 从 8$83 的 结果 中 得 到 的 ,此 贡献 具有 办 的 特征 ,因此 
在 足够 大 的 距离 上 就 成 为 主要 的 了 .应 该 由 (3) 过 渡 到 (83.16) 的 这 些 距 离 , 决 
定 于 系数 间 的 具体 关系 ,但 当 温度 足够 低 时 总 有 公式 (3) 的 适用 区 域 . 因为 在 适 
用 区 域 的 边界 , 当 r~j/T 时 ,根据 (3),vxT ,而 根据 (83.16),vx7T. 

2. 在 玻 色 超 流 体 中 凝聚 体 波 函 数 有 涨 落 , 试 求 在 大 距离 上 此 涨 落 关联 函数 
的 极限 形式 . (Р. C. Hohenberg,P. C. Магіп,1965) Ф 

解 : 在 长 波 极限 ,最 强 的 涨 落 属 于 凝聚 体 的 波 涵 数 ,因为 此 涨 落 只 含有 宏 
观 超 流 运动 的 较 小 能 量 . 对 液体 (体积 六 并 有 给 定 的 T 和 几 ) 总 热力 学 势 人 的 相 
应 贡献 为 





50 = [olay не | (9 Ф)?ау. 
将 Ф жле Ж, 
5Ф = > 8Ф,е*", 5Ф_,=5Ф,, 
我 们 得 出 | 
= ру У 15Ф, |, 
因此 , 均 方 涨 落 为 


({15Ф, Г) = Тт ИУ? р, 1; (4) 
5 № 2. № $146 的 计算 完全 类 似 . 此 涨 落 对 同时 关联 函数 
С(г) =(8Z(0)8Z(r))> 
的 贡献 是 G(r) =n (86@(0)8@(r))> = Tn,m° /4=h°p,r. (5) 
因此 G(r) £ K šE Š L 2 3 6632842 TF F. 凝聚 体 密度 涨 落 m 的 贡献 ,在 这 里 
按 指 数 规律 减 小 . 在 r ~r, 处 此 二 贡献 相差 无 几 . 在 距离 r<<r. 温 度 于 入 点 附 
近 , 它 们 共同 遵守 下 列 规律 : 
G(r) ccr *0. (6) 
这 里 是 恰当 临界 指数 . 关联 半径 r. 可 以 定义 为 这 样 的 距离 ,在 其 上 能 够 用 (6) 
ЖЖ (5), 
м oc p,/n.. 
借助 于 临界 指数 B 和 z[ 这 些 临界 指数 ,根据 (28.1) 和 (28.3) 描 述 n, £ r. 对 温 
度 的 依赖 关系 ] ,我 们 求 出 
р, < CP - py ea ss 


© ”本题 是 Pergamon1980 英文 版 增加 的 ,我们 将 其 加 到 中 文 版 内 .一 一 译 者 注 . 
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利用 临界 指数 a,B,v,t 间 热 知 的 关系 式 ( 见 第 五 卷 8148，8 149) ,我 们 容易 看 
出 ,此 结果 与 (28.4) 是 一 致 的 . 
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在 前 几 节 ,我 们 研究 了 在 任意 频率 w 和 任意 波 矢 天 时 液体 密度 的 涨 落 . 此 
时 ,在 一 般 情 况 下 ,当然 不 能 求 出 关联 聘 数 的 具体 形式 . 然而 , 当 涨 落 波 长 大 于 微 
观 特征 线 度 (液体 中 原子 间距 离 , 气 体 中 的 自由 程 ) 时 ,在 流体 动力 学 极限 下 就 
可 作 到 这 一 点 . 
在 静止 液体 中 ,不 需要 特殊 研究 对 密度 、 温 度 .速度 等 涨 落 的 同时 关联 函数 
的 计算 :利用 适 于 任何 热平衡 介质 的 通常 热力 学 公式 来 描述 这 些 涨 落 ( 经 典 的 ， 
即 非 量 子 极限 ). 在 空间 不 同 点 , 涨 落 的 同时 关联 在 原子 距离 数量 级 的 长 度 上 传 
播 (此 时 ,我 们 忽略 了 弱 的 远程 作用 的 范 德 瓦 尔 斯 力 ). 但 是 ,此 距离 在 流体 动力 
学 中 是 看 做 无 限 小 的 . 因此 ,在 流体 动力 学 极限 下 ,不 同 地 点 的 同时 涨 落 是 不 相 
关联 的 . 形式 上 ,这 个 论断 可 以 从 热力 学 量 一 一 实现 涨 落 所 和 需 的 最 小 功 К 的 可 
加 性 中 得 到 , 因为 涨 落 的 概率 正比 于 exp( -R/T) ,所 以 将 R,,, 表 为 与 各 个 物 
理 无 限 小 体积 有 关 的 各 项 之 和 的 形式 ,我 们 便 发 现 , 这 些 体积 中 的 涨 落 概 率 是 相 
互 独立 的 ， 
根据 这 个 独立 性 ,可 以 立刻 将 热力 学 量 在 空间 给 定点 的 涨 落 均 方 值 的 著名 
公式 ( 见 第 五 卷 $ 112) ,改写 成 关联 函数 公式 的 形式 . 例如 ,根据 体积 了 中 温度 
涨 落 公式 
(батуу = 
рс,Г 
(p 是 密度 ic, 是 介质 单位 质量 的 热 容量 ) ,首先 写 出 


(3T(7,)87(7,)) =- 工 8,,, 
pe,V, 


此 处 涨 落 分 属 两 个 小 体积 V, 和 У, а ЖИ РЕН, ПФ 


(8T(r,)8T(r,)) -三 sCr 一 产 ) (88.1) 
另外 的 热力 学 量 的 涨 落 ,用 类 似 的 方法 可 以 写 出 公式 ; 
(8o(r.)8o(r,)) =p7(38) 807 =), (88.2) 


Q 此 式 以 及 气体 情况 下 同时 关联 的 以 下 公式 ,对 于 波长 仅 大 于 分 子 间 距离 ,但 不 一 定 大 于 自由 程 
的 涨 落 是 正确 的 .但 是 ,后 一 个 条 件 ,在 流体 动力 学 近似 中 对 于 不 同时 关联 函数 是 不 可 缺少 的 (因为 在 气 
体 中 微 扰 传播 的 微观 机 制 恰好 由 粒子 的 自由 程 所 决定 )， 
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_ т ЭР р 
(SP(r )SP(r ) 》 | 5} 86 r ) 
=рТи’5(г, -г,), (88.3) 
(8s(r,)8s(r,)) = 280 -г.). (88.4) 


(P 是 压强 ;s 是 介质 单位 质量 的 箭 ) ;此 时 ,一 对 量 p, 了 的 涨 落 是 相互 独立 的 ( 己 ， 
s 也 是 如 此 ). 还 可 以 写 出 液体 宏观 速度 "( 平 衡 时 等 于 零 ) 的 涨 落 公 式 : 


(80.(r) Bom)) = 本 5s8(n r). (88.5) 


涨 落 的 时 间 关 联 以 及 运动 液体 中 的 涨 落 是 流体 动力 学 中 独特 的 问题 , 这 些 
问题 的 解决 要 求 考虑 液体 中 的 耗 散 过 程 一 一 粘 消 性 和 热传导 . 

流体 动力 学 中 建立 涨 落 现象 的 普遍 理论 ,归结 为 构造 涨 落 量 的 “运动 方 
Е”. 在 流体 动力 学 方程 中 ,用 引入 相应 的 附加 项 的 方法 , 便 可 以 做 到 这 一 点 (区 . 
Д. 朗 道 E.M. #2 1957). 


写成 如 下 形式 的 流体 动力 学 方程 ， 

+V (рэ) =0, (88.6) 

до; до, oP до’ 
= Е 88. 7 
P ot “Pr дх, дх; 7 дх, ' ( ) 

95 1 до, 0%, 

Г! — У s| =-—0'.{ — +—' | -У-а. 88. 8 
p 7 2 ) 5 j) ы 


对 于 应 力 张 量 o 和 热流 矢量 q 的 形式 ,没有 特定 的 要 求 ,这 些 方 程 不 过 表示 质 
量 守 人 恒 动量 守恒 和 能 量 守 恒 而 已 .因此 ,此 形式 的 方程 对 任何 运动 ,其 中 包括 液 
体 状 态 的 涨 落 变化 ,都 是 正确 的 . 此 时 p,P,* 应 理解 为 基本 运动 的 量 值 p, , P。， 
vo,… 与 其 涨 落 振荡 5p ,3P,io ,… 之 和 (当然 ,对 后 者 的 方程 总 可 以 线性 化 ). 

相应 地 将 应 力 张 量 和 热流 通常 的 表达 式 与 速度 梯度 及 温度 梯度 联系 起 来 . 
在 液体 的 涨 落 中 ,也 会 发 生 与 上 述 梯度 无 关 的 局 域 自发 应 力 和 热流 ;用 * 和 8 
表示 它们 并 称 之 为 “随机 ” 量 . 这 样 一 来 ,我 们 写 出 


rat Sv го) + бы 5 +, (88.9) 
k i 


q= -—<V T+g (88.10) 
(п. ЕЖЕ: к 是 导热 系数 ). 
现在 的 问题 是 在 定义 sx 和 8 的 关联 函数 时 确定 它们 的 性 质 . 为 简单 计 , 一 
切 讨论 都 是 对 流体 动力 学 非 量 子 涨 落 的 自然 情况 进行 的 ;这 意味 着 ,假设 涨 落 振 
沪 频 率 满足 条 件 ho << T. 此 时 粘 滞 系 数 和 导热 系数 将 不 认为 是 色散 的 , 亦 即 不 
依赖 于 振荡 频率 . 
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在 涨 落 的 普遍 理论 中 (第 五 卷 3119 一 8 122) ,是 研究 涨 落 量 x, ,x,,… 的 高 
散 序 列 , 然 而 在 此 我 们 处 理 的 是 连续 序列 (液体 每 一 点 的 p,P,…). 把 物体 体积 
划 成 小 而 有 限 的 区 域 AV, 并 在 每 一 个 区 域内 研究 量 的 者 干 平均 值 ,我 们 就 能 避 
开 这 个 非 本 质 的 困难 ;在 最 后 公式 中 再 过 渡 到 无 限 小 体 元 . 

我 们 要 把 公式 (88. 9—88. 10) 作为 准 定 态 涨 落 普 遍 理 论 [ 见 第 五 卷 
(122. 20) ] 的 方程 


£, = - > YaX, + y, (88.11) 


来 研究 ,此 时 选取 每 一 区 域 AV ФИКИ о’ НКЕ с 的 分 量 值 , М, TE 3, 
和 = 便 是 量 y,: 
X O Qi 
(88.12) 
У. 82, £ 
ЖЕ X. BJ прал Жа S 变化 速度 公式 的 方法 来 解释 . 借助 
于 方程 (88. 8 一 88. 10) ,用 普通 方法 (对 比 第 六 卷 $ 49) 我 们 得 到 
$ = (+ -er (88.13) 
按 小 区 AY 求 和 来 代替 此 积分 ,然后 将 其 与 公式 
| $=- >` x,X, 
比较 ,我 们 得 到 


2Т 
现在 容易 求 出 系数 ys ,根据 公式 
(y,(t)y,(t,)) = (y, +) H(t -i,) (88.15) 
[ 见 第 五 卷 (122. 21a ] ) ,这 些 系数 便 可 直接 确定 待 求 的 关联 . 
我 们 首先 注意 到 ,在 公式 (88. 9 一 88. 10) 中 没有 cx 与 温度 梯度 相 联系 的 
项 ,也 没有 9 与 速度 梯度 相 联 系 的 项 . 这 就 意味 着 相应 的 系数 y。=0, 因 而 根据 
(88.15) 有 


1 [= OV, 


是, 一 - | 一 一 + -一 
дх, 9%, 


Jav. АЙ | (88.14) 


(sa(tisri) g(t г,)) =0, (88. 16) 
即 ss 和 8 的 值 彼此 完全 不 关联 . 

其 次 ,如 这 些 量 取 自 不 同 的 小 区 AV, 那 么 联系 q, МИН ( AV/T2) . 97Vax, 的 
系数 等 于 零 , 如 果 它 们 取 自 同一 小 区 ,那么 等 于 y。 = «Г, ДУ, 根据 公式 
(88. 15) 用 这 些 y。 值 ,过 渡 到 AV—0 的 极限 ,我 们 得 到 

(g(t Р) 2,02, а =2кГ 8,5 (г, -г,) (ғ –ё,). (88. 17) 

用 类 似 的 方法 ,可 得 出 关于 随机 应 力 张 量 的 关联 函数 公式 


(sa(t, 7 ) sim (t, ,r,)) = 
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= 27| (Зв. +88) + - 9). |ә ее (88. 18) 


公式 (88. 16—88. 18 ) 原则 上 解决 了 所 提出 的 在 任何 具体 情况 下 计算 流体 
动力 学 涨 落 的 问题 . 解决 问题 的 过 程 是 这 样 :将 ss 和 8 看 成 是 坐标 和 时 间 的 给 
定 函 数 ,如 考虑 到 必要 的 流体 动力 学 边界 条 件 ,我 们 便 形 式 地 对 于 量 ip ,ie ,… 
求解 已 线性 化 的 方程 (88. 6—88. 8). 结果 我 们 得 到 的 这 些 量 ,是 表达 成 ss 和 8 
的 某 些 线性 泛 函 的 形式 . 相应 的 ,5p,5v ,… 的 任何 平方 量 , 均 可 通过 sw,8 的 平方 
泛 函 来 表征 , 然后 它们 的 平均 值 便 用 公式 (88. 16—88. 18) 来 计算 ,因而 在 解答 
中 不 再 出 现 辅助 量 s, ,g. 

我 们 再 将 公式 (88. 16—88. 18) 写 出 对 频率 的 健 里 叶 分 量 式 ,并 可 立刻 将 此 
写成 量子 涨 落 情况 的 推广 形式 . 根据 涨 落 - 耗 散 定理 的 一 般 规 则 ,用 引入 附加 因 


сов 2( 在 经 典 极限 ho <<T 下 变 为 1) 的 方法 , 即 可 完成 此 推广 , ЖЕНЕ 


和 热传导 有 色散 的 情况 下 , 量 mn,l ,x 是 频率 的 复 晒 数 ; 此 时 在 涨 落 的 公式 中 n, 
¿,< 代 之 以 这 些 函 数 的 实 部 : 
ра, ), =0 (88. 19) 


(898122) =8 8S(r —r,) heTeoth 2 Бекбо), (88.20) 


(8025022) = оё (г, – Г, ) coth да X 


X | ( бд. +Š. Š. - 3 8.8 Керо) +ó, Š Ке (о) |. (88.21) 
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这 一 节 我 们 研究 静止 的 无 限 液体 中 的 流体 动力 学 涨 落 . 这 个 课题 当然 可 用 
上 节 讲 述 的 方法 解决 . 然而 ,我们 在 此 用 另外 方法 做 此 问题 ,以 演示 求解 流体 动 
力学 涨 落 课 题 可 以 任 选 一 种 方法 . 
这 个 方法 ,是 在 引入 随机 力 以 前 的 早期 阶段 ,便利 用 准 定 态 涨 落 的 一 般 理 
论 .我们 回忆 起 与 此 有 关 的 一 般 公 式 ( 见 第 五 卷 § 122). 
设 | 
Я. =- У А (89.1) 


是 描述 系统 非 平衡 态 ( 于 平衡 态 全 部 x*。=0) 的 一 组 量 x,(1) 的 宏观 “运动 方程 ”， 
如 果 量 x, 大 于 它们 的 平均 涨 落 ( 但 同时 又 是 足够 小 ,以 致 允许 将 运动 方程 线性 
化 ) , 则 可 断定 , 涨 落 关联 函数 满足 (在 :>0 时 ) 同 一 组 方程 


(а, (0)х,00)) = > À, (жь(#)х.(0)),#>0. (89.2) 
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下 列 等 式 | 
[<х, (2) х,(0)) ],.- но = (z,x,) (89.3) 

可 做 为 这 些 方程 的 起 始 条 件 , 此 处 (x,x.) 假 设 为 已 知 的 同时 关联 函数 . 关联 函数 
按 规则 

(w,(t)z=.(0)) = =(х,( -t)x.(0)) (89.4) 
ЕЯ г <0 的 区 域 , 式 中 上 面 的 符号 用 于 两 个 量 x, fl x, 都 是 时 间 反 演 的 偶 函 
数 ( 或 都 是 奇 函 数 ) 的 情况 ,而 下 面 的 符号 用 于 两 量 中 一 个 是 偶 函 数 另 一 个 是 奇 
滑 数 的 情况 .方程 (89.2) 的 带 附 加 条 件 (89. 3) 的 解 ,可 用 一 侧 傅 里 叶 变 换 的 方 
法 求 出 :给 方程 乘 以 e”, 并 由 0 到 om 对 上 积分 (方程 左 侧 进行 分 部 积分 变换 ) 我 
们 得 方程 组 


-iw(xx ) = - У AÀa(x,x,) 1) + (x,z.). (89.5) 
其 中 的 量 ( 频率 函数 ) 为 
(w). = [| е0) а, (0) de (89.6) 


关联 上 晤 数 通 常 的 傅 里 叶 分 量 ,通过 量 (89.6) 可 根据 
(х.х), = Г. e™ (x,(t)x,(0)) 4 = 


= (x%,)s +*[(x,z,)0*)] = 
= (хх, ) + (хх, ) 9) (89.7) 
表征 出 来 . 此 处 符号 + 对 应 于 (89.4) 中 的 符号 . 
现在 转 到 所 提 的 项 止 液体 的 涨 落 问题 上 来 ,首先 将 (88. 9 一 88. 10) № =”, #l 
4g( 略 去 最 后 项 ) 代入 流体 动力 学 方程 (88. 6—88. 8 ) 并 使 之 线性 化 . 取 p = po + 
бр,ю = ёо, ,… 并 略 去 非 线 性 项 ,我 们 得 到 


бр +PY 9 -0 (89.8) 

p = - У 8P +n 9 + [5+3] 9(У +»), (89.9) 
k | 

9189 = 57 57 (89.10) ` 


(线性 化 之 后 我 们 略 去 常量 Не 0). 在 方程 (89. 8 一 89. 10) 中 ,最 好 根 
据 定义 
e = +90, (89.11) 
Уи? =0, ухе =0, 
立刻 将 速度 分 为 有 势 的 (“纵向 的 ”) 和 有 旋 的 (“横向 的 ”) 两 部 分 ?和 wv .在 
(89.8 ) 中 只 剩 下 纵向 速度 : 
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=š +p V. 00 =0, (89.12) 
而 (89.9) ,分 解 为 两 个 方程 | 
EA 9 = 214,9, (89.13) 
р 299 = -УЗР+ (+31) Су 000). (89.14) 
横向 速度 的 方程 独立 于 其 余 的 方程 . 25 Ik, XJ y , Z BJ PK ЭСЕК РА — 1 


方程 
РАСЫ (уп) ть” (0,0)) - A (о (2,ғ)009 (0,0), =0 (89. 15) 


(此 处 v = n/p 是 运动 学 粘度 . 对 它 进 行 一 侧 储 里 叶 变 换 后 ,我 们 得 到 
— (9 (л) 009 (0) ) <*> -vA (ғ) 009 (0)) = 


= (019 (г) (0) ) 
(公式 右边 是 同时 关联 函数 ) ,或 变 到 对 坐标 的 傅 里 叶 分 量 : 
(O 009) (Co 2), 
(и). ик? —10 yh —io 


速度 涨 落 的 同时 关联 函数 ,由 公式 (88. 5) 给 出 ;对 它 取 傅 里 叶 分 量 ,并 分 出 横向 
部 分 后 ,我 们 有 
ыы 





(0192009), - Í 8, - (89.16) 
将 此 代入 前 式 , 最 后 得 到 中 


(9) D ‹ 
(oo )a = 2Re(si” nr) = 








k.k 2 
5 [5 =.) 4. (89. 17) 


ik 、 k о? + у? 
对 于 剩余 的 变量 ,我 们 有 互相 联系 的 方程 组 (89. 10) ,(89. 12) ,(89. 14). 然 
而 该 方程 组 ,在 大 频率 或 小 频率 的 极限 情况 下 可 以 简化 . 事实 是 ,纵向 速度 的 微 


扰 和 压强 的 微 扰 在 液体 中 以 声速 传播 ,而 炉 的 微 扰 是 按 热传导 方程 传播 的 . 后 
者 的 机 制 , 要 求 在 ~ 下 距离 上 传播 微 护 的 时 间 为 -三 .(X =h/pe, 是 介质 的 导 温 
系数 ). 因此 ,对 于 满足 条 件 


ХЕ << o ~ ku (89.18) 
的 频率 ( 波 矢 之 值 给 定时 ) B A Ж, НЫЕ RI А РЕК. 相反 ,在 
ХЕ’ ~w << ku (89.19) 


Ф 容易 看 出 ,将 公式 (89.17) 按 dw/27 积分 ,理应 回 到 闻 时 关联 函数 . 
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时 ,出 现 炳 的 等 压 涨 落 中 | 
我 们 首先 研究 前 者 , 即 高 频 区 (89. 18) ,并 确定 ,例如 ,压强 的 涨 落 . 
改写 关联 函数 的 方程 (89. 14) 为 下 列 形式 


ЕС (00 ‚г)5Р(0,0)) = -У(5Р(1,г)5Р(0,0)) + 


(т) УСУ 2 (e (09 ,7)8P(0,0))), 
mie ”和 8P 的 同时 关联 为 零 , 可 以 作为 上 式 的 起 始 条 件 . 进行 对 时 间 的 一 侧 传 
里 叶 变 换 和 对 坐标 的 全 变换 后 ,得 出 
-iwp(v V8P) = - №(5Р2) (+) - (5 .SP)() 
(89.20) 
其 次 ,在 方程 (89. 12) 中 我 们 写 出 
бр = : (55). P+ (=). 5 =-тёР- да p] ss 
将 方程 (89. 10) 写成 下 列 形 式 


5.83 ДР, 


= 地 28). 
用 来 表达 38s/ai( 根 据 条 件 Xi << ,与 二 8s 比较 , 右 侧 的 As 项 可 以 忽略 ). 这 
就 导出 方程 


1 9 xp/ 9Т\* (1) 
— — P - =— — ° вся А 
= 19 Т ЭБ) АёР +p V - 9 0 


在 此 分 别 以 《8P(t,r)8P(0,0)) 和 《vw "(i,r)8P(0,0)) 代 替 SP 和 v ° , 便 重新 
得 到 与 关联 函数 相应 的 方程 . 而 它 的 起 始 条 件 是 (88.3). 傅 里 叶 变换 后 ,该 方程 
АЩ 

| - +P [se) sns +р(Е-э5Р) №? =рТ. (89.21) 


进行 一 些 变换 后 ,从 两 个 方程 (89. 20—89. 21) ,我 们 得 到 
kpTu’ (i +2yrw/ ий”) 


Р?) =2Re( 8P’)) | 
(ЭР) ， e( 8 =2Re И (89. 22) 
在 此 ， 
3 2 
у= [+ n+ (3 21) (89. 23) 


Ф Жа xk << ku 在 流体 动力 学 范围 总 是 满足 的 例如 ,在 气体 中 必 ~wr 和 xX ~vri, 在 此 vr 是 粒子 
的 平均 热 速度 ,而 /是 其 自由 程 , 因此 不 等 式 xk << 等 价 于 条 件 ki << 1. 
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是 介质 中 声 的 吸收 系数 ( 见 第 六 卷 8$79) ,而 yr 是 此 系数 中 与 热传导 有 关 的 
部 分 . 对 于 о = + ku 值 附 近 ( 此 处 涨 落 特别 大 ) 的 频率 区 域 ,我 们 写 出 最 终 
答案 : = 

. Tu° 

| (о + ku) ° + u? y 

此 式 在 lw 干 hul = uy 情况 下 是 正确 的 . 

在 (89. 19) И Bl, © Т, ДЮК, R 2 Se КИ С E: ig 
T. 这 意味 着 在 方程 (89. 10) 中 可 取 


(8P )。 = (89.24) 


( 热 容量 с, 是 单位 质量 的 ). 因此 ,对 于 待 求 的 关联 函数 有 与 (89. 15) 同型 的 方 
程 ,而 它 的 起 始 条 件 由 表达 式 (88.4) 给 出 . 结果 得 出 


2c k2 
(88°) ТЫС (89. 25) 


5) 题 


1. 求 自 弱 溶液 中 溶质 粒子 数 的 涨 落 关联 函数 . 
解 :溶质 粒子 数 密度 n 满足 扩散 方程 
= DAn 
(D 是 扩散 系数 ). 在 弱 溶 液 中 ,密度 在 空间 不 同 点 的 同时 值 是 互 不 关联 的 (类 似 
于 理想 气体 中 不 存在 同时 关联 ) ;所 以 同时 关联 函数 为 
(8n(r,)Š8n(r,)) =në(r, -г,). 
类 似 于 公式 (89. 25) ,我 们 得 到 | 





21?) 
w + К? 
ЖИРА ТРК, п ГИТ 3 5 SZ AROS Z 3. 
2. K ikikuj K k 3k 8 X: ВАК, ЖКАЖХИ 6. 3k 65 2 — ААМ 
(о) 5 £ £$ ЖЕ 5 3 f X). 
f : 28 E ph, W 1 82 65 # E , $ 3k H Zl, T p] ЖИ — 35 3 É. 3⁄ 


(о) = 20—004 – 2), 
ЖА т и Z TAN и ПРЕЖНИЕ ( 9, Z >< 


(57°) к Е 


Ф ”我们 记得 ( 见 第 六 卷 8$79) ,流体 动力 学 的 声 吸收 系数 在 气体 中 总 是 小 的 (可 自动 从 条 件 KL <<1 
中 得 出 不 等 式 y << k) ,并 且 在 无 明显 声色 散 的 液体 中 也 是 小 的 . 
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着 881). 方 程 (89.20 一 89.21) ,以 及 (89.22) 在 有 色散 时 也 是 正确 的 . 取 ( = 
(wow) 并 忽略 含 了 T 和 KK 的 项 ,经 计算 得 到 

277pxo(u。 – uo) 
(ша o И) чт (и? фр)" 


$90 动 理学 系数 的 算 符 表述 


可 以 给 予 $88 中 得 到 的 公式 (88.20 一 88.21) 以 新 的 看 法 ,这 只 要 “从 右 癌 
左 " 读 , 即 可 将 其 看 成 导热 系数 和 粘 滞 系数 的 表达 式 . 此 时 等 式 左边 的 关联 函 
数 ,根据 它们 的 定义 ,可 以 通过 具有 微观 意义 的 一 些 量 的 算 符 来 表征 .结果 ,通过 
这 些 算 符 可 表述 液体 的 动 理 学 系数 . 

首先 需要 考虑 ,在 空间 不 同 地 点 ,能 量 和 动量 的 “随机 ” 流 涨 落 之 间 不 存在 
关联 , (公式 (88.20 一 88.21) 中 的 5 函数 S(r, -r,)) 乃 是 流体 动力 学 的 近似 结 
果 ; 这 种 近似 只 在 波 矢量 取 小 值 时 才 正 确 . 为 了 将 此 条 件 表 为 显 形式 ,我 们 将 公 
式 按 空间 坐标 展 为 傅 里 叶 分 量 [ 这 归结 为 用 1 代替 8(r, г) НУ ЈЕ Я К 
一 0 的 极限 . 例如 ,将 一 对 指标 г, 缩 并 后 的 公式 (88. 20) 


(28) =38(r —r,)heTeoth k: Rex(@) 


(SP ) в = 


写成 如 下 形式 
Век (2) т а Зна) (90. 1) 


容易 看 出 ,这样 描 写 时 ,在 此 公式 中 可 以 用 Q 表征 的 总 能 流 代替 “随机 ” 热 
流 g. 从 流体 动力 学 知道 ,CQ 由 对 流 迁 移 能 流 和 热流 q 所 构成 ; 


2 
0 = (5 +°)ро +9 = рио -к V T +g (90.2) 


(„ЖАРЕ р, ЕАН 22 7 о 涨 落 的 高 次 寡 项 ). 但 
在 小 上 时 ,真实 物理 量 (v ,Т,р 等 等 ) 的 涨 落 比 随机 流 涨 落 ,多 包含 上 КН, 
此 ,在 大 一 0 的 极限 时 ,g 的 涨 落 与 Q 的 涨 落 一 致 . 这 一 点 从 下 列 事实 中 立即 明 
T , 即 在 流体 动力 学 涨 落 的 运动 方程 式 (88. 6 一 88. 8 ) 中 ， ЖЕНЕ НЯ 
商 下 出 现 , 而 上 述 真 实物 理 量 也 以 对 时 间 微 商 的 形式 出 现 ; 因 此 , 变 成 傅 里 叶 
分 量 后 ,对 空间 微 商 的 傅 里 叶 分 量 ss t R rR. 
为 Е/о. 

与 g 不 同 ,总 能 流 Q 是 有 直接 力学 意义 的 量 ,因而 , 它 对 应 于 用 介质 粒子 的 


动力 学 变量 算 符 所 表征 的 、 确 定 的 量子 力学 算 符 Q (:,r). 回忆 以 相应 量 的 ( 海 森 
и ыы 于 是 ,我 们 获得 下 列 公式 


Rek(w) = Ttanh йа 和 x 
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x lim 人 е (0(1,г)0(0,0) +0(0,0)0(#,г) уда? 
(90.3) 

(M.S. Green ‚1954). | 

然而 ,如果 利 用 相应 算 符 对 易 关 系 表 述 的 关联 函数 公式 ,就 能 为 函数 к(о) 
得 到 更 合适 的 表述 法 . 

如 果 x. (г) ,x, (7+) 是 两 个 涨 落 量 ( 在 平衡 态 等 于 零 , 并 且 在 时 间 反 演 中 的 行 
为 相同 ) ,那么 它们 的 关联 函数 ,根据 (76.1) 和 (7S. 11) ,可 以 表 为 如 下 形式 

(x° );@)) = со Зее Г el [#.(#,",),&,(0,г.) |у, 

此 处 插 号 和 表示 对 易 子 . ЖА r= r, -г, 进行 傅 里 叶 展 开 后 ,我 们 得 到 公式 


(аль) а = coth йа. е | etw (а, (1,г) A, (0,0)] dia. (90.4) 


将 此 式 应 用 到 关联 函数 (Q- ), 并 代 人 (90. 1) 后 ,我 们 得 到 
Rexk(w) = upam [ ее ({О(1,г),0(0,0) 1 ага?л. 


此 公式 的 左边 和 右边 在 Re 号 后 都 有 o 的 函数 . 此 函数 当 о оо 时 趋 于 零 ， 
并 且 在 复 变量 o 的 上 半 平 面 无 奇 点 .在 o 的 实 轴 上 从 这 些 函 数 的 实 部 相等 中 得 
出 这 些 枉 数 本 身 是 相等 的 ,因而 我 们 得 到 最 终 公 式 : 


Co) | ее (10(1,г) ,000,0) | Удел. (90.5) 


为 了 得 到 导热 系数 的 静态 值 还 应 当 过 渡 到 w-*0 的 极限 . 
用 类 似 的 方法 可 以 变换 公式 (88. 21) ,于 是 得 出 粘 灌 系数 的 算 符 表 达 式 . 
如 果 引 人 总 动量 流 ос, = - PŠ, + o's[ (88.9) 中 的 xu] ,那么 在 上 一 0 的 极 
限时 , 除 ss 外 的 一 切 项 的 涨 落 都 趋 于 零 ,所 以 在 此 极限 可 以 用 (oo,) ,代替 关 
ЖЖ (из ) а. 结果 我 们 得 出 公式 


2 
по) (во, + ,Dw - 3848.) +4(0) 8$, = 


Р ТРЕТИ 、 
s aje 2 (t,r),ó, (0,0)] dd. (90.6) 


此 处 Sa(tr) 是 动量 流 密度 算 符 (H. Мон ,1958) ,将 此 等 式 按 两 对 指标 i,k 和 1， 
m 或 i,l 和 上 ,m 缩 并 ,我 们 分 别 得 到 相应 于 92 或 107 +37 的 独立 表达 式 . 
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对 费 米 液体 不 能 应 用 了 =0 时 的 形状 因子 公式 (87. 4 一 87. 6) , 因为 推导 这 
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些 公式 时 假定 只 存在 元 激发 谱 的 声 子 支 (w 和 天 都 小 ). 对 费 米 液 体 也 不 能 应 用 
$88, $ 89 建立 的 流体 动力 学 涨 落 理论 : 它 要 求 满足 的 条 件 妨 <<1(! 是 准 粒 子 
的 自由 程 ) ,显然 在 费 米 液体 中 已 被 损坏 . 因为 I< T * fE 7 一 0 A 因而 
计算 费 米 液体 的 形状 因子 应 当 使 用 动 理学 方程 . 
此 时 最 好 从 公式 (86. 17—86. 20) 人 手 ,这些 公 式 将 形状 因子 与 液体 受 某 一 场 U 
(tr) 作 用 时 的 广义 感应 率 联 系 起 来 . 定义 (86. 18) 也 可 写成 按 坐 标的 傅 里 叶 分 量 
ӧп(о,К) = 一 CQCw, 天 ) LI ， (91. 1) 
我 们 限于 了 =0 的 情况 , 则 动力 学 形状 因子 根据 下 式 | 
по (wk) „васе, міч Я 
通过 a(w,k) 来 表征 . | 
密度 的 微 扰 бп (К) 可 借助 于 动 理 学 方程 来 计算 ,此 时 式 中 可 以 忽略 碰撞 
积分 (在 T—0 BF). 这 些 计 算 与 $4 中 对 零 声 计算 所 不 同 的 只 是 对 准 粒 子 能 量 附 
加 了 一 项 
О(г,ғ) =U er | 
相应 的 ,在 微 商 9s/9r(4.3) 中 附加 一 项 3U/9r = kU ,而 在 动 理学 方程 (4. 8) 的 左 
侧 附 加 一 项 


А дп . 
MU 5 "YUd(e- ер). 


求 出 动 理学 方程 的 解 如 下 : 
| ӧл(р) = ӧп,,(р)е 


i(k - r — aot) 
9 


2,2 
бп (p) = (еп), п= Ё. (91.3) 
. m pr p 


这 是 准 粒子 的 动量 分 布 微 扰 的 传 里 叶 分 量 , 待 求 的 总 准 粒子 数 密度 (与 真实 粒 
子 数 密度 一 致 ) 的 变化 ,由 如 下 积分 给 出 


ao = Јав, (р) 2202. = 2. Јат) 2-0. 


(91.3) Не Хур х(п) 5 (4.9) 中 定义 的 z(z) 不 同 之 处 在 于 归 一 化 系数 . 
在 此 选取 归 一 化 系数 ,可 使 公式 (91.2) 取 如 下 形式 : 


jir(w ,大 ) =m | x(m)42， о > 0. (91.4) 
Ж х(п) жан ТЯ] УЖ: 
(о-о, ` n)y(n) +0; • п [ЕС че = в рб (91.5.) 


此 方程 的 右 侧 不 同 于 (4. 11) 式 . 
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方程 (91.5) 不 显 含 虚 量 . 因此 解 x(n) 中 出 现 的 虚 部 仅 和 求解 过 程 积分 的 
极点 绕 法 有 关 . 这 些 围 道 规则 要 求人 t= - mw 开始 , 浸 渐 地 给 体系 施加 场 Их 
e “; 为 此 ,应 当 进 行 оо + 10 的 频率 代 换 . 

解 的 具体 形式 依赖 于 准 粒 子 相 互 作 用 函数 的 形式 F( 台 ). 我 们 演示 求解 过 
程 ,并 以 最 简单 的 郴 数 F = сопзі = F, 为 例 说 明 解 的 性 质 . 

在 这 种 情况 下 ,方程 (91. $) 的 解 具 有 下 列 形式 

p Kk ° п 
sk ` n — o — iO ' 

在 此 是 常数 . 将 表达 式 (91.6) 代 回 (91.5) 以 确定 C, 于 是 给 出 


C(1 +IF,) Er, 


х(п) =C (91.6) 


(91.7) 


' 





这 里 š | k: n'uy do 


п. -@ — 10 Ат 


被 积 式 仅 依赖 于 n' 5 k |a] B) 3 ffi ,进行 显然 的 代 换 后 ,我 们 得 到 


s+1 
5-1 


хах 5 


1 1 
К) => |. оо" 


此 处 з = о/о [ 积分 的 虚 部 可 按 (8.11) 的 规则 分 离 出 来 ]. 
将 (91.6 一 91.8) 中 解 出 的 函数 x (n) КА (91. 4) ,我 们 得 到 动力 学 形状 
因子 














. T 

is—, s<1, 

| 2 (91.8) 
0, s>1, 





no(w,k) = Ра a 7288 | (91.9) 


m h° 1+ Е,1(5) 
(А.А. Абрикасов, И. М. Халатников, 1958). Ж # (91.8), ц s <1 ВЕЖ BJ 
о < ko, 时 ,此 形状 因子 不 为 零 . 
如 果 F。> 0, 则 在 费 米 液体 中 可 能 有 以 速度 wu 传播 的 零 声 ,wu。 由 方程 
(4. 15 ) 来 确定 
1+Е,1(5,) =O, so = w/vr. 
= s 值 接近 s, 时 ,表达 式 (91.9) 取 


const • Im 





ти 
的 形式 ,并 且 如 上 所 述 ,s = о/о, 应 当 理 解 为 s+ i. 这 意味 着 在 o(w,k) 中 还 有 
形 如 сопэї •· 8(s -so) 的 8 图 数 项 ,或 有 | 
с(о,Е) = const - #5 (ш —Ёи,) (91.10) 
这 项 是 费 米 液 体能 谱 零 声 分 支 对 形状 因子 必须 提供 的 贡献 ; 它 完 全 类 似 于 声 子 
对 玻 色 液体 的 形状 因子 所 做 的 贡献 (87.4). 
当然 ,这 一 项 的 存在 与 是 否 假 定 『 = сопзі 无 关 , 而 且 是 可 能 传播 零 声 的 费 
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米 液 体 的 普遍 性 质 . 与 准 粒 子 相互 作用 定律 有 关 的 只 是 (91.10) 中 的 常 系数 值 . 
方程 (91.5) 右 侧 为 零 便 和 零 声 方程 一 致 ;因此 非 齐 次 方程 的 解 在 w/k = u, 处 有 
极点 . 

从 方程 (91. 5 ) 的 形式 看 出 , 它 的 解 仅 以 比值 ог 的 形式 依赖 于 w 和 天 所 以 
动力 学 形状 因子 就 是 此 比值 的 函数 . 于 是 静 力 学 形状 因子 

(= Г. (o ,k)52 
将 有 如 下 形式 
o (k) = const k (91.11) 

这 意味 着 在 费 米 液体 中 ,在 7=0 时 ,密度 涨 落 的 同时 空间 关联 函数 遵守 p (r) 
cr 规律 ( 玻 色 液体 中 也 是 如 此 ). 

最 后 ,我们 注意 到 ,用 F,—0 的 极限 过 渡 方 式 ,可 以 从 (91.9) 得 到 理想 费 米 
气体 的 动力 学 形状 因子 . 


o (o ,Е) = 0 <@ < kv.. 
Th nk 
此 时 静 力 学 形状 因子 
с(Е) = N c (o ,k) 


(与 第 五 眷 $ 117 中 习题 1 的 结果 一 致 ). 


do _ Prk 
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37125 7Х É Ж (Электронные и дырочные Ферми - поверхности) 


电子 和 空 穴 的 轨道 (SnekTpoHHhIe и дырочные траектории) 225 
5) 11 ЖЕН У ( Динамицеский форм - фактор) 341 


Е 


ЖЕ ВЛЕ Е Ж (Номинальная намагниченность) 276 
二 维系 统 的 超 流 (CBepxrekydecTb двумерных систем) 130—135 


F 


反常 格林 函数 (AHoxampre функции Грина) 112 

БН: ( Антиферромагнитный резонанс) 292 

ЯЖ ( Поверхности Ферми) 237 

ЖЕ АИВ 8 ( Экстремальные сечения Ферми - поверхности) 
ЎЖО Н ЗЕ ( Эатухание фермиевских возбужцений) 36,76 
ЖЖ ЮЕ ЕЕ (Устойчивость ферми – жидкости) 11 


С 


B 28 Ч ( Скелетная диаграмма) 51,59 


关联 函数 的 渐 近 行为 (AcuMrrorrKka корреляционной функции) 
广义 准 动量 (KBaarMryrpc обобшенный) 220 
规范 不 变性 (Kamr6poBodHag инвариантность) 165 ,171 


H 


海 森 们 哈密 顿 量 (TegfseH6eproBcKH 站 Гамильтониан) 280 
АЕА, ХА ( Спинновый , Аптиферромагн итное состояние) 
[B] ХЕ ЛЯ Ж ( Циклотронная масса) 224 ‚246 


J 


ЖАК ЯР ( Поляризационный оператор) 312 

EC ( Экситоны) 256 

伽利略 变换 (TammreeBckoe преобразование) 69 ,82 
224174} ( Обменные интегралы) 280 

金 效 堡 — ВН 2:0 ( Параметр Гинзбурга - Ландау) 173 


327 ‚352 


238 
246 
293—296 


# sl 363. 


Ё Е ВЕ ( Магнитостатическая энергия) 272 
静 力 学 形状 因子 (Dopm - фактор статический) 340 


K 


8 ( Диамагнитные домены) 249 
“= |н] 6, ВХ ( Пространственная дисперсия) 330 
库 珀 效应 (3 中 ekT Купера) 207 


L 


入 点 (入 - точка) 84 ,99 

ВНЕ ИК ВЕЛ? (Подзоны Ландау) 227 

№: 9-3 ( Критическое поле) 171 
Е № М ü T Я 5 ( Критическое поле верхнее и нижнее) 180 
ДЯ НУ №: 319% ( Критическое поле пленки) 175 
55 = № 35 (Третье критическое поле) 183 
PR Ён 7-99 ( Критическое поле шара) 183 

Luttinger 定理 (Teopema Латтинжера) 238 

І 7 Ж 8 ( Критическая скорость) 105 

77 Eš ( Лондоновское уравнение) 166 

ЇВ 0% ( Лондоновский случай) 167 


M 


迈 斯 纳 (Meissner) 效 应 (3 中 中 ekT Мейсснера) 166 
密度 和 矩阵 (Marpyrma плотности) 29 ,30 ,96 


N 


凝聚 体 (KoHeHcar ) 90 ,94 ,110 
ВЕТ ( Энергетические зоны) 211 
一 维 情况 的 能 带 ( Энергетические зоны в одномерном случае) 215—218 


Р 
JZ IB $Ë ( Pippard ) #7; ( Пиппардовский случай) 167 
R 


溶液 中 的 浓度 涨 落 ( Флуктуация концентрации в растворах) 355 


- 364. ж 5 


S 


散射 幅 的 重 整 化 (IIepeHopMzpoBka амплитуды рассеяния) 20 
散射 长 度 ( Длина рассеяния) 19 

声 在 金属 中 的 吸收 (IIorrmomreaze звука в металлах) 255 

顺 磁 体 的 磁化 强度 (HaxarazsegHocTP парамагнетика) 284 
Л Ж ВУЛЕ Ж ( Восприимчивость парамагнетика) 283 
ЖХ) Ж 47 ( Мацубаровские операторы) 141 

随机 流 ( Случайные потоки) 349 


T 


В ЈЕ ( Ферромагнитный резонанс) 273 
推迟 格林 函数 ( Запаздываюшая функция Грина) 136 ,298 


w 


涡 环 ( вихревые кольца) 105 

ў 2% №) ЗК 5) ( Колебания вихревой нити) 106 

Е sa E Я (Теорема Вика) 43,115 

无 能 隙 半导体 ( Бесшелевые полупроводники) 264 
无 能 隙 超 导 性 ( Бесшелевые сверхпроводники) 206 


x 


相互 摩擦 力 ( Сила взаимного трения) 104 
形变 势 ( Деформационный потенциал) 249 
ДЕР (Ротоны) 79 


У 
ЯН ЛЯ Ж ( Эффективная масса) 6 


Я 31. BJ 35 1 SK JJ ( Поверхностное натяжение жицкости гелия) 85 
原子 与 金属 表面 的 相互 作用 (BaaxMmoneitcTBHe атомов с металлической 


поверхностью ) 326 
2, 


ВЕ ЕЕ НОЕ EB ( Флуктуационно ~ диссипативная теорема) 302 | 
中 子 在 液体 中 的 散射 (PaccmHxe нейтронов в жидкости) 342 


索 引 . 365 - 


Ж ( Массовый опратор) 50 
ZJ, [a] 119 [u] ЕВ, 2 Ж ( Продольная и поперечная проница емости) 332 
Ж SJ Е ( Квазиимпульс) 212 
Г ХЗ Е ( Обобшенный квазиимпульс) 220. 
准 粒 子 相互 作用 函数 (@yakrHxg взаимодействия квазичастиц) 7 


